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第四版编者序言 


在< 量子 力学〉 目前的第四版中，改正了在第三版中巳发现的错误和不妥之 
处，对几个例题也作了一些修正和补充。 

我感谢所有提出意见的本书读者。 


n . n •皮塔耶夫斯基 
1988年5月 


第三版序言 


本卷前一版是我和我的老师朗道共同工作的最后一本书。我们所作的修改 
和扩充很可观，影响到每一章。 

对这第三版，所需的修改自然少得多，但也增添了不少新材料，包括更多的 
例题，补充了一些日益显得重要的早期结果和近期研究。 

朗道对理论物理的惊人理解力往往使他无需参考原始文献，他能用自己的 
方法导出结果。这可能是我们的书中为什么不列出其他作者的一些必要参考文 
献的一个原因，在本版中，我尝试尽量地列举这些文献。在我们描述属于朗道本 
人未曾发表的一些结果或方法之处，我还增举了关于朗道本人工作的一些参考 
文献。 

正如修订《理论物理学教程》其它几卷时一样，我得到了许多同事的帮助， 
他们告诉我前版处理中的不足之处或者应予增添的新材料。（余略）对所有这 
些，我表示衷心的感谢。 

本卷的整个修订工作，是在和 n . n •皮塔耶夫斯基密切合作中完成的。我 
结识了这位出身于同一朗道学派并受科学服务的同样理想鼓舞的同事，甚感 
有幸。 


E.M. 栗弗席兹 
1973年11月，莫斯科 



第一版序言摘录 


(理论物理学教程>的这一卷是讲述量子力学的。由于量子力学的相关内 
容十分浩繁，我们把它分成两个部分。巳出版的第一部分是非相对论理论，而相 
对论理论将放在第二部分。 

关于相对论理论，我们是按它的最广泛的意义去理解，是指所有实质上与光 
速有关的量子现象的理论。其中不仅包括狄拉克的相对论性理论及相关问题， 
而且包括全部辐射的量子理论。 

在本书中，和量子力学的基础内容一起还讲述了量子力学的大量应用。应 
用的数量远比通常量子力学教材为多。我们只是没有收入一类应用问题，讨论 
这类问题必须同时分析有关的实验数据，这显然超出了本书的范围。 

讲述具体问题时我们力求全面，在引用原始文献时只限于指出其作者。 

和前几卷一样，在讲述一般问题的时候，我们尽可能把理论的物理实质以及 
在这个基础上所建立的数学工具讲解清楚。特别是在本书的前几节中，在阐述 
量子力学算符的一般性质时，就采用了这种讲法。 

和一般采用的讲法不同，我们不是从线性算符的数学理论出发，而是从面临 
的物理问题出发，引导到数学上的需要，提出算符和本征函数。 

必须指出，和原始文献相比，许多量子力学教程讲得过于复杂。这种复杂化 
的一般理由虽然是为了普遍化和严格化，但是仔细研究后不难看出，这种做法实 
际上往往是一种空想，这些“严格”理论往往不少是错误的。 

既然复杂化的阐述我们认为根本不恰当，我们就力求简洁并且更多地回到 
原始文献。 

为了不打断论述的连续性，尽可能不把注意力转移到纯粹的计算方面，我们 
把某些纯粹的数学知识放到书末的“数学 附录” 中，以备参考。 


n . fl . 朗道 
E . M . 栗弗席兹 
1947年5月，莫斯科 
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第一章 

量子力学的基本概念 


§1不确定性原理 


每当我们试用经典力学和经典电动力学阐释原子现象时，总会得出与实验 
有明显矛盾的结论.最明显的例子，是把通常的电动力学用于电子绕原子核作经 
典轨道运动的原子模型•当电子作这种运动的时候，它和任何带电粒子的加速运 
动一样，会不断地辐射电磁波.由于这种辐射，电子便会丧失能量，这将使它最终 
落人原子核中•故按经典电动力学看来，原子是不稳定的，但这与事实完全不符. 

理论与实验之间如此深刻的矛盾，表明有必要建立一种适用于原子现象 
(即质量极小的一些粒子在极短间距内所发生的现象）的理论，需要根本改变基 
本的物理概念和定律. 

为方便计，我们拿实验上观察到的电子衍射现象①，作为阐明这种根本改变 
的出 发点. 当一均匀电子束穿过一块晶体时，发现出射波呈现一种强弱交替的图 
样，完全类似于电磁波衍射中所观察到的衍射图样，由此可见，在一定的条件下， 
粒子（此例中为电子）的行为中会表现出属于波动过程的特征. 

这种现象与习常的运动观念之间的矛盾，究竟尖锐到什么地步，最好用以下 
的假想实验说明，它是晶体的电子衍射实验的一种抽象化.设想有一块电子不能 
穿透的屏板，板上开有两道 狭缝. 让电子束②通过其中的一个狭缝（遮住另一 
个），则在狭缝后放置的连续幕上可以得到某一强度分布 图样； 应用同样的方 
法，遮闭第一个狭缝并打开第二个，可得另一个图样.现在让电子束同时通过这 


① 电子衍射现象实际上是在量子力学建立以后才发现的.但在我们的论述中.我们不去拘泥于理 
论的历史发展顒序，而是尽鼋采用这样的讲法.使得 置子力 学的*本原理与实验现象之间的联系表达得 
最为淸楚. 

② ® 定粒子束是如此稀疏.以致粒子间的相互作用可以略去不计. 
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第一章 置子力学的基本槪念 


两个狭缝，我们根据通常的经典观念 ，一 定会设想所得的图样不过是原先两个图 
样的简单叠合 ：因为 每一个电子都沿自己的轨道运动，只通过狭缝之一，而不会 
影响正在通过另一个狭缝的电子.可是，电子衍射现象表明，由于干涉作用，我们 
所得的衍射图样实际上并不等于每一个单狭缝所分别给出的那两个衍射图样之 
和.十分明显，这个结果无法与电子的轨道运动观念相协调. 

因此,统辖原子现象的力学——置子力学或波动力学——必须建立在与经 
典力学根本不同的运动观念的基础之上.软子力学中并不存在粒子轨道之类的 
概念.这就构成了 1927年① W . 海森伯所发现的量子力学基本原理之一所谓不 
确定性原理的主要内容. 

从抛弃经典力学的习常观念这一角度来讲，不确定性原理的内容也许可以 
说是消极的.诚然，这个原理本身，还不足以作为建立新的粒子力学的基础.这样 
—种新的理论，自应建立在若干积极论断的基础上.这将在以后 （§2) 讨论.但 
是，为了能够表述这些论断起见，我们有必要首先弄清量子力学所面临的问题的 
提法.为此，我们先来考察一下量子力学和经典力学内在关系间的特殊性质. 

凡是一个更为普遍的理论，往往可用完整的逻辑形式表述出来，并且独立于 
那些作为它的极限情形的较窄理论.例如相对论力学可以建立在自己的基本原 
理的基础上，无需参考牛顿力学.可是，当我们表述量子力学的基本概念时，原则 
上却不能不用到经典力学 .一 个电子②没有确定的轨道，这一事实本身意味着这 
个电子也不会有其它什么动力学标志®•于是就很清楚，对于一个只包含量子客 
体的系统来讲.势必完全不可能建立起任何逻辑上独立的力学•对电子运动作出 
定量描述的可能性，要求同时存在一些物理客体，这些物理客体在足够精确的范 
围内服从经典力学.如果一个电子和这样的“经典客体”相作用，后者的状态一 
般讲来会有所变化.这一变化的性质及大小依赖于电子的状态，从而就可以用来 
定量描述电子的状态. 

因而，“经典客体”通常称为仪器，它和电子的作用就称为测量•但是有必要 
强调指出，我们在这里根本没有讨论物理观测者所参与的“测景”过程.最子力 
学中所谓的测置.我们总是把它理解为与任何观测者无关的发生于经典客体和 
燉子客体之间的任一相互作用过程.测暈概念在景子力学中的重要性是由 N . 玻 
尔所阐明的. 

我们已把“仪器”定义为在足够精确范围内服从经典力学的一个物理客体. 


① 值 得指出 .1 子力学的完整数学表述，是在不确定性原理发现之前.由 W . 海森伯和 E . 薛定溥在 
1925—1926年间建立起来的.不确定性原理体现7•这一数学表述的物理内容. 

② 为简便计.在本节及以后各节中.凡是讲到•一个电子"的地方，可以一般地理解为一个具有*子 
特性的任何客体.即指不《从经典力学而 胆从量 子力学的粒子或粒子系统. 

③ 我们所指的是标志电子运动的那些撤.而不是指标志粒子本身的电荷.质*等等参量. 
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例如一个质最足够大的物体.但不能因此认为仪器必然是宏 观的. 在一定条件 
下，微观客体也能起部分仪器的作用，因为“具有足够的精确度”这一概念取决 
于所涉及的具体问题•例如威耳逊云室中的电子运动，可用它所遗留的云迹来观 
察，这种云迹的粗细远大于原子 尺度； 当用这样低的精确度确定轨道时，电子完 
全是一个经典客体. 

由此可见•量子力学在物理理论中占有一个很不平常的 地位； 它把经典力学 
作为一种极限情形而包含在内，但在它的自身表述中，同时又需要这—极限 
情形. 


现在可以来表述一下歎子力学问题的提法.一种典型的问题是：用前次测最 
的已知结果，去预断下一次的测量结果•除此以外，我们以后将看到，置子力学中 
的各种物理 *( 例如 能量〉 所能采取的数值，即作为该最的测量结果所能得到的 
数值，它们的值域和经典力学相比一般讲来是受限制的.量子力学方法必须告诉 
我们怎样来确定它们的各种允许值. 

量子力学中的测最过程具有一种十分重要的特 性：它 总是要影响到被测的 
电子，并且在给定 的测最 精确度范围内，原则上不可能使这种影响变得任意小. 
测看得愈精确，它所给予的影响就愈大，只有在精确度极低的测量中，被测客体 
所受的影响才能很小•测景的这种性质，逻辑上是由于电子的动力学标志仅仅作 
为测量本身的结果才能表现 出来； 十分明显，如果测量过程对客体的影响可以任 
意地小，这就意味着被测的那个最本身具有一个和测量无关的定值. 

在各种测量中，电子的坐标测景具有基本的 意义. 在量子力学的适用限度 
内，对一个电子所施行的坐标测童①总是可以达到需要的任何精确度. 

现在假定对一个电子的坐标相继 测景了 许多次，每次相隔的时间固定为 
•这 些测 量结果 ，一般讲来，并不位于一条光滑的曲线上•而是相反，测量得愈 
精确，这些结果会变化得愈不连续愈不 规则； 正好和电子不存在轨道的概念相一 
致 •只有 在极为粗略地测量电子坐标的情形下，例如，在威耳逊云室中根据蒸气 
凝成的液滴确定电子坐标的情形下，才会得到一条相当光滑的轨道. 

现在让测量的精确度保持不变，我们把测最之间的时间间隔仏加以缩短， 
那么，相邻的测量当然就会给出坐标的相 邻值. 一系列相继测里之后所得的结 
果，虽然都会落到某一很小的空间范围内，可是它们将在这个区域内毫无规则地 
分布着，并不位于任一光滑曲线上•特别是 A < 趋向于零时，相继测董的结果完全 
不趋于同一直线上. 

这种情况表明，量子力学中并不存在经典意义下的粒子速度概念，经典的粒 


①我们冉强 阑一遍 .所谓•■施行测*"是指一个电子和一个经典"仪器”的相互作用，丝毫也没有预 
设外界观测者的存在. 
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子速度，就是指两个时刻的坐标之差除以这两个时刻的时间间隔 At 后当4<趋 
向于零时所得的极限.不过，以后我们会看到，量子力学中可以建立一个合理的 
定义，用来表示某一给定时刻的粒子速度，并且当量子力学转向经典力学时，这 
个速度也随之转为经典的速度.可是，在经典力学中，一个粒子在任一给定时刻 
可以同时具有确定的坐标和确定的速度，而在 M 子力学中，情况则完全不同.如 
果测最结果发现电子具有确定的坐标，那么，它就不可能同时具有任何确定的速 
度.反之，具有确定速度的电子，就不可能具有确定的空间位置.事实上，坐标和 
速度的同时存在就意味着一条确定轨道的存在，这正是电子所没有的.由此可 
见，在最子力学中，一个电子的坐标和速度是两个不能同时确切测景的量，也就 
是两个不能同时具有定值的量.我们也可以说，电子的坐标和速度是两个无法同 
时存 在的鷇 .以后我们还要导出一个定量的关系式，用来判断坐标和速度同时迸 
行非精确测贵的可能性. 

在经典力学中，物理系统的完全描述是通过某一时刻给定其中的全部坐标 
和速度来实现的.运动方程根据这些初始条件就可以完全确定系统此后所有时 
刻的行为.而在量子力学中这种描述在原则上是不可能的，因为坐标和与其相应 
的速度不可能同时确定.于是，量子系统的状态是用远比经典力学为少的数值描 
写的.这就是说，对量子系统的状态的描写不如经典系统那样详细. 

由此得出关于量子力学所能作出的预言的性质的一个非常重要的结 论：和 
经典力学的描述能够准确地预言系统此后的运动相比，燉子力学对力学系统的 
描述是不够详细的，显然做不到像经典力学那样.这就是说，即使电子处于一个 
描述得最完全的态中，在以后的时刻它的行为在原则上也是不唯一的.因此 a 子 
力学对于电子此后的行为不可能给出确切的预言.处于给定起始状态的电子，此 
后对它进行测量时可以得出各种各样的 结果. 量子力学的任务只是给出测罱得 
到这一结果或那一结果的概率.当然，在有的情况下测量得到某一结果的概率可 
能等于1，这时过渡到确定性，这一测爾结果是单值的 • 

量子力学中所有的测量过程可以分成两类.其中有一类居多数，这类测量不 
管系统处于什么状态，都不能测得唯一的肯定结果.另外一类测量，它的每一种 
可能结果都能从某种相应状态中肯定地测得•后一 类测盪在最子 力学中占有重 
要的地位，称为可以预断的测量.由这种测量所确定的状态，它的定量标志称为 
敏子力学中的物理置.如果在某一态中，某种测最总是给出唯一的肯定结果，我 
们就说该态中相应的物理量具有定值.今后我们对“物理》” 一 词，总是理解为 
此处所指的含义. 

今后我们一再会看到 .1 子力学中远非任意一组物理墩都能同时测 m , 即都 
能同时具有定值.我们早已讲过一个例子，就是一个电子的坐标和速度，在量子 
力学中起着巨大作用的是具有下述性质的一组物 理最： 这组最能够同时测鼠，并 
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且当它们同时具有定值的时候，再也没有别的物理量（只要不是这一组量的函 
数）能在该态中再具有定值，我们把这样的一组物理量称为一个完全 集合. 

电子状态的任何描述全都来自某种测墩 结果. 现在来 讲—下 量子力学中对 
一个状态进行完全描述的含义.完全描述的态是由物理量的某—完全集合同时 
测量的结果所产生的•根据这样的测量结果，我们就能确定下一次任何测量中各 
种所得结果的概率，并与首次测量（完全测量）之前电子的历史无关. 

今后 （ § 14除外）我们总是把一个量子系统的状态理解成为这种完全描述 
的态. 

§2叠加原理 


罱子力学中的运动概念和经典力学相比较有了根本性的改变，当然，这就要 
求理论的数学表述作出同样的根本改变•对此，我们必须首先考虑量子力学中态 
的描述方法. 

我们用 <7表示量子系统坐标的集合，用 d 9 表示这组坐标的微分的乘积 . 如 
通常称为该系统位形空间中的一个体 积元； 对单粒子来讲， d 9 等同于普通空间 
中的一个体积元 dV . 

量子力学的数学表述基于这样的一个命题 :在某 一给定时刻，一个系统的状 
态可以用一个确定的坐标函数少 (《?)( 通常为复函数）来描述.这个函数的模量 
平方确定了坐标值的概率分 布：对 系统进行坐标测量时，测量所得诸值处于位形 
空间的扣体积元内的概率等于丨少1 2 和•屮函数称为该系统的波函数①. 

知道波函数后，我们还能在原则上算出任何其它测量（不一定是坐标测量） 
结果的概率 ■所有 这些概率都可由少和少•的双线性表式所确定•这种表式的最 
一般形式为 

Jf ( q ')^( q , q ') dqdq ', (2.1) 

其中的函数依赖于测量的结果及性质，积分则遍及整个位形空间•坐标 
值的概率式本身，也是属于这种类型的一个表式②. 

一般讲来，系统的状态及其波函数会随时间变化•在这种意义下，波函数也 
可以看成是时间的函数.如果某一起始时刻的波函数是已知的，那么，根据状态 
的完全描述这一概念本身所具的含义，在原则上可确定此后每一时刻的波函数 • 
波函数对时间的具体依赖关系，将由以后导出的方程式来确定. 


① 波函数是由薛定跨于 192 6 年首先引人量子力学的. 

② （2. I )式中当 < M 9w ') =5 ( 9 - 9o >5( 〆 -%)时0!得 少 ( q 0 ) 屮. (7 0 > .其中的5代表后面55中定 
义的德；塔函数为我们欲求其 槪率的 一组坐标值. 
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根据定义，一个系统的各种可能坐标值的概率总和必须等于 i . 故丨屮| 2 对 
整个位形空间的积分结果必须等于1: 

I l^l J d<7 = l- (2.2) 

这个等式称为波函数 的归一 化条件•如果丨少 I 2 的积分是收敛的，那么，只要适当 
选择函数少前的常数系数，总能使少得到归一化.但是，我们在以后还会碰到 
I 少 I 2 的积分为发散的波函数•以致沪无法用条件 （2.2) 加以归一化.当然，这种 
情形下 的丨少 1 2 并不代表坐标的绝对概率值，但是，在位形空间中两个不同点处 
的 I 妒 I 2 的比值，可给出这两处坐标值的相对概率 • 

凡用波函数算出并且具有直接物理意义的各种 M , 都呈 （2. 丨 ） 式的形式， 
式中的少总是跟沪•乘在一起，由于这一点，归一化的波函数显然可以包含一 
个具有 e _°( a 为任一实数）形式的不确定的常数 相因子 ，这个因子的模量等于 
1.这种不确定性原则上是无法消 除的； 但它无关紧要，因为它并不影响任何物 
理结果. 

缺子力学的积极内容是建立在有关波函数性质的一系列假定的基础之上 
的.这些假定 如下： 

设在波函数为 少 ,（《/) 的态中进行某种测量可以获得可靠的肯定结果（称为 
结果1)，而在 AU ) 的态中进行这种测量也可以获得可靠的肯定结果 2. 那么可 
以假定 ，在宄 和宄的任一线性叠加所给出的态中，即在任一具有 0 ，少， +C2 ^ 2 
函数形式（其中和^为常数）的态中，进行该种测量所得的结果或者是1,或 
者是2•此外，还可进一步假定，只要以上两个态的时间依赖关系是已知的，也就 
是一个由函数 少 ,（7.<) 给出，另一个由函数％(</,*)给出，那么，它们的任一线 
性叠加也给出了这个務加态的可能的时间依赖 关系. 以上这些假定，构成了量子 
力学的一个首要原理，称为状态叠加 原理. 从这个原理可以立刻知道，波函数所 
满足的一切方程必须对屮保持线性. 

现在让我们考虑一个系统，它由两个子系统所组成，并且假定这个系统处于 
这样的状态，它的每一个子系统都是完全描述 的①. 那么我们可以断言，第一个 
子系统的7,坐标概率和第二个子系统的坐标概率彼此无关，从而整个系统 
的概率分布必然等于这两个子系统的概率分布的乘积 •这就 是说,该系统的波函 
数 少 以表为这两个子系统波函数 少 ，（心丨和沪 2 (<? 2 )的 乘积： 

中、 A < h ，< h ) =少、（<]、） 中 A < h ) , (2.3) 

如果这两个子系统没有相互作用，那么，整个系统及其两部分之间的上述波函数 

① 当然，这意 味符粮 个系统的态也是完仝描述的.但应 强閾衍 出相反的情况并不成立： 如果粮 个系 
统的态是完全描述的，一 般来讲 ，它并不能 由此确 定各个个别郎分的态 （又见 5 14). 
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关系式在此后各时刻仍将保持不变，即可写成 

少 ， AnO =^,(9,,0^ 2 (</ 2 .0. (2.4) 

§3算符 

现在来考虑某一标志量子系统状态的物理镇 /. 严格讲来，我们下面所讨论 
的暈不是一个，而是同时有一组这种物理 t 的完全集合.但由于对问题的讨论没 
有多大差别，为简明计，下面只讲一个物理量. 

在量子力学中，一个给定物理量所能取的数值称为它的 本征值 ，这些数值的 
集合则称为该罱的 值谱. 在经典力学中，一般讲来，物理量具有连 续值. 墩子力学 
中也有—些物理敎 （例如坐标） ，它们的本征值具有连续的值域；这种情形下的 
本征值称为具有 连续谱 .可是，量子力学中除了这些最以外，还有其它一些景，它 
们的本征值是一组离散的 数值； 这种情形我们称为具有 离敗谱 • 

为简单计，我们假定所考虑的 M / 具有离 散谱； 连续谱的情形将在§5中讨 
论 ./ 的本征值用 /. 表示，下标 n 可取 0,1,2,3, …等值.我们还用夂表示系统的 
—个状态波函数.该态中的/具有确定的人值.这个波函数軋称为所给物理量/ 
的本征函数.假定每一个这样的波函数已经归一化，即有 

J l ^„ l J d 9 = 1. (3. 1) 

假定该系统处于某一波函数为少的任意状态中，对之进行物理 i / 的测 
t 结果可得/的某些本 征值/■.根 据状态叠加原理可以断言，波函数少必然是 
这样一些本征函数夂的线性组合，这些夂所对应的各个人值都能在沪态中 
测到，且其概率不等于零.因此在一般情形下，任一态的沪函数可表成下列级 
数 形式： 

X (3-2) 

式中对所有的 n 求和,是一些常系数. 

由此得出结论，任何波函数可以用任一物理量的一套本征函数来展开•使上 
述展开式得以成立的那一套函数称为一个完备组（或封闭组〉 • 

当系统处于波函数为屮的态时，展开式 （3. 2) 足以确定在该态中找到物理 
量/具有任一给定/„值的概率（即测量结 果为人 值的概率〉.正如上节所述，这 
些概率应由沪和屮•的某种双线性表式所确定，这种表式对〜和而言因而 
也是双线性的.当然，这样的表式还必须是 正量. M 后，当系统处于波函数沪= 
^ 的态中时,/,值的概率必须等于1,当波函数少的展开式（3_ 2) 中不含必 
时,/„值的概率必须等于零•能够满足上述诸条件的唯一正璜只能是系数《„的 
模 a 平方.我们就得到这样的结论，展开式 （3.2) 中每一个系数的模量平方值 
确定了波函数为屮的态中物理摄/具有相应值/,的概率 •各种 /,值的概 
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率总和必须等于1 ;换句话说，以下关系式必须 成立： 

S la - |2 = 1 - (3.3) 

如果函数屮未经归一化 ，（3.3) 式也就不再成立•此时$ la „ l 2 将由少和 
少’的某一双线性表式所确定，这个表式当少归一化后必须等于1.这样的表式 
只能是积分式 J 少少 _ d 9 .故下式必须成立： 

f a „ a : = J '卿 . d ?. (3.4) 

另一方面，如果我们用屮去乘少•（屮的共轭复函数）的展开式 
中 . =X < ^ ，积分之，可得 

n 

/ ^ - d 9 = ^ a ； J ，:利 q , 

将此式和 （3.4) 式比较，我们有 

X a - fl - = Z °- / 娜， 

由此可以导出下列 公式： 

a „ = J ^： dq , (3.5) 

这个公式确定了屮函数对穴本征函数组展开时的系数 
如果把 （3.2) 式代人上式，可得 

a „ = X a - / K 如, 

由上式显然可知，本征函数组必须满足以下 条件： 

/ ^： dq = S nm , (3.6) 

/»=爪时其中的 = l , n 尹 m 时5„„ =0. m ^ n 时乘积 K 的积分等于零，这 
—事实称为夂函数组的正交性.因此，軋本征函数组构成一套正交的归一化 
的完备函数组（或简称为正 交归一 系）. 

现在来引人物理量/在某一给定态中的 平均值 /的概念.根据通常的平均 
值定义，我们把平均值/定义为该量的所有本 征值人 分别乘以相应的概率值 
la „ l 2 后相加所得的总和 ， gp 

/= X /. la » |J - (3.7) 

我们来写出/的一个表式，这个表式中不含屮的展开系数 a , 而只含屮函 
数本身.鉴于 （3.7) 式中出现乘积〔，显然，欲求的表式对屮和屮•必须是双 
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线性的.我们引人某种数学算符，用/表示之①，并定义如下.令(/屮）为算符/作 
用于函数少后所得的结果.我们定义的/,是使 （/ 屮）和共轭复函数屮’相乘后 
的积分结果等于平均值/: 

/= 1 ^- ( f ^) dq . (3.8) 

很易证明，/在一般情形下是一个线性②积分箅符.实际上，应用的表式 
(3.5), 可以把 （3. 7) 式的平均值定义改写成 

/= Z f . a ，: = / ^' ( Z ) d ( 7. 

和 （3. 8) 式比较，可以看出算符/作用于函数少的结果呈以下 形式： 

(/ 少 ）=!>» 人軋， （3 . 9) 

n 

如果把 （3. 5) 式的 a . 代入上式，我们就发现/是一个以下形式的积分 箅符： 

(M = { K { q , q ') nq ') Aq ', (3.10) 

其中的函数（称为该算符 的核） 为 

K ( q . q ') = - (3.1 D 

<1 

因此，量子力学中的每一个物理欺都有一个确定的线性算符与之相应. 

由 （3.9) 式可知，如果函数少就是本征函数軋之 一（ 此时所有的 a . 除了一 

个以外都等于零），那么，用算符/作用之后.就等于这个函数乘上它的相应本 
征值人： 

( 3 - 12 ) 

[此后凡不会发生混淆之处，常把 (/ 屮）表式中的括号略去；将该算符视为作用在 
它后面所跟的表式上]•因此我们可以说，所给物理置/的诸本征函数均为下列 
方程 的解： 

/*=/ 少， 

其中的/是一个常数，当上述方程具有满足所需条件的解答时，这个常数所能采 
取的诸数值即为本征值•以后将会看到，许多物理量的算符形状可以通过直接的 


① 我们约定，凡在字母上加一符号的都代表箅符. 

② 一个算符具有以下性质时.称为线 性的： 

/ OP , +少 2 ) +/巧及 /(« 的 = a /^. 

其中宄和％为任意函数』为任意 常数. 
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物理考虑确定出来，上面.所讲的算符性质，使我们有可能通过解/屮=/少方程而 
求出其本征函数及本征值. 

一个实物理量的本征值及其在每个态中的平均值都是实数.这一点限制了 
它的相应算符.令 （3. 8) 式等于它的复共轭式，可得以下 关系： 

I ^( Mdq = \ nr ^') Aq , (3.13) 

其中的/_代表/的复共轭算符 ®. —般讲来，这个式子对任意的线性算符不一定 
成立，因而它对算符的形式是一种限制.对任意的算符 i ■讲来，我们可以求出它 
的转置算符其定义 如下： 

| <P(f^)dq= I n/<P)dq, (3.14) 

式中的少和 0 是两个不同的函数.如果令0等于屮的共轭复函数屮’，再和 
(3. 13) 式比较.我们就有 

/ =/• , (3.15) 

满足这个条件的算符称为厄米算符 ® .这样一来，在量子力学的数学表述中，和 
实物理 M 相对应的算符就必须是厄米算符. 

我们还可以纯形式地考虑复物理 M , 即其本征值为复数的物理墩.假定/是 
这样一个量.则可引进其共轭复量 r ，它的本征值和/的本征值成共轭复数关 
系.我们用/•代表 r 所对应的算符 •/• 称为箅符/的厄米共轭算符，一般讲来它 
不同于复共轭算符 :厂 在沪态中的平均值为 
/• = | 平十脚 

另一方面，我们有 

(/)* = [|^*/^<?] ' = 卜 /. fdq = 卜 Wq 
以上两式相等，得 

/* =/* (3.16) 

显然，/*—般讲来并不等于 
条件 （3. 15) 现在可写成 


① 对算符/,如果•.则复共轭算符 /■ 6 丨通过 /*•*• =4 ■•加 以定义. 

② 对 （3. 10> 形式的线性枳分算符而 J . M ； 米条件相当于该 W 符的核必须满足 K ( g . g ') = K ' 


9). 
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/=/* (3. 17) 

因此，一个实物理量的算符等于它的厄米共轭算符（厄米算符也称为自轭算 符）. 
对一个厄米算符讲来.属于不同本征值的本征函数彼此正交，现在来讲—下 

如何直接证明这种正交性 .设人和人为 /的两个不同本征值，夂和为其相 
应的本征 函数： 

第一式两边各乘 以沪」 ，第二式经过复共轭后再在两边各乘以夂，然后两 
式相减，得 

上式两边对扣积分.由于 /• =_/,按 （3. M ) 上式左边的积分等于零，故得 

(/•-/„)/ ^,^ ； d 9 =0, 

由于 人^人 ，得证氕和两个函数的正交性. 

我们在这里只讲了一个物理量/，但在本节之初早已说明过，对一组同时可 
测的物理量的完全集合也可以同样讲.此时完全集合中的每一个量 /, g , …均有 

其对应的算符…•本征函数艽则对应于上述诸量同时具有定值的态，即对 
应于具有一组确定的本征 值人, …的态，且为下列方程组的共同解： 

§4算符的加法和乘法 

设 •/和 i 是两个 物理氧 /和 g 的算符.它们之和 / + g 对应于一个相应算符 
/+麥但是，1子力学中不同物理 a 相加的含义在很大程度上取决于这两个算符 
能否同时 测鼋. 如果/ 和# 能够同时测 *. 算符/和 i 就具有共同本征函数，它 
们也就是算符/ + #的本征函数，这一算符的本征值就等于二本征值之和 
L +« v 但当/和 g 不能同时具有确定值时，二者之和/ + #的含义就更有限了 • 
此时我们只能说，算符之和在任一态中的平均值等于二者平均值之和： 

f + g=f + g - (4. 1 ) 

至于算符/ + #的本征值和本征函数，一般讲来与/和 g 的本征值和本征函数不 

再有任何关系 •如果 /和#都是自轭算符，显然/+#也是自轭算符，从而它的本 
征值都是实数，并且等于由此定义的新 l / + g 的值. 

下列定理值得提一下■设/„和 A 分别为/和 g 的最小本征值，而 (/+ g )。 为 
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/+ g 的最小本征值.则可证明 

(. f + g ) o^fo + g 0 . (4.2) 

式中的等号当/和 g 可以同时测量时成立.这个定理的证明基于这样一个明显 
的事实，即一个1的平均值总是大于或等于它的最小本征值.在 /+ g 具有本征 

值 (/+ g )。 的态中，我们有 _^ = (/+ g )。， 另一方面，由于7^=/ + g ^ f 0 + g 0 , 
我们就得到不等式 （4. 2). 

再令/和 g 是两个可以同时测量的量.除了它们的和之外，还可以引进它们 
的乘积概念，这个乘积是这样一个量，这个敏的本征值等于/和 g 的本征值的乘 
积.很易证明，这个量的算符作用在函数上的结果，相当于把原先两个量的算符 

先后作用于该函数上所得的结果.这样的算符，在数学上可表为/和#两个算符 
的乘积.实际上，设必为/和#的共同本征函数.我们有 

ht =f(g^) =fg^, =gj*, =gK 
(记号/左代表一个箅符，它作用于函数屮上的结果，等于先把算符 i 作用于屮 
上再把算符/作用于函数#屮后所得的结果）.同样我们也可以用算符以代替 
/左,两者的差别仅在于因子的次序.这两个算符作用于氕函数的结果显然是相 
同的.由于任一波函数屮可表为夂函数组的线性组合，故/彦和以作用于任一 
函数的结果也是相同的.这一事实可以用符号等式/来表示，或写作 

fg ~ gf =0 - (4.3) 

这样的两个算符/和#称为可相互 对易. 由此得出一个重要结论 ：如果 /和 
g 两个量可以同时取定值，则其算符彼此对易. 

上述定理的逆定理也能加以证明（见§ 11): 如果算符/和#对易，那么，它 
们所有的本征函数都可取成两者的共同本征 函数； 其物理含义是，这两个算符所 
对应的物理 M 可以同时测量.因此算符的可对易性是物理景可以同时测景的一 
个充要条件. 

算符相乘的一个特殊情形是一个算符的幂乘.根据以上的讨论可知，算符户 
(/> 为 整数） 的本征值等于算符/的本征值的 p 次方.一般讲来，我们可以把一个 
算符/的任意函数史 (/) 定义为一个算符，这个算符的本征值等于同一函数 
W /), 其中的/是算符/的本征值.如果函数 #(/) 可展开成泰勒级数，则算符 
史 (/) 也能展成这样的幂级数，即归结为各种幂次的户. 

特别是算符，它称为_/的逆算符.显然，把算符/和先后作用于任一 
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函数上，其结果使该函数保持不变，亦即有 //M =/■'/ = ! - 

如果/和 g 不能同时测量，它们的乘积概念就不再具有上述直接意义.这一 
点可用下列事实说明 ：现在 的算符不再自轭，从而不能对应于任一实物理量. 
事实上，根据一个算符的转置定义，我们可写出 

I ng<Pdq = J ^ f ( g < P ) dq = j ( g « i »)(/^) d «7. 

这里的算符 / 只作用在屮上而算符#只作用在少上，所以被积函数不过是 
和/屮两个函数的简单乘积.再一次应用算符的转置定义，我们可写成 
j ^fgfPdq = J (g < P)dq = j <Pgf^dq. 

于是我们得到一个积分，和原积分相比，其中的函数少和少对调了位置.换 
句话说，算符是為的转置算符，我们可写成 

h = if , (4-4) 

即乘积的转置，等于其因子分别转置后再以相反次序写出的 乘积. （4.4) 式 
两边都取复共轭，可得 

(虹=資7*. (4.5) 

如果_/和#都是厄米算符，则 （/ 左广 = gf . 由此可见，当且仅当_/和資对易 
时,才能是厄米算符. 

我们要指出，从两个不对易厄米算符的乘积和以出发，可以对称化成一 
个厄米 算符： 

\( fg * gf ), (4-6) 

这样的表式有时会 碰到； 称之为对称化乘积. 

容易看出 - i / 是一个反厄米算符 （ 即其转置算符等于其复共轭算符乘上 
一个负号）.它乘上 i 后即可变成厄米 算符； 因此 

i ( fg - if ) (4.7) 

又是一个厄米算符. 

为简便计，今后我们有时将用以下的 记号： 

if , g ] = fg ~ if ， (4-8) 

并称为这两个算符的对易式.容易证明下列恒等式 

[fgM = [ fMg + f [ gM - (4.9) 
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注意，如果 [/ M ] =0和 =0, — 般讲并不导致_/和彦对易. 

§5连续谱 


§3和§4中描述离散谱本征函数特性的所有关系式，可以毫无困难地推广 
到本征值为连续谱的情形中去. 

设/为具有连续谱的一个物理量.我们可以简单地用同一字母/代表它的各 
个本征值，并用 R 代表相应诸本征函数.按 （3.2) 式，任一波函数少可对离散谱 
的一套本征函数来展开，与此类似 ，沪 也可对具有连续谱的物理量的—套完备本 
征函数来展开（此时展幵式是一个积分式）.这种展开式所具的形状为 

nq) = J a / ^ / ( q ) df , (5. 1) 

式中的积分遍及量/所能取的整个值域. 

连续谱本征函数的归一化问题要比离散谱情形来得复杂.以后将看到，本征 
函数模墩平方积分等于一的要求，现在无法满足•为此，我们把$函数的归—化 
定义改成这样 ：使得 la / l 2 *!/ 等于在 K 波函数所描述的态中测得该物理量的数 
值介于/和/+ d / 之间的概率.所有/可能值的概率总和必须等于 丨 ， 因此有 

/ l a / l 2 d/=l (5.2) 

[类似于离散谱的 （3.3) 式]. 

仿效推导 （3. 5) 式的方法，应用同一论证，可得下列两式，其一是 
j 卿 . d ? = J l a / l 2 d /, 

其二是 


J 卿 .d 9 = J j a ； ^dfdq. 

比较以上两式，发现展开式系数满足下列 公式： 

a /= J nq)^ ； (q)dq, (5.3) 

此式与 （3.5) 式完全类似. 

为了推导归一化条件，现在把 （5. 1) 代人 （5.3) 式，结果得 

«/ = j a r ) d/ ’ . 

此式必须对任意的七都能成立，因而必须是恒等地得到满足.为此，首先，被枳 
函数中的七.的系数（即 J " 芩沪/如）只要 /'#/ 就必须等于零，而当/'=/时，这 

个系数必须变成无穷大（否则对 d /' 积分后将等于零）•故积分 J 少/扣应为 
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/'-/ 的函数，这个函数当宗撤不等于零时为零，当宗最等于零时为无穷大，我们 
用 5(/'-/) 代表这个函数： 


我们必须有 


/ ^Xd«/=5CT-/). 

\ 8 (f - f ) a ,. df ' = a r 


(5.4) 


这个式子确定了 SCT -/) 函数当尸-/=0时变成无穷大的方式.由上式显然可 
得 


这样定义的函数称为5函数（它是由 P . A . M . 狄拉克首先引人最子力学的）.我 
们再把定义它的公式写一遍.它们是 

时5(*)=0，而 5(0) =», (5.5) 

而且 


| 5(*) d * = 1, (5. 6) 

式中的上下积分限可换成任意数值，只要^=0的点处于积分区内就可以了•设 
/(*) 为在*=0点处连续的函数，则有 

厂 S (, x ) f ( x)dx =/(0). (5.7) 

此式可改写成更普遍的形式 


. J S(x - a ) f ( x)dx = f ( a ) , (5.8) 

式中的积分区间包含 * = <* 点，并且 /(*) 在 * = a 点处连续.容易证明 S 函数是一 


个偶函数， EP 

5( -a 

c) =S(x), 

(5.9) 

最后 ，根据 

f 8( ax) dx = 




J - OB 

J -m 1 a 1 1 ot 1 


可导出 

8(. ax )= 

( 士) 5 ⑷， 

(5.10) 


其中 a 为任意常数. 

(5.4) 式给出了连续谱本征函数的归一化法则；它可以代替离散谱情形下 
的归一化条件 （ 3 • 6 ) •我们看到，和以前一样，$和 a . 函数当 y ' 时是相互正 
交的•可是模 黾平方 的积分对连续谱讲来是发散的. 
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函数巧(<7)还满足另一个类似于 （5. 4 )式的关 系式. 要推导这个关系式，可 
把 （5.3) 式代人 （5.1) 式中，得 

則 = \nq') [\^； W)%U)Af)Aq\ 

由此我们可以立刻推知必有 

/ (q')%(q)df = S(q'-q). (5.11) 

离散谱情形中当然也有一个与上式相类似的关系式： 

X ^ ； (</ ， )^(9) =S(q'-q). (5.12) 

n 

(5. 1),(5.4) 两式和 （5. 3), (5. 11) 两式相比较，可以看出，一方面，函数 
少( </) 可按函数组 RU ) 展开，其展开系数为七，另一方面 ，（5. 3) 式是一个完全 
类似的展开式，式中的 = 函数按函数组少/ (?) 展开，而少 (？） 充当了展开 
式系数•函数 a (/) 和少 (7) —样，也能完全确定此系统的 状态； 我们有时把 «(/) 
称为/表象中的波函数[而少 (</) 称为7表象中的波函数].正如 I 少 U ) I 2 确定 
系统的坐标值介于给定的扣区间内的概率一样， la (/) I 2 确定了 /的数值介于 
给定的 d / 区间内的概率.一方面，少 〆 </)函数为物理最/在7表象中的本征函 
数； 另一方面，它的共轭复函数少/(<7)就是坐标 ？ 在/表象中的本征函数. 

设史 (/) 为物理量/的某种函数，并且史和/的关系是——对应的.那么，每 
个 A (<7) 函数都可以看作 p 的一个本征 函数. 可是，这时这些函数的归一化问题 
必须改变,的本征函数 ^(9) 应按以下条件归 一化： 

/ Kir >^： w dt l = S [< p ( f ') 

而 t .函数是按条件 （5.4) 归一化的 .3 函数只有当宗量 /'=/ 时才等 于零. 当/， 
趋近/时，我们有 


按 （5. 10) 式我们可写成① 

S [ W ) 1(/) ] =~^' (/) 8 (f - f ). (5.13) 

此式和 （5.4) 式对比，可知 t 和 A 函数的相互关系为 
①一般来讲，如 》>(*) 为某一单值函数（其逆函数无需单值 > .我们就有 


其中 a , 为方程式 P (*) =0的各个根. 




§6 过渡到经典力学极限情形 






dy(/) 

d/ 


(5.14) 


还有一些物理景，这种量在一个值域内具有离散谱，而在另一值域内具有连 
续谱•对这种物理量的本征函数讲来，本节和前节中导出的所有公式当然也能成 


立.但有一点必须指出，它的完备函数组是由离散谱和连续谱的本征函数加在一 
起组成的.因此，任一波函数对这种最的本征函数组展开时具有以下的 形式： 

= X + f <1/^( 9 ) d /. (5. 15) 

式中对离散谱求和，并对整个连续谱求积分. 

坐标本身是具有连续谱的物理量的一个例子.容易证 明：它 所对应的算符 


相当于简单地乘以因子9•由于各种不同坐标值的概率是由模量平方丨屮 (<7) I 2 
确定的，所以坐标平均值应为 


q = J ql V / I 1 dt/ = J q^dq. 

将上式和算符定义 （3. 8) 式比较，得到① 

9=9. (5.16) 

根据一般规则，这个算符的本征函数应该由方程确定，式中的9。暂 
时代表一个具体的坐标值，以便和变量 <7相区别.由于少,。=0或时这个方 
程式都能得到满足，很明显.满足归一化条件的本征函数应该是② 

气=5(7-<7 0 ). (5.17) 


§6过渡到经典力学极限情形 


撳子力学把经典力学作为自己的某种极限形式包括在内.问题是如何过渡 
到这种极限情形. 

在量子力学中 ，一 个电子是由波函数描述的，波函数确定了电子坐标的各种 
数值； 对于这种波函数，迄今我们只知道它是某种线性偏微分方程的解.另一方 
面，经典力学中的一个电子被看成一个质点，运动于由运动方程所完全确定的轨 
道上.最子力学和经典力学之间的这种内在关系，在某种意义上，与电动力学中 


① 为简单计.今后我们常把悄等于乘以某因子的算符直接写成该因子. 

② 任一屮函数对这种本征函数展歼后的展开系数为 

°,0 = / ^(?)«(«-9 o ) d ? =少<9。> 

故坐标值介于给定区间<!«„内的概率为 

这正是应有的结果. 
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波动光学和儿何光学之间的内在关系相类似•在波动光学中，电磁波是由满足一 
定的线性微分方程组（即麦克斯韦方程）的电场矢量和磁场矢量所描述的•但在 
几何光学中，光的传播被看作是沿着确定的轨道（光线）行进的•这种类似性.使 
我们能像波动光学过渡到几何光学那样，将景子力学过渡到经典力学的极限 
情形. 

我们来回忆一下波动光学在数学形式上是如何过渡到几何光学的（见《场 
论》， §53) •设 u 为电磁波的任一场分景.它可表成“ = a ，的形式 （<1 和 史为实 
景），其中的《 称为波的振幅 ,< p 称为波的相位.几何光学对应于波长很短时的极 
限 情形； 从数学上讲来，就是相位(在几何光学中#称为程函）在短距离内具 
有很大的改 变量； 这就是说，此时可以假定^本身具有很大的绝对值. 

与此类似，我们可以从这样的假定出发，假定量子力学的波函数在经典力学 
极限情形下具有 W = a ，的 形式，式中的 a 是一个缓变函数，而 p 取很大的数 
值 •大家 知道，力学中的质点轨道可以通过变分原理确定，按此原理，一个力学系 
统的作用量 S 必须取极小值（鏺小作用 ft 原理在几何光学中，光线是由所谓 
费马原理确定的，按此原理，光线的光程亦即轨道的起端与终端的相位差必须取 
最小（或最大）可能值. 

基于这一类似性，我们可以断言，在经典极限情形下，波函数中的相 位史应 
与所考虑物理系统的力学作用景成正比，即有 S = 常量这个比例常镦称 
为普朗 克常置 ，我们用 A 表示① • 具有作用置的量纲（因^量纲为丨 ） ，并且 
/i = 1.055 xlO* 34 J - s 

因此一个“几乎经典的”（或称准经典的）物理系统的波函数具有下列 形式： 

^ = ae r . (6.1) 

普朗克常敏 fe 在一切量子现象中占有重要地位.它的相对值（与同量纲的 
其它物理量相比）决定着该物理系统的“ 1子化程度”.敏子力学向经典力学的 
过渡.相当于相位很大时的情形，这可用趋于零 U ^ o ) 的形式描述（正如波动 
光学过渡到几何光学时，相当于波长趋于零， A —0). 

我们已经阐明了波函数的极限形式，但未涉及它与经典轨道运动的关系问 
题 .一 般讲来，用波函数描述的运动并不趋向确定的轨道运动.它与经典运动的 
关系是这样的，假定在某一起始时刻，波函数和随之而有的坐标概率分布值已给 
定，在随后各时刻，这个概率分布将按经典力学的定律变化（详见§ 17的末段）. 

为了得出沿确定轨道的运动，我们必须从特殊形状的波函数出发，这种波函 
数只在一个很小的空间范围内才显著地不等于零（称为波 包）； 这个空间范围的 

①1 9 00年由 M . 扦朗 St 引人物理学中.本书各处所用的严格来讲应等于普朗克常量 A 除以2^74 
是狄拉克 最先使 用的. 



§7 波函数与测量 
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尺度必须随 ft —起趋于零•然后我们才能说，在准经典情形下，该波包在空间将 
沿质点的经典轨道运动. 

最后.景子力学算符在这种极限情形下应该还原成为一个相乘因子，这个因 
子就是相应的物理最. 


§7波函数与测量 


让我们再回到测量过程，它的性质已经在§ 1中定性地讨 论过； 现在来说明 
这些性质和燉子力学的数学表述是怎样联系的. 

考虑包括以下两个部分的一个系统 ：一个 经典仪器和一个电子（看作一个 
1子客体）.测量过程就是这两个部分进人相互作用，其结果是仪器由初态转为 
另一状态，根据其状态变化可以引出电子状态的有关结论.仪器的状态是由标志 
它的某种（或某些）物理量的数值一即“仪器的读数”一所确定的.我们暂时 
用 g 表示这个量 ，用仏 表示 g 的本征值^的值域按照仪器的经典性质一般讲 
来应该是连续的，但我们——仅为今后简化公式起见——假定它为离散谱.仪器 
的状态可用准经典波函数描写，下标 n 对应于仪器“读数”而 f 为其坐 
标的集合•仪器的经典性质表现于下列事实，在任一给定时刻，我们可以肯定它 
处于具有确定《值 的某一 已知态中；这样的假定，对一个量子系统讲来，当 
然是不合理的. 

令少。 （ O 为仪器的初态波函数（测看之前），少 （ 9 ) 为电子的任一归一化初 
态波函数（ <7表示其坐标的集合）•这两个函数相互独立地描述仪器和电子的状 
态.故整个系统的初态波函数等于下列 乘积： 

(7.1) 

随后，仪器和电子进人相互作用•运用最子力学的方程式，可在原则上追踪该系 
统的波函数随时间的变化•在测量过程结束之后，这个波函数当然不一定仍是芒 
的函数和9的函数的乘积•把这个波函数对仪器的本征函数0 〆 它们构成一完 
备组）展开后，可得下列赍加 形式： 

Z ASq)<P n ^), (7.2) 

其中为 <7的某种函数. 

仪器的“经典性质”，以及经典力学既是量子力学的基础又是其极限情形的 
双重角色，现在开始露面.如前所述，仪器的经典性质意味着， g 量（“仪器读 
数”）在任何时刻均有某种定值.这就使我们能够断定，测最之后，仪器加电子的 
整个系统的态，实际上并不是由 （7. 2) 式的整个级数之和描述，而是由其中与仪 
器“读数”相对应的那一项描 述的： 

AAq)<PM), (7.3) 
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第一章 量子力学的基本槪念 


由此可见，上式中的 4„ u ) 正比于测量结束后电子的波 函数. 从函数 M ?) 并没 
有归一化这一点也可以看出，它还不是电子波函数本身，人 （9) 中不但包含有关 
电子末态性质的信息，而且还包含着仪器出现第 n 个“读数”的概率（由系统初 
态所确定）的信息 • 

由于镦子力学方程的线性性质 9) 和电子的初态波函数 沪 U ) 的关系， 
一般讲来，可以通过某种线性积分算符 表出： 

AAl ) = jK „( q , q ') nq ') dq ', (7.4) 

其中的核尺( 9 ,<7')表述这个测量过程的特征. 

我们假定上述测最给出了电子态的完全描述•换句话说（见§ I), 末态中所 
有各量的概率应该与电子的先前（测量以前）状态无关•从数学上讲，这意味着 
函数人 （<?) 的形状必须由测量过程本身所确定，而与电子的初态波函数少 (9) 无 
关.因此灰应呈下列 形式： 

-4.(?) = a „< p , U ) ， （ 7 . 5 ) 

其中 A 为某种确定的函数，我们假定它已经归一化.只有常数才依赖于 
屮 (《?). 在积分关系式 （7.4) 中，这相当于核心（ 9 ，《7')分解成为 9 的函数和 9' 的 
函数二者的乘积 

KAq , q ') =< pAq )^：( q '). (7.6) 

从而常数\和函数 少 ( </) 的线性关系呈下列形式： 

o . = | ^( q ) ^ ( q ) dq , (7.7) 

其中％(<?)为依赖于测量过程的某些确定的函数. 

函数 <^(9) 就是测量之后电子的归一化波函数•这里我们看到，用测量方法 
确定一个电子态（这个电子态被一个确定的波函数描述）的可能性在理论的数 
学 表述中 是怎样 得到反 映的. 

如果对一个波函数给定为少 (《?) 的电子进行这种测量，则常数心具有一个 
简单的物理 含义： 根据一般规则 ， laj 2 就是测得第 n 个结果的概率•所有测贵结 
果的总概率应该等 于一： 

I a . 1 2 = 1. (7. 8) 

为了使 （7.7) 式和 （7_ 8) 式对任意的归一化的函数屮 （<?) 都能成立，任意函数 
少(<7〉必须能对函数组 穴 （<?) 展开（参考 §3), 这就是说，軋构成一套正交归 
—化的完备函数组. 

如果电子的初态波函数等于其中的一个函数穴 （9), 则与艽对应的常数 
a „ M 然等于1,而其它的 a . 都等于零.换句话说，对处于 軋 （<?) 态的电子进行该 
种测 t 后，肯定能够得出第 n 个结果. 



§7 波函数与测量 


函数艽（ 7 )的上述一切性质表明，它们就是用以标志电子的某种物理量 
(用/表示）的本征函数，我们所讲的那种测量，可以说是对 y •这个量进行 测量. 

十分重要的是，氕 （</) 这组函数一般讲来并不等于化 （7) 这组函数•—般讲 
来，后一组函数甚至并不相互正交，也不构成任一算符的本征函数组.这就表明 
了这样一个事实， M 子力学中的测童结果是无法重现的_如果电子处于弋（ 9 ) 
态，那么，测量/的结果，会肯定地 得出人 值■但当测量结束之后，该电子就 n 处于 
不同于初态的％(</)态 ，一 般讲来，在这个态中/不再取任何定值.故在第一次 
测量结束之后，对该电子紧接着作第二次测量时，我们会得到不同于第一次测得 
的/值① ■要 想用第一次测餅的已知结果去预断第二次测量的结果（意即算岀其 
概率），我们必须首先知道 ：由第 一次测量所建立的那个态的波函数％( 9 ),以及 
在第二次测量中欲求其概率的那个波函数艽（<7).这就是说，从第一次测量结 
束时的 #„(</) 出发，应用量子力学方程求出 ^>,(9,0 波 函数； 那么，在 < 时刻进行 

第二次测釐时获得第 m 个结果的概率可以用积分 J 屮: ( g ) dq 的模最平 

方给出. 

我们看到，量子力学中的测量过程具有“两面” 性：它 对电子的过去和未来 
起着不同的作用•对过去而言，即对前次测量中所建立的一个电子态而言，通过 
这次测缳，可以“验证”由该态所预断的各种可能结果的 概率. 对未来而言，通过 
这一次的测量后又建立了一个新的电子态（参见 §44). 因此，测量过程本身的 
这个特性包含着一个深邃的不可逆性原理. 

这种不可逆性具有重要的原则意义.我们将在以后看到（见§ 18末段），量 
子力学基本方程本身对时间的变号具有对 称性； 从这一方面讲来，量子力学和经 
典力学没有什么区别.但是测量过程的不可逆性.使得时间的两个指向具有物理 
上的不等价性，也就是说，使得过去和未来呈现差别. 


①关于测 tt 的无法重现性问埋.必须指出一个重®例外——测最结果可以®现的一个 R 就是坐 
标.在足够短的时间间隔内对一个电子的坐标进行两次测撤.一定会得出相邻值；否则将意味宥电子具有 
尤限大的速度.从数学上讲来•这一点与下列亊实有关，即电子和仪器的相互作用能*苒符与坐标算符互 
相对蛣•因为这种相互作用能（在非相对论理论中）仅为坐标的函数. 
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§8 哈密顿算符 


鎗子力学中，物理系统的态完全由波函数少确定.这就是说，给出了某一时 
刻的波函数后，不但该系统在该时刻的所有性质得以描述，并且能确定该系统在 
此后所有时刻的行为（当然，这只能确定到置子力学一般允许的完备程度为 

止）.这一事实的数学表述为，任一时刻波函数的时间微商¥的值必须由该时刻 

at 

的少函数本身的值所确定，根据叠加原理，它们之间的关系还应是线性的.其最 
普遍形式为 

= ( 8 . 1 ) 
at 

式中 A 是某个线性 算符； 因子的引进下面即将说明. 

由于积分式 J ■少是一个和时间无关的常数，我们有 

把 （8.1) 式代人上式，并对第一个积分应用算符的转置定义，我们有（略去公因 
子 i / fc ) 

f 中 H' 中 .dq - j 屮 . H'pdq = j 'P' H' 少 dq - j H^dq = 

=j 屮 •（》• - H)^Aq =0 

由于上式必须对任意的少函数成立，因而必须有等式 A * =6;故々是一个厄米 

算符.我们来求算符#所对应的物理量.为此，我们应用波函数的极限表式 
(6.1), 并把它写成 



§9 算符对时间的微商 -之。- 

dt h . at ’ 

其中的缓变振幅 《 无需微分•将此式和定义 （8. l ) 式比较，可知极限情形下 ，A 
算符归结为相乘因子- dS / dt . 这就是说，- dS/dt 是厄米算符 A 所对应的物 
理量. 

我们在力学中熟知，微商正好就是一个力学系统的哈密顿函数 》• 故算 

dt 

符泠是墩子力学中对应于哈密顿函数的 算符； 称为哈密顿算符，或者简称为该 
系统的哈密顿置.如果哈密顿量的形式为已知，方程 （8. 1) 就确定了该物理系统 
的波函数.这个量子力学中的基本方程称为波动方程. 


§9算符对时间的微商 

tt 子力学中物理景的时间微商概念，不能按经典力学的方式来定义•因为经 
典力学的微商定义中考虑了一个量在两个相邻的不同时刻所具有的数值•但在 
量子力学中，一个量在某一时刻具有定值，它在随后各时刻一般讲来并不具有定 
值； 这一点已经在§ 1中详细讨论过. 

因此量子力学中的时间微商概念必须给予另外的定义.我们自然地把物理 

ffl / 的微商/定义成这样一个量，这个景的平均值等于平均值/的时间微商 • 
即定 义为： 



从这个定义出发，不难获得对应于/的量子力学算符/的表式.由于 
/= J 少 ./ 袖/，故 

f =/ =^| ^ 7 ^ 9 = J 

o 如中 

其中的 _ 是对算符 / 进行时间偏微商后所得的算符，因为 / 可能依赖于参量 *• 
把^和^按 （8. 丨）的表式代人上式，可得 

/ = | 少 ( A •少 .)/ 中 dq - 士 j 

由于算符 A 是厄米的，因而 



• 24 • 


第二章能置和动置 


f (ff'^ m )(/^)dq= I (/^)(W-^-)d«7= I ^-Hf^dq ； 

因此有 

八 K (!+»)， 

另一方面，由于按平均值定义有/ = 故知被积函数中圆括号 

内的表式就是欲求的算符/①： 

} =f+y( «/-/«)• (9.2) 

要注意的是，如果算符/不显含时间，那么,/除开一个常因子 i / ft 外，就等 
于算符/和哈密顿景的对易式. 

有一类十分重要的物理景，它的算符不显含时间，且和哈密顿量相对易，从 

而有/ =0.这样的量称为守恒置.由于/ =/ =0,即/是一 个常嫒 .换句话说， 
该量的平均值不随时间变化.这里我们还可断定，如果所给态中的/具有定值 

(即波函数为算符/的一个本征函数），则在所有的随后时刻/仍具 （ 同 一） 定值. 

§10定态 

封闭系统（或处于恒定外场中的系统）的哈密顿量不可能显含时间.这是因 


①经典力学中，如果 M / 逆该系统的广义坐标7,和广义动 Mp 4 的函数.则/的时间全微商为 

H ?( ㊉ , 士小 

把哈密顿方程 t = dW / dp , 和 /»,-= - dH / dq t 代人上式，可得 

其中的 

[ W ? (彔 g -説 

称为/和//两蹶的泊松括号（参考第一卷 ，《力 学>, §42) .此式和 （9. 2> 式比较，我们看到，当算符 i ( W /- 
%)过渡到经典力学极限悄形时，第一级近似应当等于零，第二级近似（相对于 M 就是 MW ./]. 这个结论 

对任意两个 M / 和客来讲都足正 确的； 即算符趋向于经典 极限逢 A [/ j ], 而[/，度]为下列泊松 
括号： 

我们总 可以把 ^形式地想象为某一系统的哈密顿最.根据这个亊实即得上式. 
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为对这样的系统来讲，所有时间都是等价的•另一方面，由于任一算符和它自己 
当然是对易的，我们就得到这样一个结论，对不在可变外场中的一个系统来讲， 
它的哈密顿函数是一个守恒量.大家知道，守恒的哈密顿函数称为能置.綾子力 
学中能_守恒定律的意义就在于，如果所给态的能量具有定值，则此值将不随时 
间变化. 

能1为定值的态称为该系统的 定态. 描述定态的波函数艽是哈密顿算符 

的本征函数，满足方程 H ^= E n ^ n . 其中的 £. 为能量的本征值.对函数夂讲来 
波动方程 （8.1) 成为 

d^ n . 

此式可对时间直接积分，并得 

( 10 . 1 ) 

式中也仅为坐标的函数.上式确定了定态波函数对时间的依赖关系. 

我们用小写的少代表不包含时间因子的定态波函数.这种函数以及它的能 
M 本征值是由下列方程确 定的： 

( 10 . 2 ) 

能量为 M 小允许值的定态称为该系统的基态. 

任一波函数少按定态波函数展开后，呈以下的 形式： 

Z a . e ’ K *?)- (10.3) 

« 

和通常一样，展开式系数的各个模最平方 la „ l 2 确定了该系统具有各种能量值 
的概率. 

一个定态中的坐标概率分布由模鏟平方 I 穴 I 2 = l ^. l J 所 确定； 我们看到它 
和时间无关•同理可知任一物理量 /( 其算符不显含时间）在定态中的平均值也 
不随时间 变化： 

/ = / I d,Aq. 

前面已经讲过，任一守恒物理量的算符与哈密顿量相对易.这就是说，任一 
守恒物理 M 可以和能量同时测量. 

在一个系统的各种不同定态中，有些定态可能具有相同的能量值（相同的 
能级），但有不同的其它物理最值.被几个不同的定态所对应的那个能级称为有 
简并的能级•从物理上讲来，存在着简并能级的可能性与下列事实有关，即能童 
本身一般讲来还不足以构成物理量的一个完全集合. 

如果有两个守恒的物理量/和它们的算符并不对易，那么该系统的诸能 
级一般讲来是简 并的. 譬如，设为某一定态波函数，该态中除能最外量/也具 
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有定值.我们很易断定函数并不等同于函数常因子除外）；否则该态中的 
Mg 也将具有定值，这是不可能的，因为/和 g 不能同时测 量另一 方面，函数由 A 
又是哈密顿量的一个本征函数，并且和对应于同一能量值 
Higift) =gHifi = E(giJ/). 

由此可见，这个时候有不止一个本征函数对应于同一能量值£，也就是说该能级 
是简并的. 

域于同一简并能级的各种不同波函数加以任意的线性组合后，显然仍为该 
能级的一个本征函数.换句话说，一个简并能级的一套本征函数的选择方式不是 
唯一的.任意选出的属于同一简并能级的一套本征函数，一般讲来并不相互正 
交.但把它们加以适当的线性组合后，总可以组合成为一套正交的（且为归—化 
的）本征函数.① 

对简并能级的一套本征函数所作的上述论断，当然不仅对能量的本征函数 
而言是正确的，而且对任一算符的一套本征函数而言也是正确的.对所论的算符 
讲来，只有属于不同本征值的那些本征函数，才是自动正交的；属于同一简并本 
征值的那些本征函数，一般讲来并不相互正交 • 

如果系统的哈密顿量等于两个（或更多个）部分 之和" =象+ 其中的一 
个部分只含坐标组,而另一部分只含坐标组9:,那么，算符 A 的本征函数就能 
写成算符 A 和算符 A 的本征函数的乘积，能量的本征值也就等于这两个算符 
的本征值之和. 

能量的本征值谱既可以是离散谱，也可以是连续谱.离散谱中的定态总是对 
应于该系统的有限运动，也就是对应于这样一种运动，该系统以及它的任—部分 

都不会跑到无穷远处•这是因为对离散谱的本征函数讲来 ， J I 屮 I 2 扣对 整个空 

间的积分是有限的•这当然就意味着，模置平方丨少 I 2 的数值很快地衰减，并在无 
穷远处变成零.换句话说，坐标值为无穷大的概率等于零；亦即该系统在作有限 
运动，或者说该系统处于 束缚态 中. 

对连续谱的波函数讲来， J 丨屮 l 2 d 9 是发散的■此时波函数的模量平方 I 少 I 2 
并不直接决定各种坐标值的概率，它只能看作是和这种概率成正比的— 个量积 
分 J I 屮 I 2 扣的发散原因总是由于丨屮 I 2 在无穷远处不等于零（或者不是够快地 

①并且存在着无限多种组合方法，因为在"个函败的线性变换中有" 2 个独立的变换系数.而"个 
函数的正交归一化条件只有 +»(»• + 丨）个；也就是小于个. 



趋于零）所引起的.因此可以断定，在一个任意大而有限的封闭面外的空间区 
域，积分 J |少| 2 扣总是 发散的.这就意味着处于该态中的系统（或其某一部分） 
位于无穷远处.对于一个由连续谱的各种定态波函数叠加而成的波函数讲来，积 
分 J I 屮 I 2 扣 可能是收敛的，此时该系统处于一个有限的空间范围内.可是这个 

有限空间范围将随着时间无限制地扩张，终于使该系统运动到无穷远处. 

这一点可以根据下面的讨论看出.连续谱本征函数的叠加形式为 

屮 = J a E e - ( l / tH ^ B ( q ) dE . 

少的模童平方可以表成以下的重积分 形式： 

I 少 1 2 = 

这个式子如果对某一时间间隔 r 求平均值，再让 r 趋向无穷，则振荡因子 
的平均值趋 于零从 而整个积分趋于零这就是说，该系统处于位形空 
间任一指定点的概率 I 沪 I 2 的时间平均值趋 于零; 但是这种结果只有对发生于无 
限空间中的运动才有可能成立®.可见连续谱中的定态对应于系统的无限运动. 

§11矩阵 

为方便计，我们假定所考虑系统的能谱为离 散谱； 下面求得的所有关系式， 
都可以直接推广到连续谱的情形•设少=^ \夂为任一波函数对定态波函数 
^的展开式.如果把这个展开式代人/的平均值定义 （3.8) 式中，则得 

/= X X ( 11 - 1 ) 

n m 

其 中的人 ■(<) 代表下列 积分： 

LJO = j fMAi. ( 11 . 2 ) 

当 《 和 m 采取所有可能的各种数值时，这一 组量人 《_(£) 称为量 / 的一个矩阵②， 
每一个人„0)则称为由》态跃迁到 m 态的矩阵元 • 

矩阵元人„(0的时间依赖关系是由（如果算符/不显含 t ) 波函数夂的时间 

① 要注意的是，如果少是由 离散谱 的波函数黉加而成的，则有 

I I = I ^A9)\ 2 

亦即槪率密度的时间平均值保持有限. 

② 物理撤的矩阵表示法，是在薛定谔发现波动方程以前由海森伯于1925年引进的.后来 ， M . 玻恩， 
W . 海森伯和 P . 约当又进一步发展，成为“矩阵力学 
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依赖关系确定的 •用 （10. 丨）式代人上式，可得 


其中的 


(11.3) 


_ E .- E m 

Wnm h 

(11.4) 

称为 n 态和 n 

r * 态之间的跃迁频率，而 



/- = / 屮 

(11.5) 


这一组量构成 / 的不依赖于时间的矩阵，在量子力学中经常用到①. 


/的微商_/的矩阵元可从/矩阵元的时间微商 求岀； 这可直接从下式出发： 

/ = / = Z Z (11.6) 

» m 

用 （11.3) 式，可得/的矩阵元为 

/»„(*) = i ( o n J a „( t ) , (11.7) 

或不含时间（上式两边消去时间因子 •后） 的矩阵元为 

( / )- = =~( E ,- E m )/„„. (11.8) 

为简化式中的符号起见，以下导出的所有公式都是针对不含时间的矩阵元 
而 言的； 对依赖于时间的矩阵讲来，也能导出同样的式子. 

考虑到厄米共轭算符的定义后，我们可以求岀/的复共轭最/•的矩阵元： 

(/• ).„ = ]" < A „'/ = J 也 •/» = { iJ / J ' i / r ； d 9 

或 

(/•)•„ = (/»•)•. (11.9) 

通常我们只需考虑实物理量，因此有 

/•»=/:» (11. 10) 
[/： ■即 (/•«)_]• 满足上式条件的矩阵，其名称和它所对应的算符相同，称为厄米 
矩阵. 

n = m 的矩阵元称为对角矩阵元.这种矩阵元和时间无关，从 （11. 10) 式并 
可看出它们都是实量.矩 阵元九 实际上就是量/在态久中的平均值 • 

不难获得矩阵的“乘法规 则”. 为此，我们首先指出下列公式是成立的： 


①由于归一化波函败中有一个不确定的相因子（见 S 2), 矩阵元/„及 /•_(,) 也只能_定到相差一 
个/〜-^形式的因子为止.这种不确定性间样不会影响到任何物理结果. 
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Hn = X f ■ 九 • ("•") 

m 

这个式子不过是函数 iV ， 对函数组的展开式，其中的系数可由普遍公式 
(3. 5 ) 确定.根据这一公式，我们可写出两个算符的乘积作用在函数么上所得 
的 结果： 

fs^n =hi^.) =f X = Z = X eH 

另一方面我们应该有 

fg^n = X (■/"«■)•>-• 

Ml 

由此得出结论，乘积 / g 的矩阵元是由下式确 定的： 

(/«•)„.= (1112) 

这个乘法法则和数学中采用的矩阵乘法法则完全相 同：第 一个矩阵的行乘以第 
二个矩阵的列. 

给出矩阵，就等价于给出了算符本身.特别是，如果矩阵已知，则原则上可求 
出该物理量的本征值及其相应的本征函数. 

现在假定所考虑的所有各量都在某一固定时刻.，我们把任一波函数少（在 

该时刻）按哈密顿算符 A 的本征函数组展开，即按不含时间的定态波函数 I 
展开： 

*= h ， (ili3) 

式中的代表展开系数.把上式代人确定/的本征值和本征函数的方程式/屮 
=，中.我们有 

X c - d ) =/ Z c -^-- 

m m 

上式两边各乘屮：后再对积分.式左的每一个积分式 J > P ： U m dq 就是相应的 
矩阵元.式右的所有的积分式 jftdq 由于 t 函数组的正交性而等 

于零，并由于归一化条件有 JV>A = 1®, 故 

I =/ c . (11.14) 

m 


①按照一般规则 （§5), 展式 （ U .13) 中的一套〜系数外以看作“能*表象”中的波函数（其变蠹 
为下标《.即能》本征值的 编号） .矩阵/„ •在 这个表象中起着算符/的作用•它作用在波函数上的结果等 
于 （ U .14) 式的左边.表式/= $ [<(/_、）相当于一个最用其箅符及状态波函数表出的平均值一 
般公式. 
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或 

Z (/.«. - A «)^ = o , 

m 

式中，当 m / n 时5„„ = 0, m = n 时 5 nm = 1 . 

于是，我们得到了一组齐次的线性代数方程组（以 c „ 为未知数）.大家都知 
道，这样一组方程式，只有当它们的系数所组成的行列式等于零时，才可能有不 
等于零的解，因此上式有解的条件为 

det(/ nin ~/ S m .) =0. (11. 15) 

这个式子（以/为未知数）的根就是物理量/的各种可能值.当/等于这些可能值 
中的任意一个时，满足 （ II . 14) 式的一套值就确定了对应于该可能值的本征 
函数. 

如果在物理量/的矩阵元定义 （11.5) 式中，令 < 为/的本征函数，则按方 
程式 U , =/> ，可得 

f^n = f =/m _[ 

根据函数组的正交归一化条件，当时得出 /„„ =0, ra = m 时则有人„,= 
/»■ 因此只有对角矩阵元才不等于零，并且分别等于量/的相应本征值.只^对 
角矩阵元不等于零的矩阵称为对角 矩阵. 特别是在也函数为定态波函数的常用 
表象中，能最矩阵就成为一个对角矩阵（同样，凡是在定态中具有定值的其它物 
理 W : 的矩阵也是对角矩阵）•一般讲来，用算符 i 的本征函数来定义的/矩阵，称 
为物理量/在 g 表象中的矩阵•此后如无特殊声明，当我们讲到一个物理鼠的矩 
阵时，就是指该物理1在常用表象中的矩阵，这个表象中的能量矩阵是一个对角 
矩阵.前面讲过的矩阵元的时间关系式，都是仅仅针对这个常用表象而言的①. 

借助于算符的矩阵表示，我们可以证明§ 4 中提到过的一个定 理：如 果有两 
个算符相互对易，它们就具有一整套共同的本征函数组.假定/和 g 是这样的两 
个算符，根据/#=以和 （11. 12) 式的矩阵乘法规则，可得 
Z = Z 客"乂- • 

如果取算符/的一套本征 函数么 来计算诸矩阵元，则 时人 4 =0,故上式可 
化成人„心， = g •-乂 ，，或 

«■-»(/- -/.) =0. 

如果/的所有本征值人都不一样，那么，只要 就有人 -/, 尹0,从而有 ，二 
0. 由此 可见心 n 的矩阵也是对角的，这就是说，函数组趴也是物理最 g 的本征函 


①根据能*矩阵的对角性.很容易#出 （11.8) 式就是算符公式 （9.2) 的矩阵衣示. 
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数组.如果/„这组本征值中有些值是相同的（也就是存在这样一些本征值，其中 
每个本征值同时与几个不同的本征函数相对应），那么，对每一组诚于同一本征 
值的本征函数允而言，所对应的矩阵元一般不等于零•但是，把属于同一本 
征值的那些本征函数也加以种种线性组合后，它们显然仍是该本征值的一组本 
征 函数； 从中我们总是可以挑出这样一组线性组合，使得所对应的各个非对角矩 
阵元，全都等于零.由此可见，在这样的情况下我们还是可以求得一套函数， 

它们都是/和 g 的共同本征函数 • 

下式在应用中会 遇到： 

(笠)„ = 尝， （ ". 16) 

A 是哈密顿 ttA (从而也是能敏本征值所依赖的一个参量.证明如下.方程 
0-£„)必„=0对 A 微商后，左乘以必二得 

(尝 _尝卜.， 

对9积分，左边为 

J 垆 :( 泠 - £ .)^ d 9= | A D »• 

由于泠是厄米的，上式得零.由前式右边积分即得到所证的方程 • 

近来文献中，常用下列记号（由狄拉克引进）代表矩阵元/-①： 

(n\f\m). (11.17) 

它可看作是由/及初态 lm 〉 和末态 〈 nl 所“组成”（这些初末态记号与其波函数的 
表象无关）.我们也可用这些记号表出波函数的展开系数：如果有一组完备的波 
函数对应于态 In ,〉 ，1〜则态的波函数对这套函数展开后，其展开系数 
可记作 

〈 n‘lm〉 = J 屮:.也 d< 7 . (11.18) 

§12矩阵的变换 

一个给定的物理量，其矩阵元可用不同的波函数组加以 定义. 例如，它可以 
是各种物理量的定态波函数组，也可以是同一系统在各种不同外场中的定态波 
函数组.于是就产生了把一个表象中的矩阵变换到另一表象中去的问题- 

设屮 ,（《?) 和<^(<?)(» =丨，2,...)为两套完备的正交函数组.彼此间存在着以 


①本 书中两套记号 柿用. 3脚标须由多个字母 ffl 成时•用（丨丨.17> 式特别方便. 
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於 ：= Z n (12. 1) 

m 

这不过是 < 按完备组 < 的展 开式. 这个变换关系式可以按惯例写成下列算符 
形式： 

= 5 ^„ ( 12 . 2 ) 

算符 S 必须满足一定的条件，使得函数组么为正交归一化函数组时 < 也 
是正交归一化的•将 （12. 2) 代人下列正交归一化条件中： 

然后采用转置算符的定义式 （3. 14) ，我们有 

/ () S V ； = J S ' S^„dq = S m .. 


如果上式对所有的 / n 和 / i 都成立，我们必须有 S = 1 ,或 


5* -5* = S -'. (12.3) 

即其逆算符等于其厄米共轭算符.具有这种性质的算符称为幺正算符.由于这一 
性质 ，（12. 1) 的逆变换么 

^.= 2 S 二屮二 (12.4) 

m 

把 = l 或^ ♦ =丨写成矩阵形式，可得下列形式的幺正条件： 


或 


^ S ： S ( .=5„, 


(12.5) 


X SySy =8；. (12.6) 

I 

现在来考虑某个物理量/，我们写出它在“新”表象中的矩阵元，亦即相对于 
• P ： 函数组的矩阵元•它由下列积分式 给出： 

j cfo = j (会 • 屮:) ( fSiJ /, )dq = J S ' fSi / i^dq = 

= / ^S-'/S^dg. 

可知算符 / 在新表象中的矩阵，等于算符 

f'=S-'fS 


(12.7) 
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在旧表象中的矩阵①. 

—个矩阵的对角元素之和称为该矩阵的迹，记作 tr /2) 
tr/= X /„ 

首先应该注意，两个矩阵的乘积的迹与乘积的次序 无关： 

tr(/g) = tr(«/) 

因为按矩阵乘法规则，有 

«»■(//?) = X X /»*«■*. = 2 Z = 

同理，容易证明，对于多个矩阵的乘积,其迹对因子的循环置换保持 不变； 例如 

tr(/gA) =tr(/./g) =lr(ghf). (12.10) 

阵迹有一个重要的性质，就是它并不依赖于定义矩阵元时所选的函数组，因 
为 

(tr/)' =tr(S"'/S) =tr(SS-'/) = tr/. (12. 11) 

一个幺正变换，使函数组的模量平方之和在变换后保持不 变：由 （12. 6) 我 

们得 

X ^ s «^* s 6*^r = 5 w = Z 1 少* |3 . (12.12) 

任一幺正算符都可写成 

S = e i； , (12.13) 

其中 A 是一个厄米 算符：由于心 =之我们有 

S* =e- i； * =e - =S-'. 

把直接展开为 A 的幂级数，不难验证下式 成立： 

f' =S-'fS=f + [f,iR] +y[[/,i«],i«] +•••• (12.14) 

当《正比于一个小参量时，上式很有用处，此时 （12. M ) 变成对参量的幂级数展 
开式. 


( 12 . 8 ) 

(12.9) 


① 如果 [/ i ] = - iC , 是算符/和 S 的对易关系.由变换 （12.7) 得 [/\ t ] = -if • 即对易关系不 
变.在§9的附注中已指 出/是 经典泊松括号[/，客]的1子类比.而在经典力学中，泊松括号在变董（广义 
坐标和广义动的正则变换下是保持不 变的； 见《力学> § 4 5.在这种意义下•我们可以说，置子力学中的 
么正变换.起着类似于经典力学中正则变换的 作用. 

② 阵迹的德文为 Spur , 英文为 trace ，记作叩/或当然，阵迹只有当对/»的求和式收敛时才能有定 


义. 
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§13算符的海森伯绘景 

在上述量子力学的数学表述中，对应于各种物理量的算符是作用在坐标函 
数 t , 并且一般地不显含时间物理燉平均值对时间的依赖关系，仅仅来自状态 
波函数对时间的依赖关系，其公式为 

f ( t ) = ( q , t )/ nq , t ) dq . (13.1) 

但是，在 t 子力学的数学表式中.我们还可以采用另—种有所不同但是等价 
的方式，即把波函数对时间的依赖关系全部转移到算符身上去•这种海森伯绘条 
中的算符（不同于前述薛定谔绘景中的算符）虽然在本卷中并不采用.但为了相 
对论理论中的应用起见，在这里把它讲^•下 • 

我们定义下列算符[它是幺正的；见（ 12 _ 13 )式]: 

S = e *>*, (13.2) 

其中为系统的哈密顿最 • 根据定义，这个算符的本征函数就是算符々的本征 
函数，也就是定态波函数 < A »(9), 此时 

5< A „(9) = e " T £, ' iA n (9) - (13.3) 

根据上式，任意波函数屮对定态波函数的展开式（ 10 . 3 )可以写成下列算符 
形式： 

nq , l ) = Snq , 0 ). (13.4) 

这就是说.算符^的作用，是把某一起始时刻的波函数变成任—时刻的波函数. 
按 （12. 7) 式，定义下列依赖于时间的 箅符： 

/( t ) = S -' fS , (13.5) 

则有 

/(t) = I ^*(<7,0)/(0^(<7,0)d 9 . (13.6) 

这就是时间依赖性完全转移到算符以后的 / 的平均值公式 （3 . 8) [我 们对算符的 
定义基于 （3.8) 式]. 

显然 ，（〗 3.5) 式的算符对定态波函数而言的矩阵元，就是（丨 1 . 3 )式所定义 
的依赖于时间的矩 阵元人 -(0. 

最后 ，（13. 5) 式对时间求微商（假定算符/以及☆本身都不含0，可得下列 
方程： 

#⑴[矽⑴ -/ ⑴及]. 03-7) 

此式和 （9.2) 式类似，但具有不同的含义：（9. 2) 式是与物理量/对应的算符/ 
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的定义，而 （13. 7) 式左边是物理最算符/本身对时间的微商. 


§14密度矩阵 

在§ I 末段指出的含义下，用一个波函数来对一个系统进行的描述，是量子 
力学中可能做到的最完全的描述. 

不能够进行完全描述的态是有的，如果我们所考虑的系统只是一个大的封 
闭系统的一部分.我们假定整个封闭系统处于由波函数少 ( 9 ,*)所描述的某个 
态中，其中的*是我们所考虑的那个子系统的坐标组，是该封闭系统的其余坐 
标组•这个波函数一般讲来不能分解成一个 * 函数和一个 9 函数的乘积①，因此 
所考虑的子系统本身并不具备自己的波函数. 

设/是这个子系统的某个物理最.它的算符只作用在坐 标组: c 上，不作用在 
<7 上. 这 个凿在 少 (9, 幻态中的平均值为 

f ~ \\^' ( l ^) f ^( q , x ) dqdx . (14.1) 

引进 p (*'，*) 函数，其定义为 

p ( x ' , x ) = j 少 •（ q , X ’） 少 ( q , x ) dq . ( 14.2) 

式中只对坐标组9进行 积分； 这个 p 函数称为子系统的密度矩阵.根据 （14. 2) 式 
的定义，这个函数显然是“厄米”的 ， BP 

P . (*，*’）=/>(*’，*)• (14. 3) 

这个密度矩阵的“对角元”为 

p(x,x) = J \^{q,x) l 2 d^. 

上式确定了子系统坐标组的概率分布. 

应用密度矩阵，平均值/可以写成以下的 形式： 

/= J ( 14.4) 

其中的/只作用在函数 〆 : r ',*) 中的*变 量上； 算出其作用结果后，再令， =*. 
由此可见，知道了密度矩阵后，就可以算出描述*系统的任一物理量的平均值. 
根据这一点，我们还可以通过 p (*',*) 算出该系统中每一个物理量取各种可能 
值的概率.因此，对一个不具备波函数的系统讲来，它的状态可以通过密度矩阵 
来描述.这个密度矩阵不包含不属于该系统的 <7坐标组，当然，它实质上还是依 


①要使屮 (■/,*> 能够（在某一时刻）写成这样的乘枳，建立屮 (9, 态的那呰值必须能够对；•系 
统和9系统分别作出完全描述.此外.为了使少 (9. 在随后时刻仍能继续保持这种乘积形式，封闭系统 
的这两部分还必须没有相互作用 （见 S 2) •这# 条件现在一个也没有. 



• 36 • 


第二章能置和动置 


赖于整个封闭系统所处的态. 

用密度矩阵进行的描述，是 一种敁 普遍形式的量子力学描述.而波函数的描 
述不过是这种普遍描述的一种特殊情形，也就是相当于密度矩阵具有 〆 *',*) 
=屮. (*') 少 (*) 形式时的情形.这种特殊情形与普遍情形之间存在着以下的重 
要差别①.对具备波函数的一个态讲来，它总是存在着某种完全的测量过程，可 
以在该态中测得肯定的结果（从数学上讲来，这意味着少总是某种算符的一个 
本征函数）.另一方面，对只具有密度矩阵的那些态讲来，就不存在测量结果可 
以唯一地断定的完全测最. 

现在假定所考虑的系统是封闭的，或在某一时刻成为封闭的.那么，我们可 
以导出密度矩阵的一个时间变化式，它类似于少函数所满足的波动方程式.我 
们注意到， 〆 *'，*,0所应满足的那个线性微分方程式.在特殊情形下，当 * 系统 
具有波函数时，即当 

也应该成立，考虑这一点后，就可以使推导过程 简化. 上式对时间求微商并应用 
波动方程 （8.1), 可得 

ih $ = ih 中. + ihnx , t ) dl/r ' = 

=少. (x',t)Hnx,t) - (x',t) f 

式中的 A 是子系统的哈密顿里，只作用在*的函数上，糸是同一算符，只作用在 
* '的函数上•式中的函数屮 •（*',*) 和屮(*,0显然能分别移到泠和々'算符的后 
面，从而得出欲求的方程式： 

ihdp(x,x' ,t)/dt = (H-H'" )p(x,x' ,t). (14.5) 

假定夂 （*,0 是子系统的定态波函数组，也就是子系统哈密顿量的本征函 
数组.我们把密度矩阵按这组函数展开；这个展开式是氕 U ,0 和艽 （* V ) 两函 
数的一个双重级数，它的形式是 

p(x,x',l) = Z Z (*’，*)#•(*“）= 

m « 

= S X (训 (14.6) 

m n 

对密度矩阵讲来，这个式子的作用，相当于波函数的展开式 00.3)， 原来的单组 
系数现在被双组系数^„.所代替系数和密度矩阵本身一样显然是“厄米” 
的： 


①可以用一个波函数描述的态有时称为“纯态"，以便区別于只能用密度矩阵描述的态，这种态称 
为 •潘合 态”. 
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把 （14. 6) 式代人 （14..4) 式，物理量/的平均值就可以表成 


(14.7) 


/ = Z S a -»/ ^ ： (x,t)frpj x ,t)d X 
或 

f=H = I I (14.8) 

MU m m 

式中的 /.„ 就是物理量 / 的矩阵元.这个式子和 （11. 丨 ） 式相类似①. 

这组量必须满足某些不等式•密度矩阵的“对角元 >(*,*) 确定坐标组 
的概率分布，显然必须是一些正蛰.故按 （14.6) 式（令其中 =*) .由系数.所 
组成的下列二次型 


Z Z 

• m 

(其 中的^ 是一些任意复量）必须为正量.根据二次型的理论可以知道，此时系 
数就必须满足某些条件.例如，所有的“对角”鼉显然必须是正量： 


«，0, (14.9) 

而和任意三量必须满足以下的不 等式： 

°.. a — ^ (14.10) 

“纯态”情形下，密度矩阵变成两个函数的乘积，相应的矩阵显然呈下列 
形式： 

a „. = a 南 a :. (14.11) 

现在来指出一个简单的判据，使我们能够根据％.矩阵来判断所考虑的态究竟 
是“纯态”还是“混合”态.在纯态下，我 们有： 


或 



( fl2 )«. = a -.- 

也就是说纯态的密度矩阵等于它自身的平方. 


(14.12) 


§15动置 

我们来考虑一个不在外场中的多粒子封闭系统.由于空间的所有位置对作 
为一个整体的这个系统而言都是等价的，由此可以断定，当整个系统平移任一距 


①组成能《表象中的密度矩阵.用此矩阵描述系统的态是由； I . 朗进和 F . 布洛赫于1927年各 
自独* 地提出的. 
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离后，该系统的哈密顿敏仍将保持不变.只要对任一无限小位移讲来这个条件能 
够得到满足就够了. 

距离为5/■的一个无限小平移，相当于这样一种变换，这时所有粒子的径矢 
量匕 U 为粒子的编号）都获得同 一增最 Sr , 即 r a ^ r a + 5 r . 在这种变换下，粒子 
坐标的任意函数必 （ r ,, r 2 ，…）就变成下列 函数： 

+5 r , r 2 +3 r , —) = il /(. r , , r 2 ，- •) +Sr • ^ ▽> = 

a 

= (1+5 / Z 

(对于 r , 的微分算符 ▽« 代表一个“矢量"，它的分量为算符 a / a *,, a / 办 .，3/^0. 
括号中的表式 

1 +Sr - Z ▽•， 

是无限小平移算符，它可使 • MG ,。 ，…）函数变成下列 函数： 

+5 r , r , +5 r , …） • 

所谓“使哈密顿量保持不变”的变换，它的含义是，如果对函数施行这种 
变换，其结果等于先对</«函数施行这种变换后，再把算符"作用在变换以后的 
• A 函数上.从数学上讲来.这可以表成以下的形式•令^代表“进行”上述变换的 
算符.则有 0 ( =々(如)，所以 

OH-HO = 0 , 

即哈密顿最必须和算符0对易. 

在我们所考虑的情形 下/算 符就是上面提到的无限小平移算符_由于单位 
算符（这个算符的作用相当于乘以 丨） 当然和任一箅符对易，同时常因子5/■可以 
移到 A 的前面去，条件 OH - HO =0 现在可化成 

(I X ▽•) =0. (15.1) 

我们已经知道，和#对易的算符（不显含时间）它所对应的物理量是一个守 
恒搆 .一 个封闭系统由于空间均勻性而导致的守恒量就是该系统的动置（见《力 
学》 §7) •因此 （15.1) 式表达了最子力学中的动量守恒 定律； $ 符除开 

—个常因子外应该对应于该系统的总动罱，每一个则对应于单粒子的动最. 

▽算符和单粒子的动置算符 f 之间的比例系数，可以用过渡到经典力学极 
限情形的方法来确定，它等于 - i / i : 

p = - ihV (15.2) 

其分董式是 
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应用波函数的极限表式 （6. 1), 我们有 

p^= -ifi(i/fi)^VS = ^VS 

亦即算符#的作用在经典近似中还原成为乘以 ▽ S . 作用敏的梯度 ▽ S 就是粒子 
的经典动鼠 /»( 见《力学》 §43). 

容易证明 （15.2) 的算符确是厄米的•设必 （*) 和史（*)是两个任意函数，他 
们在无穷远处趋于零，则有 


j ( pp x tjjdx = - ih j tp ^ d.t = ih j ip ~^~^ x = J ^ p ' 史 d * 


^ A r = 


这正是算符的厄米条件- 

对任一函数的两个不同变量进行微商，其结果和微商的先后次序无关，由此 
可知，动量的三个分 ft 的算符是相互对 易的： 

P , P r - P , P , = 0 . P . P , - P . P . = °. P , P . ~ P.Py =0 - (15.3) 

这意味着单粒子的三个动屋:分量可以同时具有定值. 

我们来求动量算符的本征值和本征函数.它们是由下列矢量方程确 定的： 

_ihV 中二 pilf . (15.4) 

解的形式为 

^= Ce {i/h), - r (15.5) 

其中 C 是一个常数•我们看到，如果同时给出了动最的三个分諼，粒子的波函数 
就完全确定.换句话说,三个分量组成单粒子物理《：的一个可能的完全 
集合.它们的本征值构成从 - »到+ »的连续谱. 


根据连续谱本征函数的归一化法则（5.4)， J " 必,’.少, dV 对整个空间 （dl = 

ckdydz ) 积分应该等于函数 8{ p ' - p )®. 但是，根据以后应用中即将明白的理由， 
最好把粒子动景的本征函数归一化成动量差除以的 S 函数： 

卜;， ，dV = S( P ~^]’ 

或等价于 

jip ；< p r dV =(2 TrhyS ( p ' - p ). (15.6) 

因为三维 S 函数的三个因子中，每个因子都有 5[( p ； - P , )/2 life ] =2T ： hS(p： - 
/».)，等等 • 

利用公式 


①矢 fto 的三维 S ( a > 闲数.定义为它的分 SS 函数之积.即 s ( fl ) =«(0.)5( 0,)5( o ,). 
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迸行积分①可以看出，如按 （15. 6) 归一化，则 （15. 5) 中的常数 C = 1 ②： 

(15.8) 

粒子的任意波函数 < A ( r ) 按其动量算符的本征函数组^展开，其展式简单 
地等于傅里叶 积分： 

則=卜)〜⑺為=卜)严，击 (159) 

(其中《^/ > =如,(1/>，办,）.按（5.3)式，展开系数 0 ( / 0为 

a ( p ) = J ( r ) AV = j i / f ( r ) e ' < i / M , r dK . (15.10) 

函数 a ( P ) 可看作“动量表象”中的粒子波函数（见 §5); 

'«(/») l J 是动量值在 d > 范围内的概率 ■ 

正如在坐标表象中求出动量算符#的本征函数一样，我们也可在动凿表象 
中引人粒子的坐标算符 f . 它必须这样定义，使得坐标平均值呈下列形式： 

- r =\ a ^ p ) ra { p )-^, 05.11) 

另一方面，这个平均值可通过波函数 《 A ( r ) 由下式 求出： 

r = J tj /' ri // dV . 

把 （15.9) 式的代人，我们得（用分部积分法） 

r < A ( r ) =(2 ith ) - 3 jra ( p ) e {l/ ^ r d } p = 

= (2 irh)- 3 f ihe ( i / k > r - r [ da ( p )/ dp ] d 3 p 

用上式及 （15. 10), 得 

r =(2 irH)- 3 ff ( r ) ih [ da ( p )/ dp ] e ' i / '' ) r - r d } pdV = 

=f iha ' ( p )[ da ( p )/ dp ] ~-^ 

① 此式的习惯含义是•式 左的函 数具有 <5.8> 式的 a 函数性质.把 （15. 7) 形式的《*- 0 )函数代人 
(5.8) .即得熟知的傅1叶积分式 

/ Co ) = j " j /( x ) e , f , —" dx ^ 

② 采用这种归一化时，注《:槪率密度嘩1 2 =丨，即函败归 一化到 •每吶位体积中有一个粒子这种 
归一化的一致性并不是 偶然的 ，见848的最后一个脚 f |;. 
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与 （15. 11) 比较，可知动量表象中的径矢算符为 

r = ihd/dp (15.12) 

在动 M 表象中的动 M 算符则简单地变成了相乘因子 p . 

最后，我们 试用/ 表出空间平移间距 a 为有限大（不光是无限小）的算符 
匕•根据这个算符的定义，我们有 

尹„屮(厂） = i//(r + a ) 

把函数 </«(/■ + a ) 展成泰勒级数，我们有 

ij/(r + a ) = i //( r ) +a - di //( r)/dr + •••, 

或者，引人 算符 / = -iA V, 

>H r + a) = [ 1 + ~-a . > + + ( ~jr a ' P j + ••• J i//(r) 

括号内的表式即算符 

(15.13) 

就是我们欲求 的有限大平移 算符. 

§16 不确定度关系式 

我们来推导动量算符和坐标算符之间的对易关系•我们知道，对中的 
任一个变量求微商再乘上其中的另一个变最后，所得的结果和这两种运算的先 
后次序无关，因此有 

p.y - yp .= o , p,z - zp ,= o , (16. l ) 

对 U 讲来也有类似的式子 • 

推导汰和*的对易关系时我 们有： 

( P, x ~ X P ,)>1> = - ife 々(:少 ） + ihx 亨=- ihi //. 

dx dx 

可见 （ A *-#,) 算符的作用结果等于乘以 - ili ; 这一点，对込和 7 以及沁和 2 的 
对易关系讲来，当然也是正确的.因此有① 

p , x - xp , = - ih , p , y - yp , = - ifi , p . z - zp , = - ih . (16.2) 

(16.1) 和 （16. 2) 诸式可以并写成以下形式： 

Pi x k ~ x kPi = ( i,k = x , y , z ). (16.3) 

在考察这些关系式的物理意义及其后果前，我们先来推导两个以后有用的 
式子.令 /( r ) 为某一坐标函数.由于 

( Pf - fp)ip = - ifi [ V (/^) -/▽屮 ]= - iful / Vf , 


①1925年海森伯发现 f ( 16.2) 式的矩阵表式•成为霣子力学的一个起点. 
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所以有 

Pf(r) -f(r)p= -ife V /. (16.4) 

动最算符的函数 /(>) 与 r 之间，也有类似的对易关 系式： 

Ap)r-rf(p) = (16.5) 

oP 

这个式子的推导方法和 （16.4) 式相同，式中的坐标算符可以采用 （15. 12) 式，然 
后在 P 表象中进行计算即可. 

(16. 丨）和 （16. 2) 式表明 ，一 个粒子沿某--轴的坐标分量可以和沿其它两轴 
的动最分罱同时具有 定值； 可是，沿同一轴的坐标分量和动量分量却不可能同时 
存在.特别是，粒子不可能处于空间某一固定点而又同时具有确定的动最 

设有一个粒子处于某一有限空间区域内，这个空间区域沿三个坐标轴方向 
的尺度（它的数 t 级）分别为 A *. A ； r , Az . 再令化 为该粒子的动量平 均值. 从数 
学上讲来，这意味着波函数具有的形状，其中的 u ( r ) 函数只 
有在上述空间区域内才显著地不等 于零. 我们把这个4函数按动 景算符 的本征 
函数组展开（即展为傅里叶积分）.展开式系数是由 （15. 10) 式确定的，该 
式中的被积函数呈"的形式•为了使这个积分显著地不等于零， 
振荡因子的周期必须不小于 A *, Ay , Az , 即不小于 it ( r ) 函数不等于 
零的空间区域的尺度•这就是说，只有当 P 值满足诸式 
时， a ( P ) 才显著地不等于零.由于 l «( P ) l 2 决定动量值的概率, a ( p ) 不等于零的 
各种 P ，， P ，， P , 值，正好就是该态中所能找到的粒子动最的各种分 量值. 我们用 
Ap , 代表 a (/0 不等于零时/>.，&,/>,所具有的值域，因此有 

Ap ,Ax ~ H , Ap,^y - h , Ap,\z - h . (16.6) 

这些式子叫做不确定度关系式，它是海森伯于1927年建立的 • 

我们看到，粒子坐标知道得愈精确（即愈小），沿同一轴的动量分量的不 
确定度 A P , 就愈大，反之亦然，特别是当粒子处于空间的某一确定点 = = 
A ：： = 0 ) 时，则 A />, = A />, = A />, = ® . 这意味着此时所有各种动量值机会均等•反 
之，如果粒子具有完全确定的动量/»，则该粒子的位置在整个空间内机会均等 
[这一点可以从 （15. 8) 式的波函数直接看出来，这个波函数的模狱平方与坐标 
变量完全无关]. 

如果用标准偏差来表明坐标和动童的不确定度 

5* = ■/[(*-*) J ] , 8 p , = yt ( p , - p ,) 1 ] 

则可确切求出它们的乘积的最小可能值 （ H . Weyl ). 我们来考虑一维波包，它的 
波函数只依赖于一个坐标，并为简单计，假定这个态中的 * 和/*.的平均值 
都等 于零. 考虑下列明显成立的不 等式： 
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r. I … si 2< ^ 0 

其中 a 是一个任意的实常数.计算上述积分时，注意到 
j x 2 \t// l 2 dx = (Sx ) 2 1 

I 卜^^一’芸 卜 =d * = _ W'u， 

l ^^ dx= - h '^ dx = ^ h '^ dx = ^ ( s p - )2 - 

我们得 


a 2 (S *) 2 - a +^(Sp,) 2 aiO. 

如果这个《的二次三项式对所有的 a 值而言都是正的，则它的判别式必须为 
负，从而给出下列不 等式： 

SxSp.'S^k, (16.7) 

乘积的最小可能值为此时波包的波函数呈下列 形式： 

^ = ^ rW cxp (^ 0 *"^) (,68) 

其中 p d 和&都是常数，这个态中的坐标概率值为 

1 ^ 1 2 = ■ 1 - exp ( - X , ) 

s/C2ttY • Sx ' 2 (8x) I 

这是对称于原点（平均值* =0) 的高斯分布，标准偏差为动量表象中的波函 
数是 


♦ )= 点 /) ⑷ 


算出上式积分，得到 


a ( p .) =常数 xexp - 


(5«) 2 (/>, - p 0 ) 2 
~ h 2 


动 M 的概率分布 la ( p ,) l 2 也是一个对称于平均值么 =/» D 的高斯分布，标准偏差 
为 5 p , = fc /25*， 所以乘积 8 p ,8 x 确为 

ift 后，我们来推导另一个有用的关 系式. 假定/和 g 是两个物理董，它们的 
算符满足以下的对易 关系： 


fg-gf = -ihc. 


(16.9) 
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式中的6是某个物理量 c 的算符•上式右边之所以引人 / j 因子，是由于经典极限 
(即当 fc — O ) 时所有的物理量算符应该还原成为经典量而彼此 对易. 故在"准经 
典”情形下，第一级近似时可把 （16. 9) 式的右边当 作零. 在下一级近似中，算符£ 
可以用经典景 c 来代替，即有 

fg-gf = - ihc. 

这个式子正好和义 *-#• = - i / i 相类似，唯一的区别是以 fcc 代替了 ft ①. 因此我 
们用关系式 A * A /». ~ / i 类推，就可以得到这样的结论，即在准经典情形下/和 g 
两个量有以下的不确定度关 系式： 

A/Ag - he . (16.10) 

特别是，如果其中之一为能量 (/ S 及），并且另一个量的算符 （#) 不显含时 
间，则按 （9. 2) 式有 c ^ ,准经典情形下的不确定度关系式此时变成 

AEAg ~hg. (16.11) 


①这个经典最 <：就是/和*的泊松括号，见5 9中的附注. 
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薛定谔方程 


§17薛定谔方程 

一个物理系统的波动方程的形式取决于它的哈密顿量，所以《在量子力学 
的整个数学表述中至关重要. 

—个自由粒子的哈密顿景，它的形式可以根据伽利略相对性原理以及空间 
的均匀性和各向同性等普遍要求来确立•经典力学中，这些要求导致粒子能董对 
其动量的平方依赖 关系： £= p 2 /2 m ， 其中常数 m 称为该粒子的质撤（见《力学》 
§ 4 ).置子力学中，同样的要求导致能量和动擞本征值之间与经典力学相应的 
关系式相同，这些量现在是同时可测的守恒量 ，（ 对一个自由粒子而言）. 

如果能量和动量的每一本征值都满足关系式£： = p 2 /2 m , 则能 罱和动 最算符 
也必定满足同一关 系式： 

^=2^( P, J + P 2 r + P ,)- (17.1) 

把 （15. 2) 式代人上式，可得下列形式的自由粒子的哈密 顿量： 

々=-签 A 07-2) 

其中的 A = d 2 / a * 2 + d 2 / dy 2 + d 2 / dz 2 为拉普拉斯算符. 

无相互作用的多粒子系统的哈密顿量，等于其各个粒子的哈密顿董之和： 

分 = -+#1忐〜 (17.3) 

(下标代表粒子的 编号; △_« 代表对第《个粒子的坐标进行微商的拉普拉斯算 
符). 

经典（非相对论）力学中，粒子间的相互作用由哈密顿量中添加势能项 
叭/来描写，它是粒子坐标的函数.我们在系统的哈密顿董中加进同一 
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个函数后，粒子间的作用在量子力学中可表为① 

Z ^ + (17.4) 

厶 a m n 

第一项可以看作动能算符，第二项可以看作势能算符•特别是对外场中的一个单 
粒子而言，它的哈密顿量为 

^ + U(x,y,z) = -^A + U(x,y,z) , ( 17.5) 

其中的叭就是该粒子在外场中的势能. 

把 （17.2) 到 （17.5) 各式分别代人普遍公式 （8.1) 中，可以分别得到各相应 
系统的波动方程•在这里，我们写出外场中一个单粒子的波动 方程： 

= -^ A ^+ f /(*, r , z )^. (17.6) 

确定各定态的 （10. 2) 式呈以下形式： 

tJ 

— Ai/f + [£ - U(x,y,z) ]ij/ =0. (17.7) 

(17.6>和（17.7)式是由薛定谔于1926年得到的，称为薛定谔方程. 

对一个自由粒子讲来 ,(17.7) 具有以下的 形式： 

—AiA +£(A =0. (17.8) 

当能歎 £等 于任一正值时，上式具有在整个空 间范围 内都取有限值的解. 
对于定向运动的各态，这些解还是动量算符的本征函数，并有 £= pV 2 m . 这些定 
态的整个波函数（与时间有关的波 函数） 为 

常数 (17.9) 

每一个这样的函数（平 面波） 描述一个态，该态中的粒子具有确定的能董£和确 
定的动量/» •这个 波的角频率为 £// i , 波矢为 it 相应的波长 2 Tth / p , 称为该 

粒子的 德布罗意波长 

由此可见，一个自由运动粒子的能谱是连续的，从零一直延伸到+ 00 .其中 
的每一个本征值（£=0除外）都是简并的，并且简并度为无穷大.实际上，对应 
于每—个不等于零的 £ 值存 在着无穷多个 （17 9) 形式的本征 函数这 些函数 
具有相同的动量绝对值,但有不同的动量方向 

我们来追究一下薛定谔方程如何过渡到经典力学的极限情形，为简单计，只 
考虑外场中的一个单粒子•把波函数的极限表式 （6. 丨），屮 = ae (i/ * >s ，代人薛定谔 
方程 （17.6), 求微商后，可得 

① 这种说法当然不是最子力学*本原理的逻辑推论，而可看作是来自实验的推断. 

② 与粒子相关联的波的槪念是由 L . 徳布罗意于1924年首先提出的. 
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dt 


a (vs), 


~^- aAS-—VS 
2 m m 


~^ a + Ua =° - 


V a - 


这个式子中含有纯虚项和纯实项（注意 s 和 a 都是实 量）； 令两者分别等于零, 
得以下两个 方程： 


笔 + 士 (vsy 

dt 2 m 




— + z—AS + —V S ■ V a =0. 
dt 2 m m 

第一式中略去含有 V 之项后，得 

3C 1 

^ + z i -( VS ) 2 + f /=0, (17.10) 

dt 2 m 


这个式子就是单粒子作用最 S 的经典哈密顿-雅可比方程.附带还可以看到，当 
fc -0 时，经典力学在； i — 次幂（不只是零次幂）的限度内是成立的. 

以上所得的第二个方程式乘以 2 a 后，可以改写成下列 形式： 

—+ divfa J — ) =0. (17. 11) 

dt \ ml 

这个式子具有一个明显的物理 含义： a 2 是在空间某点找到粒子的槪率密度 
= a 2 )-,V S / m = p / m 为粒子的经典速度€ . 所以 （17. 11 ) 式就是连续方程， 
它表明概率密度按经典力学的规律“运动着”，并在每一点具有经典速度《 . 


习 题 


试求伽利略变换下波函数的变换规律. 

解：先 求一个自由运动粒子（平面波）波函数的变换 规律. 由于任意函数屮 
可按平面波展开，求得平面波的变换规律后，就可求得任意波函数的变换规律. 
在参考系 K 和中（尺'相对于 A ： 以速度 V 运动）的平面 波为： 

屮=常數. e - f ,, - , - eo , 少'=常数. e + W - s ' 

由于/ ■ sr ' + V *, 两个参考系中，粒子的动量和能量具有下列关系（见《力学》 §8)： 

p =p' + mV , E = E' + V • p' + ^ 2 ~ ' 

把上列谈表式代入屮中，可得 

^■(r.O = ^'(r,t)exp * [ r ， + y )] = 

=f {r - vt,l)exp [ j ( mV • r ~^-mv 2 l j J , 


(1) 
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这个式子已不包含表征粒子自由运动的参量，从而确立了所求的任意态的粒子 
波函数的一般变换规律■对多粒子系统而言，（丨）式中的指数幂包含对所有的粒 
子求和. 

§18 薛定谔方程的基本性质 


薛定谔方程的解所应满足的条件，具有十分普遍的性质 •首先 ，波函数在整 
个空间内必须是单值的和连续的.即使在势场本身具有突变面的情形 
下，连续性的要求仍应满足■在这样的突变面上波函数及其导数都应保持连续. 
如果势能 " 超出某一界面即呈无穷大，则在此界面上导数的连续性条件不再成 
立•一个粒子根本不可能穿人一个 = ~ 的空间区域内，也就是说在该区域各处 
必须有 《 A =0.« A 的连续性意味着该区域界面上的等于零；可是在这种情形下， 
必的导数一般讲来是不连续的. 

如果势能到处有限，则波函数在整个空间内也应该到处有限.如 
果4在某一点趋向无穷大，但其趋势不超过 l / i ^( s <2), 则波函数的有 
限性条件仍能得到保持（可再参阅 §35). 


设 为 函数的最小值•由于单粒子哈密顿量等于动能算符 （ 尹） 
和势能算符两项之和，任一态中的能 M 平均值 Z 应该等于7 + U •但因算符 f (它 
相当于一个自由粒子的哈密顿量）的所有本征值均为 正值; 故其平均值子 >0 .我 

们还记得明显的不等式万> ，即 有云〉 《/„, ..由 于这个不等式对任意态都成 

立，它对能墩 E 的所有本征值讲来显然也是成立的： 

>^ in - (18.1) 

我们来考虑运动于外场中的一个粒子，该场消失于无穷 远处； 可以按照通常 
的方式，定义函数在无穷远处的值等于零.很容易看出，能量的负本征 
值将呈离散谱，也就是说，在无穷远处等于零的场中，所有£<0的态都是束缚 
态•这是因为，连续谱中的定态都对应于无限运动，这些态中的粒子可以到达无 
穷远处（见§ 10) ■在足够远处场已可忽略，该处的粒子运动可以看作自由运动； 
而自由运动的能最只能是正最. 

能量的正本征值，反之，将构成连续谱①，并且对应于粒子的无限 运动； 因 
为£>0时，薛定谔方程（在以上所考虑的场中）一般讲来并不存在能使积分 

|l 收敛的解. 


①应该声明•对某些特殊数学形状的数而言（并不具有物押 意义） .这个连续讲中可 
能要去掉一些离散的数值. 
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必须注意到这样一个事实，在蛰子力学中，有可能在 E<U 的空间区域内找到 
作有限运动的粒子;其概率虽随粒子进人该区距离的增大而很快地趋于零， 
但在所有的有限距离内它并不完全等于零.这种情形和经典力学根本不同•经典力 
学中的粒子不可能进人的区 域内. 这种不可能性是由于£<"时动能变成 
负值，亦即速度将成为 虚数在 最子力学中，动能本征值仍为正值;但在这里不会引 
起矛盾，因为，如有某一测#过程把粒子定域于空间某—固定点，那么这一测最的 
结果将使该粒子的态发生改变，使得这个粒子根本不再具有任何确定的动能- 

如果在整个空间内 U(x,y,z) >0( 同时在无穷远处有"—0)，则按不等式 
(18. 1) 我们有>0•另一方面，由于£>0的能谱是连续的，由此得出结论，这 
种情形下根本不存在离散谱，也就是说粒子只能作无限运动 • 

假定 t / 在某点（我们取作原点）按下列方式趋向 - 00 : 

t /®= - ar(a >0) (18.2) 

我们来考虑一个波函数，它在原点附近的某 —（ 半径为 r 。 的）小区域内取有限 
值，在这个区域以外等于零•这种波包中粒子的坐标不确定度具有 r » 的数摄级； 

故动量的不确定度为这个态中的动能平均值具有\的数最级，而势能 

平均值为~ - a / C 先假定* >2,则动能与势能平均值的和 
• h 2 /mrl - a/r' 0 

当 r 。 足够小时可取任意大的 负值. 可是，当能最平均值能够取这样的数值时，就 
已怠味着能量本身具有负的本征值，并且这种本征值具有任意大的绝对值•在原 
点附近极小空间区域内运动的粒子，对应于 1 很大的那些能级•它的“基态”则 
对应于处在原点的粒子，即“落”人 r =0点的粒子. 

但如 s <2,则能 M 本身不能等于任意大的负值.从某一有限负值开始将呈 
离散谱.粒子在这种情形下并不“落”人力心.要指出的是，在经典力学中，粒子 
在任意的引力场（8卩 s 为任意正值的场）内原则上都有可能“落”人力心 .s = 2的 
情形将在§35专门研究. 

其次，我们来研究能谱的性质如何依赖于场在远处的行为，假定时势 
能为负，并按 （18.2) 式的规律趋于零（现在该式中的 r 很 大）. 我们考虑一个波 
包，“充满”在半径为很大）厚度为 Ar « r 。 的球层内•则动能的数量级为 
fiVm ( Ar ) 2 , 势能为 -a" 0 . 我们增大〜同时使 Af 的增大和 r ❶成正比•如果 
s <2,则 r 。 足够大时， fcVm ( Ar ) 2 - a" 0 变成负值.因此就有负能量定态的出现， 
这种定态中的粒子可以在远离原点处被找到，并具有不小的 概率. 这就意味着， 
存在着绝对值为任意小的许多负能级（必须注意到， " > £ 的空间区域内波函数 
很快地衰减到零）.因此在这种情况下，离散谱中含有无穷多个能级，它们愈来 
愈密地挤向 E=0 的 能级. 
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如果场在无穷远处按 -1/ r 1 的方式消失，而.$ >2,那就不存在绝对值为任意 
小的负能级.到绝对值不等于零的某一能级为止，离散谱就宣告终止，从而它的 
能级总数是有限的. 

不含时间的定态薛定埒方程本身以及所加的求解条件都是实的，所以它的 
解少 总能取成实函 数①. 那些非简并能级的本征函数，除了一个不重要的相位因 
子外，都自动地等于实函数.这是因为必.和必既然满足同一方程 ，必 .也应该是 
城于同 一能® 本征值的一个本征 函数； 如果该本征值无简并 ，则必和必 •必须基 
本相同，也就是说它们只可能相差一个（模最为一的）常因子.属于同一简并能 
级的那些波函数不一定都是实函数，但对它们进行适当的线性组合后，我们总可 
以得到一套实函数. 

含时间的完备波函数沪则由系数中出现 i 的那种薛定谔方程 确定. 这种方 
程当 T 换成并取笈共轭后，仍能保持原来的形 式②. 因此我们总可以这样选 
取函数屮，使屮和屮 • 只差一个时间 符号. 

众所周知，经典力学方程对时间反演变换保持不变，亦即时间反号后保持不 
变.在董子力学中我们看到，两种时间指向的对称性表现在，把 t 换成- t 同时把 
少换成^后波动方程具有不变性 •但 是应该记住，这里的对称性只是针对方程 
而言的，不是针对1子力学中具有基本意义的（我们已在§7中详述过）测最概 
念本身而言的. 

§19流密度 

经典力学中 ，一 个粒子的速度 I ；和其动最的关系为 p = ，我们预料，在量 

子力学中，相应算符之间类似的关系式也能 成立. 这一点不难证明，只要根据算 
符对时间微商的一般公式 （9. 2), 算出算符£ = t •• 
v = ( i / h ) (Hr - rH ). 

应用 （17. 5) 式的 P 和 （16.5) 式，便得 

i = p / m . (19. 1 ) 

这个关系式，在速度与动量的本征值之间，以及这两个量在 任一态 中的平均值之 
间，显然都是成立的. 

—个粒子的速度和动量一样，不能和它的坐标同时具有定值.但是速度乘以 
无限短时间间隔 山后， 等于山时间内的粒子位移.故速度与坐标不能同时存在 
的含 义为： 如果粒子在某一时刻处于空间某一固定点，那么，该粒子即使在无限 


① 这个论断对处于磁场中的系统来讲并不成立. 

② 这甩已经假定了势能以不 a 含时间 ：该系 统或则封闭或则处于（非磁 场的） 恒定外场中. 
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接近的随后时刻也不再具有确定的位置. 

设 /( r ) 为粒子径矢量的一个函数，我们来推导时间微商算符/的一个有用 
表式.注意/和叭0对易，我们有 

应用 （16.4) 我们可以写出 

P 2 f=P - UP - ih V f) 
fp 1 = (pf+ ihVf) -p 

代人 / 的表式中，即得欲求的 表式： 

f =~(P - V /+ V /-^). (19.2) 

其次，我们来找加速度算符.得 

v =4-( W v -V H ) =~^ r(Hp - pH ) =-^ r ( Up - pU ) 
h mh mh 

[泠中除 ^( r ) 外所有各项都和 f 对易].应用 （16.4) 式，我们得 

m v =-▽(/• (19.3) 

这个算符方程和经典力学中的运动方程（牛顿方程）具有完全相同的形式. 


/ im 2 c ^ 对某一有限体积 v 进行积分，等于在该体积内发现粒子的概率. 

现在来计算这种概率的时间微商.我们有 

■ J - [ i ^ i 2 dv = ( ( ^— + ^' — )dy = 
dt J v J v \ dt dt I 

=y J H ^) dV . 


用下式代人 

并应用下列恒等式 
可得 


// = //• = -( h 2 /2 m )^ + U ( x , y , z ) , 

軌中. -屮•厶沪 = div (屮▽屮.-屮•▽屮）， 
d 


U l^l J dl/= - J div JdV, 


式中的_/代表下列矢 M ® 


①如把屮写成丨屮 id •，则 


y = v a 


(19.4a) 
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_/ = &( 屮 ▽ 屮 .V =2~(^' +^'p^) (19.4) 


对 div _ /的积分可按高斯定理变换成为对封闭面 S (体积 K 的表面）的面 积分： 

去 f \^\ 2 dV = - j j • ds . (19.5) 


由上式可知矢 My 可称为概率流密度矢量，或简称为流密度.这个矢置的面积分 
等于单位时间内粒子穿过该面积的概率•矢量■/以及概率密度丨少| 2 满足下列方 


程式： 

al ^ lVat + divy =0, (19.6) 

这个方程和经典连续性方程相类似. 

自由运动的波函数 [(17.9) 式的平面波]可以这样来归一化，使它所描述的 
粒子流具有单位流密度（每单位时间平均有一个粒子流过一单位截面）•这样的 


波函数为 


屮： … (19.7) 

其中 〃为粒 子速度，因为把上式代入 （19.4) 得 _/= p / mt ;， 这是沿运动方向的单位 
矢量. 

值得指出的是，如何从薛定谔方程出发直接证明不同能级的状态波函数的 
相互正交性. 设和 为这样两个函数，分别满足以下 方程： 

- ( fi 2 /2m)Aiff m +Uift m = E m if/ m , 

-( fc 2 /2 m ) A 屮：+ ⑽：= 

第一式乘以 <，第二式乘以 后，相减，得 

=( fi 2 /2 m )((/»„ Ai / r ； -垆： A 屮 •） = 

= ^ i div d ▽少：-必：▽少 -). 

上式两边如果对整个空间积分，右边用高斯定理变成面积分后等于零.我们就得 
(E m -E.) 卜 : 扑 = 0, 

因已假定故得欲求的正交关系式 

{^： dy = o . 


§20变分原理 


一般形式的薛定谔方程命 A = 可从下列变分原理 

8 j ,J,' (H-E)^dq=0 


( 20 . 1 ) 


§ 20 变分原理 
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获得•由于少是复函数, < A •和可以独立变分.对•变分，得 

由于是任意的，结果就得欲求的方程式 = •对变分并不能得出新的 
结果.因为 ，对於 变分，并用 A 算符的厄米性，得 

J (/<" (H - E) Sif/dq = J - E)i/j' dq = 0, 

由此求得复共轭方程 

(20. 1) 式的变分原理要求该积分取无条件极值.这个原理也可以用另一种 
方式表述，只要把£’看作此问题中的拉格朗日乘子，并对下式取条件极值 ， BP 

sf ，/ =0, ( 20 . 2 ) 

其附加条件为 

j i/nfT dq = 1. (20.3) 

积分 （20. 2) 式[具有附加条件 （20. 3)] 的最小值就是能量的第一个本征值， 
即基态能量值 & V 给出该极小值的函数就是基态波函数化①，其它的定态波 
函数 >0) 只对应于这个积分的一个极值，但不是这个积分的真实极小值. 

根据积分式 （20. 2) 为极小值的条件，要想求得仅次于基态的能量值及 
其波函数也，我们必须选择这样的函数，它不但满足 （20. 3) 式的归一化条件， 

而且要满足与基态波函数必。的正交 条件： J " •—般讲来，如果前面 n 

个态（按能量递增的次序编号）的波函数於。，少,，〜，允_,为已知，下一个态的波 
函数除了使积分 （20. 2) 等于一个极小值外，还有下列附加 条件： 

j = I， j < J / if/ m dq =0, (m = 0 ， 1,2 ，…， n - 1) ■ (20.4) 

在这里我们给出若干普遍定理，这些定理都可以用变分原理加以证明②. 
基态波函数 < A 。 对任意有限坐标值而言不会等于零③（或称无节点）.换句话 
说, A 在整个空间内具有相同的符号.由于这一点，与必。正交的其它定态波函 

数 《 A ,( n >0)， 必然具有节点（如果允也有恒定的符号，则积分 J « 扣 不会等 



① 本 W 以下各段中我们®定波 eS 数 必为实函数； 它们总能选成实函数（如果没有 磁场的 话）. 

② 关于本征函数零点定理（珂见下节）的证明，51参考： M . A . 拉弗林契叶夫等著（变分学 教程》 ，离 
等教育出版社，1955年版，第 九章； R . 柯朗 . D . 希伯尔特箸 {数学 物理方法>，第一卷，科学出版社 .1958 年 
版，第六孝. 

③ 这 个定珲 （及其导出的 推论） ，对全同粒子系统的波函数来讲 ，一 般并不成立 （参考 S 63末段）. 
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于零）. 

其次，从 h 无节点这个亊实出发，可以证明基态能级不会有简并.如果不是 
这样，令 < A 。 和 〆 。为对应于£。能级的两个不同本征函数.则任一线性组合 
ap 0 + c > f 0 仍是^的一个本征 函数； 但是适当选择 c , c ' 常数，可使此函数在空 
中任一指定点等于零，这就是说，得到一个有节点的本征函数. 

如果运动局限于一个有限的空间区域内，则在该区的界面上一定有^ =0 
(见§ 18) .用变分原理求其能级时，应该根据这个边界条件去求积分 （20.2) 的 
极小值.在这种情况下，基态波函数无节点的定理的含义是也在该区内处处不 
等于零. 

要注意的是，当运动区域的尺度逐渐增大时，所有的能级都随之 减小； 
这是因为运动区域扩大时，使积分为极小值的那些波函数的定义域也随之扩大， 
其结果只能使积分的极小值减小. 

多粒子系统离散谱能级的下列表式 

f = J [ - X + i / i / f 2 ] dq , 

可以化成另一种更便于实用的形式.被积式第一项中的下列表式可以写成 
♦ K 中 = div •(少▽•屮〉 -( V .^) 1 . 

div„((A ▽>) 对整个空间积分，可以化成一个无穷大封闭面上的面积分，由于离 
散谱的状态波函数在无穷远处足够快地趋于零，这个积分就等于零.所以 

| ij / Htj/Aq = | [ ^ V a i/») J + Ut // 2 j dq . (20.5) 

§21 —维运动的一般性质 

一个粒子的势能如果只依赖于一个坐标（*)，则波函数可以表为一个 y 和 z 
的函数与一个只含 x 的函数的 乘积. 前一个函数，由自由运动的薛定谔方程所确 
定，后一个函数，则满足以下的一维薛定谔 方程： 

^+^[£-(/(*)]^= 0 . ( 21 . 1 ) 

这样的一维方程 M 然可以在势能为 U ( x , y , z ) = U ,( x ) + U 2 ( y ) + f / 3 U ) 的问题 
中得到，其中的势能可以分解成为若干个只依赖于单个坐标的函数之和•我们将 
在§22 ~ §24中讨论这一类“一维运动”的许多实例，在本节中，我们要事先阐 
明这类运动的若干普遄性质. 

首先要证明的是，一维问题中所有的离散谱能级均无简并•为了证明这一 
点，暂时假定以上的说法不成立，并令也 和 为域 于同一能量值的两个不同本 
征函数.由于它们都满足 （21.1) 式，我们有 
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Jim 
<A_ _ fc 2 


( U - E ) 


>y\ 


或 r'<h -< r 2 ^ = o ( 撇号代表对*微商）.此式积分得 


必> 2 -少» 常数. （21.2) 

由于在无穷远处 ( A , = A =0,上式中的常数必须等于零，即 

或以/必，•再积分一次可得 < A , =常数 x < a 2 , 这就是说这两个函数基本上 
相同. 


对离散谱的波函数 巾》 而言存在着下列定理①（称为振荡定 理）： 属于第 
("+ 1) 个能级(按本征值的递增次序编号）的本征函数也 （*) 共有„次等于 
零（对 * 的所有有限值②而言）. 

假定 *->±00 时1/(幻函数趋向有限值（但 f / 不一定是单调函数）•我们令极 
限值叭+00 ) 为能量的零点[即令 6/( +00 ) =0], 并把 f /( -» ) 写作 f /。， 假定 
% >0•离散谱的能最值应该介于这样的值域中，使得具有这些能最值的粒子不 
能运动到无穷 远处； 根据这一点，该能里必须同时小于 f /( ± 00 )这两个极限值， 
也就是说必须是 负值： 


E <0, (21.3) 

当然，在任何情形下，还必须有，也就是说， (/(*) 函数至少要有一个极小 
值 <0. 

现在来考虑小于％的正能1 值域： 

0< E < U o . (21.4) 

这个值域内的能谱将是连续的，粒子在相应的定态中作无限运动，向 着 ： r = +« 
的方向 行进. 很易看出，这一段能谱中没有一个能级是简 并的. 要证明 这一点 ，只 
要注意当函 数也和 A 只在一个无穷远点等于零时（目前情形下它 们在： r — 
-» 时趋于零）前面（对离散谱）给出的证明仍然有效就足够了. 

当*等于足够大的正值时，我们可以略去薛定谔方程 （21.1) 中的 U ( x )： 

ip" + — 0 . 

这个方程式具有平面驻波形式的实函 数解： 

ij / = acos(kx +8) , (21.5) 

其中的 a 和5都是常数，而 k = p/h = ^/2 mE / h 称为波数.这个式子确定了 
(21. 4 )式所示的连续谱值域中非简并能级 （ 当;* — + * 时）的波函数渐近式•当 


① 见5 20中第二个附注所列的参考书. ― 译者注 

② 如果粒子只能处于 * 轴的某一有限区间内，我们应该在该 K 间内考虑少，（*>的这些 零点. 
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A ： 等于足够大的负值时，薛定谔方程成为 

- £)攻= 0 - 

时不等于无穷大的解为 

必 =6 e « ，其中 /(= j ^ rrzT ^ y . ( 21 . 6 ) 

这就是波函 数当* 时的渐近式.由此可见，在 £< t / 的区域内，波函数按指 
数规律递减. 

最后，当 

E > U 0 (21.7) 

时能谱为连续，并且正负两个方向都是无限运动.在这一段能谱中，所有的能级 
都是双重简并的.这是因为相应的波函数由 （21. 1) 式的二阶方程所确定，这个 
方程式的两个独立解都能满足无穷远处的那些必要条件（例如在上段所述的情 
形下.其中的一个解由于*— -» 时变成无穷大而被抛弃）»时波函数的 
渐近式为 

</. =0,6^* +a J e- u *, (21.8) 

时也有类似的渐近式.式中的项对应于向右运动的粒子，对应于 
向左运动的粒子. 

我们假定叭*)是一个偶函数[即 f /( -*) =叭*)].此时坐标反号后薛定 
谔方程式 （21. 1) 保持不变.由此可知，如果 </»(*) 是该方程的一个解.则 * A ( _*) 
也是一个解，并且和只差一个常数因子 4( -*) =呦（*).再把 * 反号一 
次，可得必（*) ,故 C = ±1.因此，对于具有对称形式（对*=0点对称） 

的势能讲来，定态波函数只能是偶函数 [<H -*) =< H *)] 或奇函数 U ( -*) = 
-屮 U )]®. 特别是，它的基态波函数一定是偶 函数： 因为这个函数必须无节点， 
但奇函数在*=0卓总是等于零[屮(0) = -< A ( o ) =0]. 

一维运动的（连续谱中的）波函数的归一化问题，有一个简单办法，可以从 
UI 值很大时的波函数渐近式出发，直接求出它的归一化系数. 

考虑沿单方向 （*— + » 方向）作无限运动的波函数.这个波函数的归一化 
积分式当 ^-00 时是发散的 - =0 时波函数指数式衰减，使得积分很快地收 
敛）.因此，在求归一化常数的时候，我们可以把少改成它（在 * 为很大正值时） 
的渐近式，然后再进行积分，积分的下限可取*的任一有限值，譬如说取 *=0; 
这种做法，相当于在无穷大值中略去了一个有限值.我们来证明，当波函数按下 


①这个讨论中，已经假定这个定态是没有简并的.这就是说，沿两个方向的运动都不是无限运动. 
要不然，当 * 反号时，厲于所考虑能级的两个定态波函数可以相互变换.在这种情形下，定态波函败虽然 
不一定都是偶函数或奇函数 ， m 对它们进行适当的线性组合后，总是可以组合成为偶函数或奇函数. 
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式条件加以归一化后（式中的 P 为粒子在无穷远处的动量）， 

j ^' P ^ p^ x =8 [\^ ) =2 Trfe 5( p - 〆 ）， (21.9) 


它的渐近式必呈 （21.5) 形式，并且其中的《 =2: 

^«2 cos (/ t * + S ) = e l<tMtt> + e -‘ <fa+ *). (21.10) 

把 （21.10 ) 式代人归一化积分式中，我们不去验证这两个函数的 

正交性，只要假定式中的 P 和 〆 十分 接近； 因而可令 S = S ' (—般来讲 S 是 p 的函 
数）.其次，在被积式中，我们只保留 P = 〆 时积分为发散 的项； 换句话说，我们把 
含有因子的项略去不计.因此可得 


h» = f: 


K dx 


l: 



借助于 （15. 7) 式可知，上式与 （21.9) 式相同 • 


根据 （5. 14) 式乘以下列因子后即变成对能量的 S 函数归 一化: 
I d ( p /2 trh ) 广=1 

(狀 > 


式中〃是粒子在无穷远处的 速度. 所以 


= 九= (严*> + e - K ** t4> ), (21.11) 

y 2 -nhv -/2 -nhv 

上式驻波中每个行波的流密度为 l /27 r ； i . 我们就得到以下的 规则： 对单方向作无 
限运动的波函数而言，要归一化成能童的 S 函数，可以先把该波函数的渐近表式 
写成两个向相反方向行进的平面波之和，然后选择归一化常数.使得向原点（或 


离开原点）运动的那个平面波具有概率流密度 l /(2 irfi ). 

同理，对于左右方向都能运动到无限远处的波函数而言，也可以得到一个类 
似的归一化法则.如果对从 *= +»处运动到原点以及从 *= -* 处运动到原点 
的两个平面波讲来，它们的概率流密度之和等于那么这个波函数就是已 
按能景的5函数归一化的波函数. 


§22势阱 

作为一维运动的一个简单例子，我们来考虑方势阱中的运动，也就是在图1 
所示的 1/(*) 势场中的运动 : 0<*< a 时有 U ( x ) =0 ,x <0 和*>< 1 曰寸有 U ( x ) = 
%.显然，时能谱是离散的.而当 E > U 0 时，我们有一个能级为双重简并 
的连续谱. 

在 0<*< a 区域内，薛定谔方程为 

^" + Y e >^ =° ( 22 . 1 ) 
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( 撇号代 表对％ 微商），势阱以外的区域内有 

今 ( E - U 。 、中 =0. (22.2) 

在* =0和* = a 点处，以上两式之解及其导数均须连续， 

而 （22.2) 式之解当 *= ± oo 时必须保持有限（对 E < U 0 
的离散谱而言，它必须等于零）. 

对 E < U 0 而言 ，（22.2) 式在无穷远处为零的解为 

常数 其中欠=士72»7>("。-£) (22.3) 

(指数上的-号和+号是分 别对* ><!和 .*<0 两个区域而言的）. £< t /(*) 区域 
内发现粒子的概率1必1 2 作指数式递减.势阱边上 的必和 必'的连续性条件，为方 
便计，可用及其对数导数 O 的连续性条件来 代替. 计算 （22. 3) 式，可得下 
列形式的边界 条件： 

= + k . (22.4) 

我们不在这里讨论势阱深度 t /。 为任意值时的能级问题（见习题2)，下面只对无 
限深势壁» )这一极限情形作出详细分析. 

当％ = ®时，§18中已经指出，粒子只能在*=0和 *= a 两点之间运动，这 
两个端点处的边界条件为 

>1> =0. (22.5) 

[很易证明上式也可以由一般条件 （22.4) 式得出.因为 仏 —00 时同时有, 
从而有 〆 /< A —» ; 由于 〆 不能等于无穷大，故 < A =0]. 势阱之内的 （22. 1) 式具 
有以下形状 的解： 

i // = csin (kx + S ) ,其中 A ： = . (22. 6) 

h 

由 A ：=0 时 (/ f =0 的条件，得 5 =0, 再按同一条件，在 x = fl 处给出 sin ka =0, 故 ka 
= / ittU 为一正整数 ®， 从1开始）或 

E n =^ n 2 , n = l ，2,3, … (22.7) 

2 ma 

这个式子确定了势阱中一个粒子的各种能级.归一化的定态波函数为 

iji , = / i J^-sin ( Ttnx/a ). (22.8) 

根据以上的结果我们可以直接写出一个粒子在直角“势箱”中的各种能级. 
该粒子在这个“势箱”中作三维运动，其势能当0<%< ( 1,0< > *</ ( ,0<； £ < < :时为 



图 I 


① n =0 时将有 少悄等 于岑. 



=0, 在这个区域以外为 t / = 00. 实际上，这种能级等于下列和量： 

+ ^f + ^-) .("| .«2 » n 3 = 1 ,2,3,---) . (22.9) 

相应的波函数等于下列 乘积： 

/ 8 . 甘 irn, Tcn 3 

h ni = J^ 9in —^ • sin -y'r • sin — 2 ：. (22. 10) 

由 （22.7) 或 （22.9) 式可知，基态 能量^ 的数 S 级约为 h 2 / ml 2 ， l 为粒子运 
动区域的线性尺度•这个结果和不确定度关系式相 一致： 当坐标不确定度约为/ 

时，动量的不确定度因而动量本身的数量级约为 fc // ; 相应的能童均为 


1. 在无限深的方势阱中，求一基态粒子的各种动量值的概率分布. 
解： （22. 8) 式的也 函数按动量本征函数展开后的展开系数 a (/») 为 

a(p) = j 中； i/z'dx =_^^九 sin (子 * ) e - ⑽ ” d*. 

做出积分后，再求其模量平方，即得下列概率分布： 

2. 求图2中势阱的能级 • 

解：我 们考虑 £< t /, 的离散谱 .*<0 区域内的波函数为 


卜 w 中 


/ 2 m { U t - E ) , 


> a 区域内有 


|/> = c 2 e — ”•，其中 k 2 = — ^/2«( U 2 - E ). 

势阱内 （0<*< a ) 的屮 可取下列 形式： 

中 ： csin (4欠+6)，其中4 = . 

h 

根据势阱边上 〆 /< A 的连续性条件，得 



ka = mr - arcsin 


kh 


72^77； 


(其中 n = 1 ,2,3,..., 反正弦函数所取之值介于 0 到 j-IT 之间 ） ，上式之根确定了 

能级£ = k 2 h z / 2 m . 对每一个 n —般来讲只有一 个根； / I 值按能级的递增次序 
编号. 

由于反正弦函数的宗量不能超过1, A 值显然只能介于0到之间. 
(1) 式的左边随 &单调 地增大，该式的右边却随 A 单调地减小.因此（丨）式有根 
的必要条件为 k = ^ mU ./ h 时，式右应该小于 式左. 特别是，由 n = 1所得的下 
列不等式 




h ，2 … 

给出了阱中至少存在一个能级的条件.由此可见，给定了不相等的 f /, 和％后， 
总可以找到一个很窄的阱宽 fl , 使得该阱中不能存在离散能级.对 t /, = t / 2 而言， 
条件 （2) 总能得到满足. 

U 、= （一个对称势阱）时，（丨）式可化成 


hk 

/hinr 0 ~ 


= y(mr - ka ). 


引进变量 f =+ A a , 当 n 为奇数时，得下列 方程： 


cos f = ± yf ,其中 y 


= 音7^， 


上式应取 tan f >0的根•当 n 为偶数时，可得 

sin ^ = ± (5) 

我们应取 tan f <0 的根.这两个方租式的根确定了 E = 2 ^ h 2 / ma 能级， y 尹0时 
能级的总数为有限. 

特别是对于％ « ftVma 2 的浅势阱，我们有 ywl ,(5) 式根本无解. （4) 式 
有一个根（式右取+号），等于因此，阱中只包含有一个能级 

E 。，-❺， 

处于阱“口” 附近. 

3. 粒子在一直角“势箱”中运动，求箱壁所受的压强. 

解：作 用于垂直于； t 轴的箱壁上的力，等于 - d / Z /扣 （粒子的哈密顿函数对 
沿*轴的箱长的微商）的平 均值； 此力除以该壁面积 心后即 得压强.根据 
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(11. 16) 式，欲求的平均值可从 （22.9) 式能量本征值的微商 得到. 结果压强为 

l h 2 2 


P =■ 


i^bc 


§23线性振子 


我们来考虑一个作一维小振动的粒子（称为一个线性振子）.该粒子的势能 
为其中的 w 为经典力学中的固有振动（圆）频率 •该振 子的哈密顿景 
因而是 


由于 * 时势能为无穷大，该粒子只能作有限运动，其能谱完全是离 
散的. 

我们试用矩阵方法①求解该振子的能级•我们从 （19. 3) 形式的"运动方程” 
出发； 在目前情形下，由该式得 



(23.2) 


此式的矩阵形式为 

(*)„, = 0 . 

根据（丨丨 .8 ) 式，加速度的矩阵元 )„, = ，•因 此，得 

(.wi n -w 2 )x mn = 0 . 

由此可见，矩阵元，除了 io mn = ± uj 以外显然都等于零.我们把所有的定态加 
以编号，使得 n — nTl 的跃迁频率为± to , 即 w „..„ = ± w . 此时不等于零的矩阵 
元只有 

现在假定所有的波函数都取实函数 • 由于 * 为实董，从而所有的矩阵元 
、„都是实数•厄米条件 （11. 10) 式表明，这样的矩阵是_个对称 矩阵： 即满足 


为了算出不等于零的矩阵元，我们利用下列对易 关系： 



把它写成矩阵 形式： 

利用矩阵乘法法则 （ U _ 12) ,当 m = n 时，上式为 

» X ^n^nl^ln ~ ) = 2 » Z ~ • 


①这是在薛定谔波动方程未发现前由海森伯于1925年所作的. 
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这个求和式中，只有 / = n ± l 的项不等于零，故得 

(♦ I ,.) 2 _ (*..». | ) 2 = 2 ^- ( 23 . 3 ) 

上式表明 ，（夂 诸最组成一个算术级数，因为它们只能是正的，这组景 
没有上限但有下限_由于我们只编定了各态的相对位 S , 还没有确定编号 n 的绝 
对值，我们可以任选一个 n 值对应于振子的第一态（基 态）. 现在取这个 n 值等 
于零•因此 …现 在必须看作恒等于零，依次应用 n =0,1,…的 （23. 3) 式，可导 
出下列 结果： 



nh 
2m a) 


因此最后得下列不等于零的坐标矩阵元① : 



(23.4) 


算符斤 的矩阵是对角的，并且矩阵元就是欲求的振子能量本 征值匕 .它 
的计算方法 如下： 


nf[(i = 


=f[? i(o nl x nl i(o u x,, +w 2 ^ = 

=f Z (- 2 + 心 4. 

对 / 求和时，只有 z = n ± l 的两项不等 于零； 用 （23.4) 式代人，得 

E „ = ( n + y ) fto », n =0， l ，2, … (23.5) 

由此可见，振子的各个能级是以等间隔依次排 列的. 基态 U =0) 能最为 
注意，它并不等于零. 


式 （23. 5) 的结果也可以从振子的薛定谔方程中直接解出来•这个方程的形 

式为 

3 + 学( £ -?^、 2 )沙 =0 ' (23.6) 


为方便计，最好将坐标变量*换成以下所示的量纲为1的变量 



(23.7) 


①我们选择未确定的相位 Q ； •(见 S 1 I 第三个 脚注）•使得 （23. 4 >式的所有矩阵元在平方根前均取 
I 下-号.这样的选扦总是可能的 . W 为这个矩阵中只有相邻两态间的跃迁矩阵元才不等于零. 
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则方程式成为 

ij ,"+ [( 2 E / ha >) - f 2 ]« A =0. (23.8) 

式中的撇号现在代表对 f 求微商. 

当在很大时 ，2£// i W 和芒 2 相比可以略去 不计； 方程式必”=亡> 具有渐近积 

分必 = e * W (对这个函数求微商后，略去数量级较小的项，可得 = 由于 
00时波函数必须保持有限，指数上的符号只能取 负号. 因此，我们自然 
用下式代人 (23.8) 式: 

^= e '^ V ( f ). (23-9) 

结果得函数的一个方程式 

x "- 2 ^(' + 2 n X =0 (23.10) 

[式中的-1;我们已知£>0,故有《> - + ] ,式中的函数; r 对芒 

的所有有限值而言必须保持有限，且当± »时，不能比 f 的任一有限次幕更 
快地趋向无穷大（以便使函数 < A 能趋于零）. 

只有当 n 等于正整数（及零）时， （23. 10) 式才能有这样的解（见数学附录 
§ a ); 它所给出的能最本征值就是我们早已知道的 （23.5) 式. （23. 10) 式中，当 
n 等于各种正整数值时，它的相应解为尤=常数其中的 W ,( f ) 称为厄米 
多项式，它们是 f 的《次多项式，其定义为 

//•(《）=( - l )* e < J d -( e - fJ )/ dr . (23.11) 

求出么中的常数.使也满足归一化条件 

\\ ^ n ( x)dx = l , 

结果得[见附录 （ a .7) 式] 

^ ( * )= (^)W^ X( ^)- < 23 - 12 > 

故基态波函数为 

少。⑷= (,)、-护. (23.13) 

理所当然，这个函数对有限的 * 值而言并无零点. 

计算积分式 J " 处，可给出坐标的矩 阵元； 其结果当然也和 （23.4) 式 

给出的值相同. 

M 后，我们来看一下如何用矩阵方法求出也波函数•我们注意到，〗± 

算符的矩阵中不等于零的矩阵元只有 




1. 试求振子的各种动量值的概丰分布. 

解： 在振子情形下，不采用把定态波函数展开成动量本征函数组的方法，而 
直接从动量表象中的薛定谔方程出发比较来得简单•把 （15. 12) 式的坐标算符 i 
= ift(d/dp) 代入 （ 23.1) 式，可得“/>表象”中的哈密 顿量: 

p mw 2 h 2 d 3 
H = 2 ^ __ 2~d7 

表象中的波函数 a ( p ) 所满足的薛定谔方程 A a ( p ) = Ea ( p ) 为 

这个方程正好和 （23. 6) 式具有相同的形式，故其解可以参照 （23. 12) 式立即写 
出来，由此得出欲求的概率分布为 

A= - \ - e -^H\ ( -^=)dp 

2"n! Ttmwh ' -Jmwh 

2. 试用不确定度关系式 （16. 7), 求振子能量可能值的下限 • 

解 ：由于 7 = f + (&0 2 ,7=炉+ (卽） 2 ,(1 6 . 7 )给出振子能量平均值 
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E = 




求出上式的极小值（看作卽的函数），即得能量平均值的下限，故对能量的所有 
可能值，有 


E ^ —h(o. 


3. 求线性振子的状态波函数，这些态的測不准关系具有极小值，即波包中 
的坐标和动量标准偏差具有关系式卽 = 薛定谔 ，1926) ①. 

解：所 求的波函数应具下列 形式： 

式中任一时刻的坐标依赖关系与（16.8)式一致，无=王（0和戶=戶（0 =77^(/) 是 
坐标和动量的平 均值； 根据 （19. 3) 式，对线性振子来讲 = 卜我们有 


p = -/ nw 2 *, 故其平均值户= - mw 2 元，或 


x + u> l x = 0 . 


( 2 ) 


亦即 x ( t ) 函数满足经典运动 方程. （1) 式中的常数因子应由以下的归一化条件 
确定： 





除了这个因子外，屮中还可含有一个相位因子，其相位* M 0 与时间有关.为求未 
知常數和未知函数 < M 0, 可把 （1) 式代入下列波动方程 


\x d 2 中 
2m dx 1 


ni(ox 2 ^ = ih 


d 中 
~ dl ' 


代入后利用 （2) 式，得 


(+* 2 - + 

认而得 （8x) 2 = h/lmco 


m 

~h 


4(0 




①这苎态称为相干态. 
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因此最后得 

屮 “， 0 = (^!) 1 / 4 呵{〒- 


} * ex p { - y « 


m < o ( x - x ) 1 _ f 1 : 


2h 


(3) 


当 元 =0 和戶 =0 时，上式变成即振子的基态波函数 • 
相干态中振子的平均能量为 

E = + ^ rmw 2 x 2 = 

2m 2 


士 + 


2 


2 X 2 + = ha ) I /r + — j 


(4) 


好为该态中量子 fto * 的平均“数”■由此可知，相干态完全是由满足经典方程 （2) 
的元 （0 函数确定的.这个函数的一般形式可用下式 给出： 
ma)x + ip 


— M*l I I i 

_= ae , I a I = n 

y/2mh(t) 

函数 （3) 可按振子的定态波函数 展开： 

X a - t ， 

n-0 

少•(*，<) =^.(*) exp | - i(n +士) wt } ， 
式中的展开系数为（参考§41,题 1) 

a , = J f 少 d *. 

从而得振子处于第 n 个定态的概率 


(5) 


= la . I = e 


-. n * 


(6) 


(7) 


这是泊松分布. 

4. 一个粒子在下列势场中运动（图 3) 

U ( x ) =/ l ( e ' 2a * -2 e '° , ) 

试求其能级 （ P . M . Morse ). 

解：正 能量本征值呈连续谱（且其能级 
无简并），而负能量本征值呈离散谱. 

薛定谭方程为 

+2/ le -*)^=0. 



引进一个新变量 


2 -/2 mA - fl 



当00时，函数屮的渐近行为和 e *+ £ —样，而当时，少和•成正比.考虑 
到波函数的有限性，我们所选的解当00时必须像 e _ b 那样，而当在一 -0 时必 
须像 f 那样.因而作下列 变换： 

^=e- (/ 2 fw(i) 

可得下列 w 的方程式 

+ (2 s + l ~ ^) w r + nw = 0, (2) 

求解时，要求泌当 6—0 时为有限，|~>00时 U ； 不能比 f 的任一有限次幂更快地 
趋向无穷大. （2) 式是一个合流超几何函数的方程式（见数学附录 § d ); 
w - F { - n ,2 s + 1 ). 

n 为非负整数时即得满足所需条件的解（此时 F 函数变成一个多项式）•按定义 
(1)，由此得出的能级值为 


- E n =/» [l - 


其中的 n 为正整数， n 的数值可以从零开始一直到满足+ ^■的最大 

an 2 

整数值为止 （ 因按定义参量5是正的），因此离散谱中只包含有限多个能级•如果 
< + ,离散谱就根本不存在. 

5. 上题中 t / = - U 0 / cosh 2 ax ( 见图 4). 

t/W 

解：正 能量本征值呈连续谱，负能量本征值呈-- — 

离 散谱； 我们只考虑后一种情况.薛定谔方程为 

^ v( £+ ^fe) ,A=0 - ~ Uo 

把变量换成 f = tanh 并令 图 4 

V -2mE 2mU 0 / ,、 1 / , ~ 8m " 0 、 

E= -^-' ^F =sU + 1 ) ， s= y(- ,+ V 1+ ^v )* 


可得 
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这是缔合勒让德函数的方程.如令 

屮 =(i - f 2 )* 〜⑷， 

并把变量暂时改成 u=y(l -f) ,则上式可变为下列超几何 方程： 


u( 1 一 U)M^+(6 ： + l)(l -2u)u ； # -(f-5)(^+5 + l)u ； =0. 
f = 1( 即文 = 00 ) 时取有限值的解为 

屮 =(1 - f ) ，/2 F [ e - s , e+s + l,e + l,(i - O ^]. 

为了使 (/< 当在=-丨（即* = - so ) 时保持有限，必须有 = - n , 而 n =0, l ，2, 
…； 此时 F 是一个 n 次多项式, f = -1 时 F 为有限 • 

因此能级由条件 s - e=n 所确定，得出 


fcV 

Sm 


-(1 + 2 n ) 


8mU 0 

V7 


根据 £>0 即 n < s 的条件可知，能级总数为有限. 


§24 均匀场中的运动 

考虑一个粒子在一均匀外场中 运动. 取外场方向为 X 轴方向，令 F 为粒子在 
该场中所受的力；对强度为£的电场而言，此力 F = eE,e 为粒子的电荷 • 

均匀场中的粒子势能呈 "= _以+常数的 形式； 选常数使得*=0时"=0, 
则有 （/ = - h . 这个问题的薛定谔方程为 

^+^(£ + F *)^ =0. (24. 1) 

由于时趋向 +00 + 00 时 -00 ，各能级显然组成连续谱， 

能*£的值域占有从 -» 直到+ »的整个 区域其 中没有一个本征值是简并 
的，所对应的运动向 *=-« 方向为有限，向: » 方向为无限. 

我们引人下列績纲为1的变最来代替原来的坐标变量* : 

卜(* + 爷)(¥)'' (24.2) 

则 （24.1) 式呈以下 形式： 

i / j " + ^ij/ = 0. (24. 3 ) 

此式不含能量参最.因此，如能求出一个解满足有限性等必需条件，则立刻得到 
任意能最值的本征函数. 

(24. 3) 式中对所有 * 都取有限值的解呈下列形式 （ 见数学附录§ b ) : 

♦ (f) =A<P( _f)， (24.4) 




其中 
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0( f ) =-^r J cos (士 u 3 + # ) du 

称为艾里函数,4为归一化因子，将在下面确定之. 

当芒 —-* 时, < A ( f ) 函数按指数规律趋于零 . f 为很大的负值时， </ rU ) 的渐 
近式为[见 （ b .4) 式]: 

< A (^)*^7 iexp [ - ylfl 3/J ]. (24.5) 

当 f 为很大正值时的渐近式为[见 （ b . 5) 式①] 

=^^ sin (|-^ /2 + (24.6) 


根据连续谱波函数的一般归一化法则 （5. 4) 式，我们可以把 （24. 4) 式化成 
—个函数，它归一化成能量的 S 函数.即 

f l / f (^)^(^') dx = S ( E '- E ). (24.7) 

§21中曾经给出过一个简单方法，利用波函数的渐近式求出归一化系数.应用 
这个方法，我们首先把 （24. 6) 式写成两个行波之和 

少⑷ 士 exp (i [ -士 tt ] ) + 

+ T ^^ exp ( \ )• 

由以上两项分别算出的概率流密度等于 


令上式等于 l /2 TTft , 得到 

(2m) 1/3 


(2hF) w} 
4 m J/3 • 


A = 


■n ,n F Wi h 2/, ' 

习 题 


(24.8) 


求处于均匀场中的一个粒子在动量表象中的波函数. 
解： 动量表象中的哈密顿算符为 

A = ^ pi ~ ihF Tp 

故波函数 a ( p ) 所满足的薛定谔方程具有下列形状 


①顺便指出.渐近表式 （24.5) 和 （24.6) 对应于波函败在经典禁区和通 K 内的准经典表式（ §47). 
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盖 +( 莶-+ =。- 

解出此式，即得欲求的波函数 

a£(p)= ^r xp [A 卜 ‘）]• 

这种函数已按下列条件归 一化： 

I Og (,p)a E .(p)dp =S(E' -E). 


§25 透射系数 


我们来考虑一个粒子，在图 5 所示的那类势场中运动： 6/(:0 从某一固定极 
限值 （*—-00 时的 f / = 0) 开始，单调地增加到 
另 一固定 极限值 （*-* + » 时的" = %).根据经 
典力学，能量 £< t /。 的一个粒子在这样的势场 
中自左向右运动时，碰到“势壁"以后会“反射” 
回来并开始沿相反的方向 运动； 但如 £> i /。， 该 
粒子将沿原方向继续运动下去，只是会减速.鼠 
子力学中则会产生一种新的现象 ：即使 £> f /。， 
粒子仍有可能被势壁所“反射”.它的反射概率原则上可用下法算出. 

设粒子自左向右运动.当 * 为很大正值时，波函数应该描述越过“壁顶”并 
沿*轴的正方向运动的一个粒子，它的渐近式必然是 
X — 时， (/r *» y 4 e ，i2 * , 

式中 k 2 =-~^/2m(E-U 0 ) , (25.1) 

A 是一个常数.为了求岀满足以上边界条件的薛定谔方程之解，我们来计算*- > 
时的渐 近式； 这个渐近式等于自由运动方程中两个独立解的线性组合，具有 
下列形式 

x 一 ► - 00 时， iff « e '* 1 * + Be , 

k t =^-^h^E. (25.2) 

n 

第一项相当于射向势壁的粒子（我们假定已经归一化成这样，使得该项 
的系数等于 1); 第二项代表由势壁反射回来的粒子.人射波的概率流密度为 A ,, 
而反射波为 kj / n 2 , 透射波为 k 2 mi 2 . 我们把粒子的透射系数定义成为透射 
波的概率流密度与人射波的概率流密度 之比： 

D = (k 1 /k,)IAl I . (25.3) 

同理可以定义反射系数/?,它等于反射波与人射波的概率流密度之比.显然有 





R = l -D ： 
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« = |fi| J = l -(itj/i,) Ml 1 (25.4) 

(/> 和》自动满足此关系式）. 


如果粒子自左向右运动而能1 £ <[/。，则 A 2 为纯虚数, *-> + »时波函数呈 
指数式衰减.反射流埴就和人射流量相等，亦即粒子从势壁“全反射”.但须指 
出，在这种情形下 ，E<U 区域内找到粒子的概率仍不等于零，但随的增大而很 
快地减小. 


一般情形下，任意定态（能 M 波函数的渐近式，不论是 - 0°或 

•*— + 00，都可以写成沿: r 轴的相反方向行进的两个平面波 之和： 


x ― * - 00时， i/f = 4, e' 4 '* + B, e " ' 4| *, 
x — » + oo 时， tf/ = A 2 e'* J, + B 2 e 


(25.5) 


由于以上两式都是线性微分方程的同一个解的渐近式，系数七，和之 
间存在着线性关系.设矣=«/1, +钟,，其中的《和冷是两个常数（一般讲来是复 
数），依赖于势场 f/(*) 的具体形状.如果考虑到薛定谔方程是实方程，我们还可 
以写出8 2 的相应关系式.这就是说，设0为所给薛定谔方程之解.则其共轭复 
函数必’也是该方程之解.它的渐近形式为 

*—-» 时， = yl 1 ， e- i * 1 * +B；e i * , * f 
x—* + oo 时， ip' =Aj e" li：, + fi/ e"* 2 *, 

此式和 （25.5) 式的差别仅在于常系数的 记号； 因此有 fl; =aB； +/3<,或= 
a'B, 可见 （25.5) 式的系数间存在着下列 关系： 

<4, = a-4, +pB l , B, =/3' A, + a' B t . (25.6) 

沿 .T 轴的概率流密度是一常数，这个条件导致下列关系 
*,( U, I 2 - IB, l J ) =A 2 ( U 2 I* - Ifl,!*). 

根据 （25.6) 式，把换成 / Ipfl,, 结 果得: 

lal 2 - I/3I 2 =^-. (25.7) 

k 2 

应用 （25. 6) 式，可证沿*轴的正方向或沿 * 轴的负方向运动的粒子（能量 
给定为£，£>%)具有相同的反射 系数； 在前一种情形下，相应于 （25. 5) 式中令 
B 2 =0:在后一情形下，是令/!, =0.两种情形下分别有 S//1, =-〆/<».和 
=沒/«'相应的反射系数分别为 


H 訐=糾， 


«2 


= A 

B 2 a * 


显然有尺， =« 2 . 
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1. 求粒子对一直角势壁（见图 6) 的反射 系数； 该粒子的能量£>%• 

解： 在整个*>0的区域内波函数呈 （25. 1) 形式，而在*<0的区城内呈 
(25.2) 的形式.常数4和 S 可以由*=0点处的屮及 d^/(k 的连续性条件 确定： 
I + B = A , k,(l - B ) = k 2 A , 

即 

2 k t — k x - k 2 


A = 


v 


B = 


V 


反射系数① （25.4) 式为： 


_ l k l \ 2 _ / Pi - Pl ^ 1 
\ k , + k , I Id . + p , / 


~ ' ^P, +Pj 

E = U 0 ( k 2 =0) 时 /f 等于1，而当 £—oo 时尺按 （1/。/4£) 2 的规律趋于零. 
2. 求粒子穿过直角势垒（见图 7) 的透射系数. 


U ( x ) 

U 0 一 


U ( x ) 

— 


图6 


图7 


解：令 £ > i / D , 并设入射粒子自左向右 运动. 则在不同区域内的波函數表 

式为 

*<0时， ^= e'*'*+/le 

0<*<a 时， 必 =fi e a ”+B，e-i*2*， 

* > a 时， ip = Ce’*_* 

(在 *>a —边只能有沿; r 正方向行进的透射波）和 C 等常数可以由 x = 
0,* = a 两处的屮及 diA/dx 的连续性条件确定.透射系數为 D = k , \ C \ 2 / k , = 
ICI 2 . 由此算得 


( k ] - h \) 2 sin 2 ak 2 + 4 k ] k \ 


①经典力学极限情形时.反射系败必须等于零.可是.此处所得的表式中根本没有符朗兖常*.这 
—表观矛盾 SI 作如下解释.经典极限悄形相当于粒子的德布罗意波长 A - A // •远 小于所 考虑问 «中的特 
征尺*，也就 a a 远小于某一距离，在该段距离内.势场 f /(*) 有显著的改变.但在 a 1中.这段距离等于 
芩 （在: 《= o 点），从而无法过渡到经典极限悄形. 
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E < lJ o 时 ，卜 是一个纯 虚量； 上式中的 A 2 可以用 i/c 2 代替，而 k = 
V2/n(f/ 0 - E ) ，即得相应的 D 式： 

D= _1^1_ 

( k] + k\ ) 2 sinh 2 aK 3 +44^’ 

3. 求粒子对势壁为 U ( x ) = f/ 0 /( 1 (图 5) 的反射 系数； 该粒子的能 

* E > U 0 . 

解： 薛定谔方程为 





0 . 


我们需要求这样的解，这解当 : + 00时具有下列 形式： 

必=常数>< 6 ¥. 


引入一新变量 


(所取之值可从 -» 到 0), 把该解写成下列形式： 

⑷， 

其中的 w(f) 当 f~»0( 即 *—00 ) 时应趋于一个常数.结果》(在）满足下列超几何 
方程： 


f(l )«-" + ( 1 -2iA 2 /a)(l -^)w' + {k\-k\)w/a 1 =0, 
其解为下列超几何 函数： 


w = F \ 


.+*2 




(我们略去了一个常因子） .f—0 时这个函数趋向1,即已满足所加条件. 
芒 —*■-«( 即 *4-00 ) 时屮函数的漸近式为① 

lit -广 〆 *[ C ,( _ f ) «*!-*! >"« + C 2 ( _^)'<*!♦*»)/»] = 

=(- D '^ tC . e ^+ Cje ' 1 *'*], 

r( -2iA,/a)r( -2iAj/a + l) 


其中 


C ,=： 


r( - i( A, +Aj)/a)r( ->(*, +k 2 )/a + 1)' 
c r( 2 iVa)r( -2iy tt + l) 

2 r(i(A, -Aj)/a)r(i(A ； 1 -Aj)/a + 1)' 

所求的反射系数为 «= IC 2 /C, I 2 ; 计算时可用下列熟知 公式： 


r(*)r( 1 -*) = ir/sin it*, 


我们得 


①见 （ e .6> 式，把该式中的两个 1/ i 的超儿 何函数 都改成 丨，也就是说•我们只取每项展式中的第一 


项. 
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R = / sinh[ir(<:, -k^/g] ^ 

I sinh[ ir(A, +Aj)/a] / 

£ = 1/ 0 (灸 2 =0)时/?变成丨，而当 £— oo 时 ft 按以下规律趋 于零： 


R = 



经典力学极限情形时 / f 果真变成零. 


4. 求粒子穿过下列势垒的透射系数（见图 8): 
V(x) = f/ 0 /cosh 3 a*, 

该粒子的能量£：<%. 

解： 薛定谔方程和§23題5的相同，只要把 
该题中％的符号更改一下，并把£看作正量就 
可以了 •类似的计算给出解 


<A = (l ( 


a a 



其中的 


^ = tanh ax. 


=— -JlmE , 


这个解已经满足这样的条件，使得 *—00 [即 ^->1,(1 - f ) «2 e -] 时必中只含 
透射波 （~ e &) •应 用超几何函数变换式 （ e .7), 这个波函数当 ( f —-1) 
时的漸近式为 



if/ - e 




r( - s )r(i + 5 ) 


r ( - 亡 _s ) r ( *V +4 + , ) 

算出上式中两个系数的模量平方比，可得下列形式的透射系數/> = 〗_/?: 


(2) 


% mU 0 


sinh 2 


it A : 


< 1 时， Z > = 


..2 Trk 


sinh 




8 m (； 0 

ftV 


sinh 2 


irk 


> 1 时 ， D = 




第一式对 f / D <0 的情形也适用，此时粒子不是越过势垒而是越过 势阱. 有趣 
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的是，当1 + (.8 m \ U 0 \/ h 2 a ) = (2 n + I ) 2 时 ， D = 1 ,也就是说，当阱深 I (/。 I 具有 
适当數值时，在势阱上越过的粒子没有反射.这个结果还可从 （2) 式看出，当 s 为 
正整数时，该式中的 e - i 4 * 项不再存在. 

5. 设势能 f /(*) 当 1*1 » a 时迅速减小， a 是描写相互作用区域的一个特征 
尺度，求当 £— 0时透射系数趋于零的规律. 

解 ：在距 离满足 41 x 1 <<1 的区域，可将薛定谔方程中的能量£■略去，如果同 
时 1*1 >> a ，則连势能也可略去，这时薛定谔方程成为 


它的解可以写成 


* <0时 tji = a , + b x x 

*>0时 ilt = a 1 + b 2 x ( * ) 

在距离为处解此方程可得出 a ,6, 和仏 的关系，这个关系是线性的，并具 
有下列形式 


a , = pa 2 + fib 2 , b , = ua 2 + rb 2 (2) 

系教和 7" 都是实的，并且与能量无关，因为薛定谔方程中已无能量.① （1) 
式的解应该与函数 （25 •丨 ），（25. 2)按*的幂展开式的前两项相一致，即 
a , =1 + B , b , = iA :( 1 - B ) , a 2 = A , b 2 = ikA 
将这些关系代入 （2) 式，并当 A 小时解出 七得 

A ^2 ik/v 


由此得 




于是得，透射系数与粒子的能量成正比地趋于零.在上面例题2和例题4的例子 
中，这个一般的规律显然是满足的. 


① ih 于槪 率流是常数.这四个系数满足下列 关系: pr - MI « = i 


第四章 

角动量 


§26角动置 


§ 15中推导动量守恒定律的时候，我们利用了多粒子封闭系统的空间均匀 
性.除了这种均匀性以外，空间还具有各向 同性： 所有的空间方向都是等价的.因 
此当整个系统绕任意轴转过任意角以后，该封闭系统的哈密顿量不会改变.这一 
条件，只要对任意的无限小旋转而言能够满足，就足够了. 

令知> 为无限小旋转矢量，它的长度等于转角知，它的方向沿着转轴.粒子 
的径矢量 I "。经过这种旋转后的改变量等于 


Sr a =8 tpy . r a 

于是，一个任意函数 ( Mr , ，/" 2 ，…） 就被变换成下列 函数： 

• Hr , + Sr t , r 2 +5 r 3 ,•••) , r 2 , — ) + ^ Sr a - ▽。必 = 

a 

Kh , r 2 , — ) + ^ S < pxr . • ▽> = 


= (1+ S 栌 . Z 厂 。 x ▽„ ) 屮 (/■, , r 2 ，…) • 


其中的表式 


1 + 5妒.^ »■„ x V „ 

a 

可以看作“无限小旋转”算符.无限小旋转不改变系统的哈密顿最这一事实，可 


以用“旋转算符”与#算符的可对易性来表述（见 §15) .由于单位算符与任意算 
符都对易，而 Sp 是一个恒矢量，这个可对易条件就可以化成 

( r a XV „) W - W ( ^ »•. xV . ) =0, (26.1) 

这个式子表述了某种守恒律. 

一个封闭系统由于空间各向同性而导致的守恒量，就是该系统的角动置 
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(见《力学》 §9) •因此算符 I /■,. X V 。除了一个常因子外必须正好对应于该系 
统的总角动量，而求和式中的每—项 x ▽- 对应于一个个别粒子的角动量. 

这个比例系数应该等于- ift ; 因为这样一来，单粒子的角动量表式变成 
-ifcrxV = rx >, 正好对应于经典表式•今后，我们总是用 ft 作为角动量的 

t 度单位.这样定义的单粒子角动童算符，我们用 7 '表示之，整个系统的角动量算 
符，则用£表示之•因而单粒子角动量的算符可表为 

hi =r xp = -ihrxV (26.2) 

其分 量式: 

处于外场中的一个系统的角动量—般讲来是不守恒的•但如该场具有某种 
对称性，则角动量仍有守恒的可能.例如，在一有心力场中的系统，自力心引出的 
各个空间方向都是等价的.故相对于力心而言的角动量将是守恒的 • 同理，在具 
有轴对称性的外场中，沿该对称轴的角动童分董将是守恒的.所有这些在经典力 
学中成立的守恒律，在量子力学中也同样成立 ■ 

对角动量不守恒的系统来讲，定态中没有确定的角动量值_在这样的情形 
下，我们感兴趣的往往是角动量在所给定态中的平均值•很容易证明，在任一非 
简并的定态中，角动量的平均值等于零•因为，当时间反号后能量保持不变，由于 
所给能级只有一个定态，故 < 变成后，该系统的态必将保持不变.这就意味着 
所有各缳的平均值特别是角动量的平均值也将保持不变•但是当时间变号时，角 
动量也要随之变号，我们就有 Z = - Z , 从而得 Z =0. 如果从平均值的数学定义出 
发，把 Z 看作的积分，也能得到同样的 结论. 非简并态的波函数都是实函 
数（见§ 18末尾）•故下列表式是一个纯虚量： 

L= -ife ||/»( ^ r o x V a ) i/fdqr , 

可是 Z ： 必须是实量，显然有 Z = o . 

现在来推导角动量算符和坐标算符以及和动量算符的各种对易关系.借助 
于 （16. 2) 式，我们很易求得 

[/,,*] =o, [i,,y] =u, [/,, 2 ] = -»r. 

[i r ,y] =0, [i r ,z] = ix, [i r ,x] = -u, ( 26 . 3 ) 

[i,,z] =0, [/,,*] =iy, [/ t ,y] = - ix. 


例如 


Ij - y 1, =(\/h)(yp,- 2 p y )y-y(yp,- z P,)( Wfi ) = 
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= -(*// i )[ p r , y ] = u . 

(26.3) 诸式可以并写成下列张量形式 

[/,,**] = ie lil x l , (26.4) 

其中的是一个三秩反对称单位张置①，而/是一个登标，它在同一项中出现两 
次，即表示对该下标求和. 

同样，容易证明，角动量算符和动量算符之间也满足完全类似的对易关 
系式： 


[/,, p 4 ] = (26.5) 

利用这些公式，容易求出算符间的对易关系.例如 
^0, L) = ' l A z p. -xp,) -Up, -xp M )i % = 

=( i,z - z /, )p, - x ( i, -p t i x )= 

=-\y p x +ix p y =ihl,. 

由此有 

K] =H 乙 ] =i/ y ,[/.,/ r ] =i/,. (26.6) 

或 

=iej,. (26.7) 

系统的总角动 M 算符之， Z ，， Z , 之间也满足同样的关系式.这是因为不同粒子的 
角动最算符是彼此对易的，例如 

X l -r Z Z ~ ~ Z Z - Z ^ = Z 0.,l a ,-lj.y) =» X /A -' 

m a a a a a 

故 

[] = i . [K] = iZ , ， [ U r ] = i L,. (26.8) 

(26_ 8) 式表明角动董的三个分量不能同时具有定值 （除非 这三个分量同时等于 
零，见后）•从这一点来讲，角动量和动贵具有基本的区别，动量的三个分量是可 
以同时具有定值的. 

从等算符出发，我们可以组成角动最矢量的模1平方算符，并用 


①•秩反对称弟位张也称为单位轴张鼉> 的定义为分* =丨且对三个下坏全郎反对称 
的一个张 1. 它的27 个分* 中 . W . 然只宥6个分量不等于莩•这 6 个分1的下标等于丨 ，2. 3的*种 
W 换.如以从丨 ，2.3 出发对调俩败次以后得到1 换， >,/• 则该分》等于 + 丨.如*这种对调次数为奇 
数.则该分1等于 -1. W 然有 

e iU e iim =^lm- e M e Od =6 

两个矢的矢积4 X fl = C 的分鼠'岈以通过■^张 ft 表为 

c i 



表 示之: 
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t = L \^ L \ + L ). (26.9) 

这个算符和 i . j ,, A 等算符分别 对易： 

[ L \ L ,] =0, [ L \ L y ] =0, [ L \ L .] =0. (26.10) 

例如，应用 （26. 8) 式，我们有 

[£] ， Z:] =Z,[K] +[K]£.= 

= - HL , L r + L r £,), 


[£*,£,] = Ki . L r + L r L,) t 
[L\,L.] = 0 . 


以上三式相加，可得 [ f , 乙] =0 .从物理上来讲 ，（26. 10) 式表明了角动量的平 
方（即其绝对值）可以和它的一个分量同时具有定值 • 

为方便计，通常用下列复组合量代替乙和 t 算符： 

L ^ L x + iL r , L .= L ,-\ L y . (26.11) 

应用 （26.8) 式进行直接计算后，很易证明下列对易 关系： 

[ L ,, L .]=2 L „ [£,,£♦]=£♦, [ L ., L .] = -L. (26.12) 

不难验证 

t = L , L . +£:-£. = £乂 + L ] + L ,. (26.13) 

M 后，我们来写出常用的单粒子角动量算符在球坐标中的表达式.按照通常 


方式引进球坐标 

x = rsin dcos ( p , y = rsin ^sin < p , z = rcos 0 , 
经过简单计算后，可得下列表式： 


=叫 


. d 

= ~ l ^<p 9 

± — + icol 0 ) 

30 dtp I 


代人 （26. 13) 式中，得下列形式的单粒子角动量平方算符 •• 

/ ' 2 = _ [^ki Y+ ^^( sin ^)l' 

要注意的是，上式除了一个相乘因子外就是拉普拉斯算符的角部 • 


(26.14) 

(26.15) 

(26.16) 
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为了求出单粒子角动量沿某一方向的分最的本征值，最好把该分景所沿的 
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方向取作极轴，并在球坐标系中表出该算符.根据 （26. 14) 式，方程/'屮 
作 

=1 冲可写 

- d<p = 1 本 

其解为 

<P=Ar,0)e'^, 

(27.1) 

其中的是 r 和0的任意函数•为了使必函数是单值函数起见，它对 p 而言 
必须具有周期性，其周期为 2 tt . 由此得① 

l,=m, 其中 m =0, ± 1, ±2,…. 

(27.2) 

因此本征值是一些正负整数，零也包括在内算符的本征函数依赖 于心这 
个依赖于 P 的因子可写作 

由■⑷ =(2ir)-+e—. 

这种函数已按下式归 一化： 

(27.3) 

J o 0)0)# =5„„.. 

系统总角动量 z 分量的本征值显然也等于一些正负 整数： 

(27.4) 

L,=M, 其中 W =0, ±1, ±2,…. 

(27.5) 


(这是因为匕算符等于相互对易的单粒子算符/,之和 .） 


由于 z 轴所取的方向并无任何特殊性，显然对乂，或对角动 敏沿任 一方向 
的分量来讲.也能得同样 结论； 亦即它们只能取整数值.这个结论粗看起来似乎 
有些不大合理，特别是我们把它应用到两个靠得无限近的方向上的时候.但在实 

际上我们必须记住 匕 算符的唯一共同本征函数只能对应于下列本 征值： 

L, =L r =L, =0 ； 

这种情形下的角动 量矢置 等于零，从而沿任一方向的投影也都等于零.本征值 

中只要有一个不等于零，算符就没有共同本征函数.换句话 
说，不存在这样的态，该态中两个或三个沿不同方向的角动量分量算符可以同时 
具有（不全等于零的）定值，因此我们只能谈到其中的一个分量为整数. 

—个系统的各种定态之间的差别，仅在于 M 值不同的那些定态具有相同的 
能量值；这是根据 z 轴方向毫无特殊性这样一种一般考虑得知的.因此，角动置 
守恒（并不等于零）的系统，它的那些能级总是简并的②. 


① 角动量分積的本征值按习惯用 m 来标志，它和粒子的 质堉采 用相同的记号.然而在实际 上不会 
导致混淆. 

② 这是 S 10中提到过的一个 荇遍定 理的特殊情形，该定理指出.如果存在两个或两个以 h 的守柄 
t 它们的算符并不柑互对易.那么能级是简并的.现在的三个角动*分最就是这样的 St . 
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现在来求角动愤平方的本征值.我们只从对易关系 （26. 8) 式出发，看一看 
怎样求出这些本征值.令为某一简并能级中&值相同但 M 值不同的那些定 
态波函数®. 

首先，由于轴的两个方向在物理上是等价的，对每个正值 IMI, 就有 
一 个对应的负值 - IA/I. 令 L (正整数或零）为 L 2 给定后 IMI 的 最大可 能值. 

这一上限的存在，是由于 P 代表正物理量 C + C 的算符，它的本 

征值不可能是负的. 

把 4 Z , 算符作用在乙的本征函数〜上，应用 （26. 12) 式的对易关系 [ Z ,， 
L t ] = ±£•，可得 

L , L t > J/ u = ( M ± l ) L ,(/ f (l . (27.6) 

由此可见函数相当于4值等于 M ± i 的本征函数（除开一个归一化常数 
外）； 我们可写作 

<^♦1 =常数 (27.7) 

=常数 x^-iAv 

如果在第一式中令，则必须有下列恒 等式： 

LAl =0, (27.8) 

因为根据定义 A / > [的态 是不存 在的. 把 L 算符作用于上式，并利用 （26. 13) 
式，可得 

= ( 尤 2 -( 2 ~ ^,)^1 =°- 

但由于是 f 和4算符的共同本征函数，我们有 

L 2 f/f L = 上'中 L = L 2 iIi l ,L,iIi l =Z^ l , 

故由前式可得 

L 2 =L(L + l). (27.9) 

(27. 9) 式确定了欲求的角动景平方本 征值; i 可以取所有的正整数值，包括 
零在内.对给定的一个 i 值而言，角动量分量 M = M 可以采取以下的各种 数值： 
M = L,L-\ , ~L, (27. 10) 


① 这里已假定不存在附加简并.这种附加简并会使角动*平方值不同的态具有相 1-1 的能量值.这 
样的假定.对离敢«而言是成立的（库仑场中所谓的偶然简并 除外； 见 5 36) ，对连续进而言一般并不成 
立.可是.即使有这样的附加简并存在的时候，我们总可以选取这样一套本征函数，这套本征函数所描述 
的各个态中 G 具冇各种定值，从而蚜以再从中选出一碑状态，它们具有相同的£■值和相同的 t 3 值.这一 
V 实的可 能性，从数学上来讲.是由于一绀对易算符的矩阵总能同时对角化.为简申计.我们下面不考虑 
这杵附加简并.因为根据 . h 述珲由 ，所得的结论 实际上 是和有无附加简并的假定无关的. 
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总共有 2 L + 1 个不同的值.因此，角 动设为 I 的能级具有 （2 L + 1) 重 简并； 通常 
称为角动最方向上的简并•角动嫩/-=0(当三个分景全都为零时）的态并不简 
并，这种态的波函数是球对称的，这是因为在任意无限小转动下，改变此时 
为零. 

为简便计，我们按习惯常称一个系统的“角动为 L , 其含义是指角动狱的 
平方值等于/ ■(/• + 1); 角动蛩的2分量通常就叫做“角动量分量”. 

对单粒子角动量而言 （27. 9〉式可写成 

I 2 =/(/ + 1). (27.11) 

我们用小写的/代表单个粒子的角动量. 

现在来计算 i , 和' 在一个表象中的矩阵元，这个表象中的能最以及 L 2 和 

K 都是对角的 （1926 年，玻恩，海森伯，约当）.首先，我们注意到，由于 Z , 和/；，算 
符与 A 算符分别对易，它们的矩阵对能量而言呈对角形式，也就是说，对具有不 
同能最值（以及不同角动最值 i ) 的那些态而言，这些态之间的跃迁矩阵元全都 
等于零.因此，我们只需考虑同一简并能级中具有不同 M 值的那些态之间的跃 
迁矩阵元就可以了. 

由 （27.7) 式可知，算符的矩阵中只有 M - l — Af 的跃迁矩阵元才不等于 

零，而在算符之的矩阵中只有 M-*M - 1的跃迁矩阵元不等于零•考虑到这一点 
以后，我们在 （26. 13 ) 式的两边各取对角矩阵元，可得 ® 

注意到算符都是厄米的， 

<W -1 IL. \M) = (M\L t \M-l)' 

我们可以把前式改写成下列 形式： 

\{M\L. =L(L + l) -M(M -l) = 

= (L-M + l)(L + M), 

所以② 

{M\L t \M-\) ={M - WL. \M )= 

= y/(L + M)(L-M + 1) . (27.12) 

因而对和 i ， 本身来讲,不等于零的矩阵元为 


① 为简便计.我们往往在矩阵元的 i 己号中略去一些指标（包括指 feift 内） .这些所略指标对该 Hi 
阵而 3是对角的. 

② 此式中 根号的 所选的符兮，与角动量本征函数屮所选的相位 IH 子一致. 
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{ M \ L ,\ M -\) =( M -\\ L % \ M ) 


{ M \ L ,\ M -\) = - { M -\\ L y \ M )= 


(27. 13) 


=-yi / { LVM ){ L-M 

久和矩阵中的对角元都等 于零. 由于对角矩阵元代表该量在有关态中的 
平均值，从而在 /-, 具有定值的态中，平均值 Z , 和 Z , 都等 于零. 由此可知，如果角 
动量分量在空间某一指定方向具有定值,则矢最 Z 本身也沿该 方向. 

§28角动量的本征函数 

当/和 m 的数值事先给定后，一个粒子的波函数并未完全 确定. 这是因为以 
上两量的算符在球坐标表式中只含0和 * 角，从这一点可以看岀它们的本征函 
数中可含一个依赖于/•的任意因子.我们现在只考虑该波函数中表征角动量本 
征函数的那个角部因子.把它记作具有下列归一化条件： 

\ ly ， J 2 do = 1 , 

其中 do = sin ddOdtp 为立体角元. 

我们以后将看到，在求解和算符的共同本征函数问题中，允许把变量 0 
和 V 分离开来，把这个函数写成下列 形式： 

yu =< t > J < p ) S lm (8), (28.1) 

其中的 <?„•( 幻为算符的本征函数，已由 （27. 3) 式给出•由于少■函数已按 
(27. 4 )式的条件归一化，因而 <9,„函数的归一化条件应该是 

J l @,„ l ： sin 0d0 = 1. (28. 2) 

/或 m 值不同的 L 函数是自动正 交的： 

f n f n y,:y— 0dffd v = s u .s nm . , (28.3) 

因为它们是对应于不同本征值的角动鼠算符的本征函数.这组函数本身 
是相互正交的 [ 见（27. 4 )式]，因为它们是算符的不同的本征函数，对应于该 
算符的不同本征值 m . 衫,„_(0)这组函数本身并不是任何角动量算符的本征函 
数； 根据 （2 S .3) 式，它们对不同的/而言是相互正交的，但对不同的 m 而言并不 
正交. 

计算所求函数的最直接方法是把 P 算符写为球坐标如表式 （26. 16), 直接 
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求解它的本征函数.方程式 /'V =/ 2 於成为 

4^^(sin^) + -V^ +Z (/ + I)(A=0 . 

sin 0 36 \ d0 I sin 0 d(p^ 

把 （28. 1) 形 式的必 代人上式，可得 ©,„ 函数的方程式 

▲去 H n 令)-基 0 ，- +/(Z + 1)0 '" =O . (28 . 4 ) 

这个方程在球谐函数论中是熟知的.当 Iml 为正整数时，上式具有满足 
单值条件和有限条件的解，与上节用矩阵方法求得的角动量本征值 相一致 .它所 
对应的解称为连带勒让德多项式 P ；( co S 0)( 见数学附录§ c ) •应用归一化条件 
(28. 2), 得到① 

0, J 0) - iyi ' Ji ^^ LLzJ^ P：(cos0h (28.5) 

上式中已经假定了 •当 m 为负值时，我们采用定义 

<9,.-.-, =( - I )"®,.,.,, (28.6) 

换句话说， （28. 5) 式中去掉（ -1)" 因子并把 m 改成 Iml 后即得 m <0 的 ©,„• 

由此可知，角动最本征函数在数学上就是用特殊方式归一化以后的球谐函 
数. 为参考计，我们写出上述定义下的完整 表式： 

Y M<p) = ( -f 段 {f^jjP ； -'(cos,)e- . (28.7) 

特别是 

Y m = '* ^^^- p i ( co 8 0) , (28. 8) 

显然， m 值反号的两个函数，存在下列关系： 

(- l ) ( - Y ,. m = Y ；. (28.9) 

当/ =0( 从而有 m =0) 时，球谐函数变成一个常数•换句话说，角动量等于 
零的粒子态波函数只依赖于~亦即具有球对称性，这和§27中的一般论述是一 
致的. 

当 m 值给定以后，/可从 Iml 开始依次地等于/ 2 的各个递增本 征值. 根据本 
征函数的一般零点原理（ §21), 我们可以导出这样的结论 ，©, m 函数对&|个 
不同的0角而言可以等 于零； 换句话说，它以球面上的 /- | m | 条“纬线 "为节线. 


①归一化条件当然不能确定相位因子的选择方式.我们在本书中采用 （28.5 > 式的定义.从粹遍的 
角动鼉相加理论看来 M 为自然.它和一般采用的定义相荐一个 〆 因子.上述选法的优点.参考 §60. §〗06 
和§ 107中的附注即能明白. 



如果整个角部函数中的， _ 因子用实因子 cosmp 或 sinm ^ p 来代替①，它还具有 
Iml 条“经线” 节线； 从而节线总数等于 /. 

最后，我们来看一下怎样用矩阵方法算出函数.它和§23中计算振子波 
函数时所采用的做法类似.从 （27. 8) 式=0出发，应用 （26. 15) 式的^ .算 
符，并把它作用在下列函 数上： 


可得0,,的方程式 


Y„=-=e ife 0„(e), 

v2tt 


= 0 , 


因而 <9„ =常数 X Sin '0. 应用归一化条件求出此常数后，得 

其次，应用 （27. 12) 式，我们有 

Y (mtI = (/. = ^( l - m)U + m + \) Y lm . 

重复应用此式，得 


1(1 - m ) ! _ 1 /I \|-»y 

(^-)i ,n "/(27yT } u . 


采用 （26. 15) 式的/胃算符，易于把上式右边计算出来，我们有 


- [/(0) e —] = —5—(/ sin "0). 


重复应用此式，得 




应用上式以及 （28. 10) 式的0„,最后可得 


e lm (0) 


l + \ (l + m )\ 1_ d 1- " 

丁 (/- m )!2' Z ! sin ™0 (dcos 0) 1 


(28.10) 


- ain 2, 0. 


(28.11) 


此式和 （28.5) 式相同. 

§29 矢置的矩阵元 

我们再来考虑一个多粒子封闭系统②;设/为标志该系统的任一标量物理 


① 这种函数所对应的态中没有确定的/,值.但可以具有概率相等的* "■值 . 

② 本节所有的结论，对有心力场中的一个粒子也是成 i 的（一般来讲，对总角动*守恒的系统也是 
成立的）. 
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1,对应于这个 tt 的算符为 /. 任一标1对该系统的坐标系旋转而言是不变的.因 

此标量算符/经过旋转变换后保持不变， B 卩/与旋转算符相对易.我们知道，除开 
一个常因子外，无限小旋转算符等于角动量算符，故有 

\ f , L \ =0 (29.1) 

根据/和角动量算符的可对易性可知，在 L 2 和为对角的表象中,/矩阵对 
下标/ • Af 而言也是对角的•再则 ， M 仅决定于系统和坐标轴的相对取向 ，一 个标 
t 的值是和这个取向无关的，因此我们可以说，矩阵元 U '^ WI / lniAO 是和 W 值 
无关的巧暂时代表除 i 和 M 外确定系统状态的所有量子数.上述论断可以根据 

算符的可对易性形式地得到 证明： 

fL , - LJ =0. (29.2) 

把上式的 + \ 的跃迁矩阵元写出来 •考虑 到£+算符只有一个 
L , M -* n , L.M + l 矩阵元不等于零，可得 

( n ' , L,M + \\ f \ n , L,M + \)( n , L,M + l \ L t \ n , L , M )= 

= ( n ' , L,M + l \ L t \ n ', L , M )( n ', L , M \ f \ n , L , M ) 

由于 i . 的矩阵元与指标 n 无关，我们有 

{ n ' , L,M + \\ f \ n , L,M + \) = ( n ' , L , M \ f \ n , L , M ) (29.3) 

可见 M 值不同（其它指标相同）的所有〈^,/<,财1/1/ 1 ，140是相等的. 

如果把上述结论应用到哈密顿量本身上来，就可得出早先的结论，即定态的 
能镇和 M 无关，也就是说，能级具有 （2 L + 1) 重简并. 

其次，设 <4为标志封闭系统的某一矢最物理*.当该系统的坐标系转动后 
(如为无限小旋转，即用角动 M 算符作用后），一个矢量的三个分量就变换成为 

它们之间的线性组合.因此，&算符和冷算符的对易结果，必然仍得到该矢敏的 
一些义分撗.确切的形式可以这样求出，只要注意到，在4为粒子径矢的特殊情 
形下，应该得到 （ 26. 4 ) 式.因此得出下列对易 关系： 

[ L „ A k ] =\ e M A ,. (29.4) 

这些对易式使我们有可能对人，>4,，火诸分釐的矩阵形式作出一系列的结 
论（玻恩，海森伯和约当 ，1926) .首先，我们可以求出对哪些跃迁矩阵元才可能 
不为零，也就是求出它们的选择定则.但是，我们不准备在这里进行这种冗长的 
计算，以后将会讲明（§ 107), 这些选择定则，实际上是一个矢量的一般变换性 
质的直接结果，根据变换性质，几乎无需计算，就可以把它求出来.在这里我们先 
不加证明，只给出这些选择定则. 

所有矢景分景的跃迁矩阵元，只有当角动量/ ■ 的改变值不超过1的时候才 




不等 于零； 即 


§29矢置的矩阵元 


L—L 或 L ±\. (29.5) 

此外还有一个附加的选择定则，它禁止两个/<=0的态之间的 跃迁； 这个附加定 
则，乃是角动量 i =0 的态具有完全的球对称性的直接结果 • 

对 角动量 投影值 M 而言,它的选择定则对矢量的不同分量具有不同的结果 • 
这就是说.改变 M 值的各种跃迁矩阵元中，只有下列跃迁矩阵元有可能不等于零： 
对 <4 . =>4^ + \ A y M—*M + 1,« 

MA .= A ,- iA r - 1, (29.6) 

对 /!, M — M . J 

此外，还有可能求出矢量矩阵元依赖于景子数 W 的一般 公式. 这是一些经 
常用到的重要公式，我们不加证明地把它写出来，它们实际上是§ 107中求得的 
(关于任意张量的）某些更普遍公式的特殊情形. 

不等于零的4,矩阵元由下列公式 给出： 


( n ' LM \ A ,\ nLM ) = 


M 


v / L (/. + l )(2 Z . + l ) 


( n'L || nL ), 


<n'LM\A,\n,L-\,M) = J 丨⑷ 卜 ， n 

(n' ,L-\ ,M\A,\nLM) = 


L 2 - M 2 


( n ', L-l M || nL ). 


(29.7) 


：2 L -\)(2 L + l ) 

记号 〈 n ’ Z / || /I || nL 〉 称为约化矩阵元，不依赖于量子数 M ®. 这些矩阵元有下列 
关系： 

( n ' L ' \\A || nL ) =(nL \\ A || n ' L ') * , (29.8) 


这可直接根据算符 < 的厄米性得岀. 

<4 _和夂的矩阵元也可由约化矩阵元确定」 - 的非零矩阵元为 


W,L,M-UA^nLM) =^ <n'L ⑷卜 L 〉 ， 

(心 =7 ( L (2 L M - V ) ) (2 L ：- TT< n，L !⑷卜，乙 _ 1 >， 

( n ', L -\, M -\\ A . \ nLM ) = ~ ，L ' * 11 ^ 11 nL) ' 


(29.9) 


① （29.7) 和 （29. 9) 中出现的 依輳于 t 的分母是和 8 107 中采用的一般记号一致的.写出这*分母 
的方便之处.珂从 <29. 12) 式（两个矢*的标积矩 阵元） 采取简单的形式看出来. 

约化 》•: 阵元的符号 fl . 有®体性.不供矩阵元符号那样可以分开理解[见 ni 口>式后的说明]. 
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的矩阵元无需 再写： 由于次和欠是实最，我们有 

( n ' L ' M '\ A . \ nLM ) = ( nLM\A _\ n ' L ' M ') m . (29.10) 

还有一个公式，用约化矩阵元表出两个矢量 4 和 B 的标积4 • 的矩阵 
元.如把算符4 B 写成下列形式，可以简捷地导出 

A • B = y ( i . s _ + Aj t ) + Aj r (29.11) 

矩阵 A • fl (和任一个标量一样）对 i 和 M 是对角的.应用公式（29. 7 )— 
(29.9)，可算出下列 结果： 

( n ' LM\A - B \ nLM ) =^y g < n，L H A H ^ L ") { n " L n || B || nL ), 

(29.12) 

式中 L " 取值 i ， L ± l . 

为参考计，我们给出矢量 L 的约化矩阵元本身，比较 （29. 9) 和 （27. 12) 式， 
得 


{L II L\\D = VUL + l )( 2 L + l ) , 1 (29 13) 

〈 i -1 || Z ,|| L ) =( L \\ L \\ L -\) =0. J 

应用中经常碰到的一个量是粒子径矢的单位矢量它的约化矩阵元可以 
通过例如 n , =cos 0对 m =0 的角动量分量的矩阵元求 出来； 


〈/ - 1 ，0 ln , I / O ) = J o cos0 • @, 0 sin 0d0 
已由 （28. 11) 式给出.上式积分后，得① 


(/- 1 ,0 In , I / O ) 


_ iZ _ 

y(2/-i)(2/+lT 


/- z 的跃迁矩阵元均为零[和单粒子的任一极矢景一样，见后面 （30. 8) 式].和 
(29. 7) 式比较后，得到 


(/-I Il » ll 0 = -</|| n || Z - l > =4. 

0 II « II D =0. 

习 题 


(29.14) 


把张量 W - y 5 it ( n 是沿粒子径矢方向的单位矢量）对角动量绝对值给定 

为 /( 但其方向即 Z , 不确定）的态平均化，求其结果. 

解：所 求的张量平均值仍为算符，这种算符可以只通过/算符来表述•其形 


①对 dco »0 进行 <-丨次分部 积分； 此类积分的一般公式为 （107.14) 式. 



式为 


§30态的宇称 


n i n t. - = a [ /, l t + l k I. - y5 u /( / + 1) j ; 

这是由 / 的分量所能组成的其迹为零的二秩对称张量的最一般形式.为了求出常 
数 a ，上式可左乘 ( 并右乘/\(并对I•和 A 求 和）. 由于 "和 a / = 相垂直，故 

n, ( = 0 (i 为叠标）.乘积 /'. Z •，乂 /' = ( 尸 ） 2 可用本征值 Z 2 ( / + 1 ) 2 代替，乘积 ( / 4 
可用 （26. 7) 式变换成下列形式： 

ILIL =(/ 2 ) 2 - yej, ( = 

=(/ 2 ) 2 +^-«^„./：/„=(/ 3 ) 2 -/ 2 =/ 2 (/ + 1 )*-/(/ + !) 

(其中我们应用了 e, w e nl , =25,„).经过简单整理后，得下列结果： 

_ - 1 
a = (2/-l)(2/ + 3) - 


§30态的宇称 

除了坐标系的平移和旋转不变性分别代表空间的均勻性和各向同性以外， 
还有一种变换可使一个封闭系统的哈密顿量保持不变•这种变换称为反演变换. 
它由所有坐标的同时变号所组成，亦即把每个坐标轴 反向； 右手坐标系变成左手 
坐标系，或者 反之. 哈密顿量在这种变换下的不变性代表空间的镜向反射对称 
性①•经典力学中，哈密顿函数对空间反演的不变性并不导致守恒律，量子力学 
中情况则有所不同. 

我们用符号卢（因“宇称”的英文是 “Parity") 代表一个反演算符，它作用在波 
函数上的效果是使坐标 变号： 

P^(r) =^( -r). (30. 1) 

容易求出这个算符的本征值 P, 它由下式 确定： 

P^r(r) =P^(r). (30.2) 

我们注意到，把反演算符连用两次，等于一个恒等 变换： 函数的宗量没有变化.换 
句话说，我们有户即户 2 =丨，故 

± 1. (30.3) 

因此，反演算符的本征函数用卢作用后，或者根本不变，或者变一符号.第一种情 
况下，波函数（及其相应的态）称为偶的，第二种情况下则称为奇的. 


①处于有心力场中的一个多粒子系统•它的哈密顿*对力心也有反演不变性. 
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哈密顿1反演变换下的不变性（亦即算符々和/ 1 对易）代表了宇称守恒定律： 
如果一个封闭系统的态具有确定的宇称（它是偶的或奇的），这个宇称在随后的 
时刻中保持不变①. 

角动量算符在反演变换下也是不变的，坐标以及对坐标微商的算符都变号， 
结果使算符 （26. 2) 保持不变.换句话说，反演算符和角动墩算符对易，这意味 
着，一个系统可以在具有确定的宇称的同时，具有确定的角动量 i 和确定的角动 
量分董％所有那些只有 A / 值不同的态都有相同的 宇称； 因为一个封闭系统的 

性质和它的空间取向无关，这可从对易式=0出发加以证明，其方法 
和 （29. 2) 到 （29. 3) 的推导方法相同. 

各种物理最的矩阵元具有一定的宇称选择定则.我们先来考虑标量.首先必 
须区分反演后保持不变的真标 M 和反演后变号的赝标量，后者例如一个轴矢量 

和一个 极矢量 的标积•一个真标量的算符/与户 对易； 由于这一点，如果 P 的矩阵 
是对角的，则矩阵/对宇称指标也是对角的，亦即除了 和 u -> u 的跃迁外矩 


阵元均为零 U 和“分别代表偶态和奇态）•对于赝标里算符，我们有卢/= - fP - 
算符^和/反对易.对客跃迁而言，此式的矩阵元为 PJ gt = -/„ P „ ，由于 
=丨，故/„ =0 . 同理可得 /•„ =0. 因此，贗标量矩阵中，只有改变宇称的那些跃 
迁矩阵元才不等 于零. 由此可知，标撖矩阵元的选择定则为 


真标量 g —* g , u —* u , 
赝标量 g -* u , u -* g . 


(30.4) 


这些定则也可从矩阵元定义出发直接导出•例如，我们来考虑积分 


= / 4>： /七和, 其中七 是偶函数,么是奇函数.如果/是真标景，当所有坐标 


变号时被积函数也随之 变号； 另一方面，积分是遍及整个空间的，不会因积分变 
量的更名而变化.因此，有人，=即/,,=0. 


我们可以类似地导出矢量的选择定则，此时必须记得，普通矢# (极矢量） 
反演时变号，而轴矢谓（例如角动鼠矢罱，它是 p 和 r 两个极矢铱的矢积）反演时 
不变号.求出的选择定则 如下： 

极矢量 g — M , U — 

轴矢最 g-*g,U-*U. J 

我们来确定角动 M 为/的单粒子态的宇称.反演变换 U -- 
_2)在球坐标中相当于下列 变换： 


(30.5) 


<y~* -r. 


① 为® 免误解.必须申明这是针对非相对论押论的•在相对论理论范围内，存在荇破坏宇称守悄的 
相互作用. 
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f—^r 9 0 —^tt - 0, (p—^ir + (p. (30. 6 ) 

粒子波函数和角度的关系，是由角 动量本 征函数 l 给出的，其中，除开一个这里 
并不重要的常数外，具有 P；(cos 的 形式. 当史被 TT +史代替后， e ""* 因子乘 

上了一个（ - 1)"，而当 0 被 TT -0 代替后， P「（ C0S 0) 变成 /7( - cos 0) = 
( -丨 ） l _ m /7( co S 0) .因此整个函数等于原函数乘以 （ -丨^ (和 m 无关，与以前所 
讲的一致），这就是说,/值为给定的态中，其宇称为 

p = (- l )’. (30.7) 

我们看到，凡是/为偶数的态都是偶态，/为奇数的态都是奇态. 

—个单粒子的矢摄物理量只有 /-*■/ 或/ ± 1的跃迁矩阵元才不等于零 
(§29) •记住这一点，再和矢量矩阵元的宇称改变问题联系起来，参照 （30. 7) 
式，可得如下的 结论: 一个单粒子的矢量矩阵元只有对下列跃迁才不等 于零： 


极矢量/^/±1；' 
轴矢敎 1 — 1 . 


(30.8) 


§31 角动置 的相加 

我们来考虑一个系统，它由相互作用很弱的两个部分组成.当把相互作用全 
部略去后，每一部分都能满足角动量守恒定律.整个系统的总角动量 L 可以看 
作是这两个部分的角动罱^,和 h 之和•在下一步近似中，考虑了弱的相互作用 
后, L , 和/^不再严格守恒，但是模 M 平方值的量子数心和心仍是“好的” M 子 
数，适合于对该系统的态进行近似描述•把角动量看作经典最，我们可以这样说， 
在这种近似中， L 和 M 只绕 L 方向旋转，它们的长度保持不变. 

对这样的系统，产生了角动量的“相加法则”问题 ：/•, 和 L 2 给定后 L 的可能 

值是什么？角动 W 分量的相加法则是很明显的 ：由于 Z ^ Zh +乙 ，可得 

M = M , + M ,. (31. 1) 

但对角动里平方算符，没有这样简单的关系，为了导出它们的“相加法则”，我们 
作如下的考虑. 

如果把 Lf , L ,,, 屯取作物理景的一个完全集合①,任一态可以由 L 、， l … 
M ,. M 2 四个值确定•当 L , 和4给定以后，和螞可以分别取 （2 L , +丨）个及 
(2 L : +丨）个不同的数值，因此共有 （2 L , +1)(2 L 2 + 丨）个不同的态具有相同的 
和 L 值.我们令^^/« 2 为这种表象中的状态波函数. 

如果不用以上四个簞，我们也可以拿 L \, L \, L \ L t 作为一个完全集_那么， 


①以上四个软与其它擞放在一起才能组成一个完全集.但是其它物理 t 在以下的讨论中不起作 
用，为表 述简申 汁，我们可以把它们完全略去，而把以上四个徵暂称为一个完全集. 
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每个态可以用四个值来标志（其相应的波函数我们记作当 
L, 和给定以后，必须和以前一样具有 （2 L , +1)(2 L 2 + 1) 个不同的态，也就是 
说，对给定的和 h 而言乂和 M 必须取 （2 L , +1)(2 L 2 +1) 对不同的数值.这 
些数值可以用下法确定. 

把各种可能的 A /, 和似 2 值相加起来，得到相应的各个 M 值，如下表 所示： 


M, 


M 


L 、 

L, 

L' 

+ l 2 

L' 


L, 

+ i 2 — 1 

-1 

^ J 



l 2 - 2 



L, -1 



+ L 2 -2 

尽 - 2 

4 1 




我们看到，对应于一个 P 态（这时有一对和対 2 值） . M 的最大可能值为 
M = L t + t 2 ,« A 态中 W 的最大可能值，也就是 L 的最大可能值，因而为 L + L 2 .其 
次, Mzi , +/. 2 -1 的 P 态有两个•因此，具有这种 M 值的</«态也一定有两个；其 
中一态的乙=乙， + L〆 以及 Af = L -1), 另一个态的 i = L , + L 2 -1( 以及 A / = i ). 
M=L, +~-2的史态有三个.这意味着，除了乙=乙， + L 2 ,L = L 1 + L 2 -1 这两个 
值外，还会 有 /^ i , + i 2 -2 这个值. 

继续分析下去值每减少1，具有给定 M 值的态数就增加丨.很易看出，上 
述情况会继续 下去. 直到 M 值等于 li , -LI 为止.当 M 值进一步减小时，态数就 
不再增加，仍等于 2 L 2 + 1(如果心矣/_,).这就表明，11 ( , - L 2 I 是 L 的最小可能 
值.因此，我们可以得出结论,£■，和值给定后，量子数 i 可以采取下列各种数 
值： 

L = L, +L ]f L, + L 2 -1，…， IL , -L 2 I, (31.2) 

这里一起有 2 i 2 +1 个不同的数值（假定 L 2 ^L,). 容易验证此时 L,M 这一对最 
子数的确可取（2钇 + 1)(2 L 2 + 1) 种不同的数值.要注意的是，如果我们不管 
2 L + 1 个不同的 M 值（对一个给定的 L ), 那么 ，（31.2) 中每一个可能的 i 值只对 
应于一个态. 

上述结果可以用“矢 量模型 ”直观地描述.如果令矢置 h 和 A 的长 度为& 
和乙 2 ,则 i 的可能值可以用和厂 2 矢最相加后所得的 L 矢最的整数长度表示 
之； 当 L , 和1 2 平行时，可得 A 的最大值 i , + i 2 ，当 L , 和1 2 反平行时，得最小值 
\L, -L 2 \. 
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在角动量及总角动最 △ 都具有定值的态中乂， • L ^ L . L"L ’ 以 
标积也都具有定值•这些定值很容易算出来.计算 L 时，我们令^ =式+ 

把它平方再移项后，得 

iL、• L，t _D 、 -L\. 

式右的算符用他们的本征值来代替，我们得到式左算符的本 征值： 

L , - L 2 =^-\ L(L + l ) - L y ( L l +1) - L 2 ( L 2 + l ) \ . (31.3) 

同理可得 

L • L , = yU(L + l ) +£.,(£., +1) - L 2 ( Z , 2 +1)}. (31.4) 

现在来求“宇称的相加法则 "•我 们知道，由两个独立部分所组成的一个系 
统，它的波函数屮等于这两个部分的波函数％和 A 的乘积.如果后两个波函 
数具有相同的宇称（即当所有坐标变号时它们同时变号，或同时不 变号） ，则整 
个系统的波函数显然是偶的.反之，如果少 ，和 A 的宇称相反，则少函数是奇 
的.这个说法可写成 

P = P x P t , (31.5) 

P 是整个系统的宇称， h 和 h 分别是子系统的宇称•这个法则当然可以立刻推 
广到由无相互作用的任意多个部分所组成的系统中去. 

特别是，如果我们考虑的是处于有心力场中的一个多粒子系统 （粒 子间的 

相互作用假定很弱），则整个系统的态的宇称[见（ 30 . 7 )]为 

P = ( - l 〉 11 *’ 2 (31.6) 

我们强调指出，上式幂数中只包含角动量 A 的代数和，一般来讲，它和角动量的 
“矢量和”.即该系统的总角动最 I 是很不一样的 • 

如果一个封闭系统（在内力作用下）发生分裂，它的总角动最和宇称都必须 
守恒.这些条件有可能使得一个系统的分裂因此成为不可能，尽管从能量角度看 
来这种分裂似乎是可能的 • 

例如，我们来考虑一个原子，处于角动量为 L =0 的偶态，并从能量角度看 
来，它有可能分裂成为一个自由电子和—个角动量为 L=0 并处于奇态的一个离 
子.但是很容易证明这样的分裂实际上是不可能的（或者说是禁 戒的） .这是因 
为，由于角动量守恒定律，这个自由电子的角动量也必须等于零，从而处于偶态 
[p = ( -1)。= +1]; 而离子+自由电子系统的态将为奇态，可是该原子的初态 
却是偶态. 



第五章 

有心力场中的运动 


§32有心力场中的运动 


铋子力学中两个相互作用粒子的运动问题，可以照经典力学中所做的那样， 
把它简化成为一个单粒子问题•按 f /( r ) 规律 （ r 为这两个粒子间的距离）相互作 
用着的两个粒子（质最分别为 m , , m 2 ) ,其哈密顿量呈以下形式： 

“ +U ⑺， ( 32 」） 

式中 A , 和 A 2 分别是 这两个 粒子坐标的拉普拉斯算符.我们引进新变量和 
代替粒子的径矢 r , 和/" 2: 


^ m . r . + m 2 r 2 

厂= 6-厂 m 及=- 7-^； (32.2) 

w , + m 2 

r 为两粒子距离矢量，而 I ?为质心的径矢•经过简单计算后，可得 

“ "2U ； l Vm I ) A *-^ A + i/(r) (32 ' 3) 

式中和 A 分别是对/?和 r 坐标的拉普拉斯算符， m , + 是该系统的总质 
M , 而 m = m j m 2 /( m l + m 2 ) 是约化 质置. 由此可见哈密顿量变成了两个独立部 
分之和.与此相应，我们可以把 <&(»■,, o 写成 W / OWr ) 的乘积形式，其中的 
中 （/?) 函数描述质心的运动（如同质量为 m , 的一个自由粒子），而屮（^)函 

数描述这 两个粒 子的相对运动[如同质量为 m 的一个粒子在有心力场 （/( r ) 中 
运动]. 

—个粒子在有心力场中运动时薛定谔方程具有下列形式： 

AiJ / +^[E - U ( r )]^, =0. (32.4) 

采用拉普拉斯算符在球坐标中的熟知表式，我们可以把上式写成 
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7Tr( r2 ^) ++ [丄盖 HO + ^01 + 

+ ^[£- f /( r )]^=0. (32.5) 

如果在式中引人 （26. 16) 式的角动童平方算符/ 2 ,可得① 

基[-★会(1)4+仍 (32 - 6) 

在有心力场中运动时，角动最是守 恒的. 我们来考虑角动量/及其分最 m 都 
有定值的那些定态•这两个值确定了波函数的 角部. 因此我们要找的 （32. 6) 式 
之解具有下列 形式： 

ip = R ( r ) Y lm (0,< p ) , (32.1) 

式中的 ）^(0#) 是球谐函数. 

由于户 = Z(Z + 1) ,我们得到径向函数 《( r ) 的方 程式： 

•4 ■ 去 (r 2 蘩） - lU y ) R + ^[E-U(r)]R=0. (32.8) 

上式根本不包含数值 Z , = m , 这与能级对角动量方向的简并度为 （2/ +丨）是一致 
的，这一点我们已经熟悉- 

我们来研究波函数的 径部. 作下列变换 

R ( r ) =^-, (32.9) 

T 

(32. 8) 式变成下列 形式： 

^4+ ^( E - U ) - lU y ^ ] X =0 (32.10) 

如果势场 t /( r > 处处有限，波函数必在整个空间也必须处处有限，包括原点在内， 
从而其径部扒/0也必处处有限•根据这一点在 r =0 处必须等 于零： 

尤（ 0) =0. (32.11) 

如果 r — 0 时势场趋向无穷大，上述条件实际上还是成立的（见 §35). 

(32. 10) 式在形式上等同于具有下列势场的一维运动薛定谔 方程： 

( D 如果引人动《的径向分*算符它的形状为 

则哈密顿敢就可以写成下列 形式： 

+A 2 l 2 /r 2 ) ♦U(r), 

2 m 

这和经典哈密顿函数的球坐标形式完全相同. 
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U ,( r ) = U ( r ) + 


l(l + \) 

2 m r 2 


(32.12) 


它是势能叭 r ) 与下式 之和： 


h 2 l(l + l ) 


h 2 e 

2 m r ' 


这个表式可以称为离心能.由此可见，有心力场中的运动问题，可以归结为运动 
区域在一端受限制的（「=0处的边界条件）一个一维运动问题1函数的归一化 
条件也是“一维”的，由下列积分 确定： 

J I R 1 2 r J dr = j 1^1 2 dr . 

—端受限的一维运动，其能级是非简并的 （§21) .因此我们可以这样说，如 
果能 S 已经给定，则 （32. 10) 式之解，亦即波函数的径部，就被完全确定.如果还 
记得这个波函数的角部已由/和 m 值完全确定，我们就得到这样的结论，对有心 
力场中的运动讲来，它的波函数可以由£,/和 m 三个数值完全确定.换句话说， 
对这样的运动讲来，能量，角动量的平方以及角动最的 z 分置这三个量组成物理 
量的一个完全集. 

有心力场中的运动问题归结为一维问题后，使我们有可能应用振荡定理 
(见 §21) .我们把具有给定/值的各个能量本征值（离散谱）按递增次序加以排 
列，给予编号令最低能级的编号为\ =0.则 n , 确定了波函数的径部在 r 的 
有限值域内所具有的节点数 （ r = o 点除外） ./«, 称为径董子数.对有心力场中的 
运动讲来, Z 常常称为角置子数 ，/ n 则称 为磁量 子数. 

对于角动量/值不同的各种粒子态，有一套常用 符号； 用下列拉丁字母 
标志： 


/ = 


(32. 13) 


运动于有心力场中的一个粒子，它的基态总是 s 态； 因为如果/#0,则波函 
数的角部一定具有节点，但是基态波函数根本不存在节点.我们还可以断言 ，/ 
给定后，能量的最小可能值随/增加.因为角动量的存在使哈密顿量中多出一个 
正项 ft*/(Z + l )/2 mz ■'这一项是随/增加的_ 

现在来找径函数在原点附近的 形状. 此处我们假定 

UmU ( r ) r 2 =0. (32.14) 

r-.0 

我们把 /?( r ) 表成「的幂级数，当/•很小时只保留该级数的 首项； 换句话说，我们 
把 《( r ) 表成 K =常数 x 〆 的形式.把它代入下列方 程中： 


(/ + 1 )«= 0 , 
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这个式子是由 （32.8) 式乘以 r 2 后再取极限 r — O 得到的，结果得 


«=/或5 = - (Z + 1 ). 

s = -U + 1) 这个解不满足必要 条件; r =0 时它变成无穷大（注意 z >0). 因此只 
留下 s = Z 这个解，也就是说，具有给定/值的状态波函数在原点附近和 r '成正 
比： 

常数 xA (32. 15) 

粒子与原点的距离在 r 和 r + dr 范围内的概率由 r 2 l « l 3 确定，因而和 f u 成正 
比. 可见/值愈大，这个概率在原点愈快地趋于零. 


§33球面波 


平面波 

化=常数 

描述一个定态，该态中一个自由粒子具有确定的 动量/ >(以及确定的能置£：= 
/> V 2 m ) •现在考虑自由粒子的另一种定态，该态中，不但具有确定的能量值，而 
且具有确定的角动量绝对值及其分量值.为方便计，我们引人波数 A 代替 能量： 

k= ^ = V2mE ( 33 . 1 ) 

角动最为/而其投影值为 m 的状态波函数具有下列 形式： 

中 klm = R il ( r ) Y lm (0, <P ), (33.2) 

其中的径函数由下式 确定： 

K , + [ a 2 -^-^-]« w =0 (33.3) 

[即 （32. 8) 式中叭 0=0]. 连续谱（对 A 而言） 的屮〜 波函数满足下列正交归一 
化 条件： 

IHdV = S ir 8„ ： 8d^. 

对不同的和不同的 m , m ' 而言的正交性有角部函数加以 保证. 径函数则必须 
按下列条件归一化 

/ o r 2 R k , R kl Ar = 8 [^~-] = 2 - u 8 ( k '- k ), (33.4) 

如果我们不是按 “ A /2 tt 标度”归一化，而是按“能量标度”亦即按下列条件归 
-化： 

I ' r 1 R E ., R El dr = S ( E ' - E ), 

Jo 
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那么，按照一般公式 （5. 14), 我们有 


h = h. 


:居 k R ‘ 


(33.5) 


/=0时 ，（33.3) 式可写成 


d 2 (rR U) ) 


. = 0 ; 


上式之解，当 r =0 时取有限值并满足归一化条件 （33.4) 者[参考 （21.9) 式]，呈 
以下 形式： 

Rut =2 5 i ^. (33.6) 

求解/卢0的 （33. 3) 式时，我们作下列 替换： 

R „= r Xu . (33.7) 

对我们有方程式 

将上式对 r 求微商，我们得 

作替换上式变成 

☆♦■+^^4;川“乂“，=0， 

这实际上正好是 h . u , 本来应该满足的方 程式. 可见相邻的函数满足下列 
关系： 


Xk.i., 


(33.8) 


从而有 

其中的已由 （33.6) 式所确定（该式当然可以乘一任意常数〉 • 

就这样，我们最后求得的一个自由运动粒子的径函数具有如下的 表式： 

去)( 339) 

[因子 C 是为归一化目的而引进的（见后）而（ -1 广是为方便而引进的].函数 
(33.9) 可用半整数阶的贝塞尔函数表成 

R u = J ^ J ul / i ( kr ) =2 kj ,( kr ), (33.10) 




其中 


■//(*) = 


(33.11) 


称为球贝塞尔函数① 

为了求得径函数 （33. 9) 式在远距离处的渐近表式，我们注意到，时衰 
减得最慢的那一项，可由对 sin Ar 求微商 Z 次后求得.由于每进行一次 - d / dr 的 


微商，正弦函数的宗最增加 it , 故得下列渐近 表式： 


R U 対 ysin ( Ar - y ). 


(33.12) 


§21 中已经解释过，函数可以利用它的渐近表式加以归一化.把渐近式 
(33. 12) 与 （33. 6>式中的归一化函数相比较，可以看出 （33. 9) 式中所用的系 
数使得函数实际上已经归一化. 

在原点附近 （ r 很小），把 sin Ar 展成级数，求微商后，只保留 r 的最低蒂次 
项，得 ® 

I 1 d \ 1 8 in kr , 1 d 、，/ .、， ( kr ) Vt, ( 

lTd ；) iTd ；) (_，) r (2 Z + l )! = (2 Z + l )!!- 

故函数在原点附近具有下列 形式； 

^ = (2T7nTT r， - (33 - ,3) 

这和 （32. 15) 的一般结论相符合 • 

某些问题（散射理论）中，需要考虑的波函数不满足通常的有限性条件，而 
是对应于流人或流出原点的粒 子流. 要求得描述角动量 1=0 的这些粒子束的波 
函数，可以把 （33. 6) 式中的“球驻波”解换成以下形式的球出射波解或球人 
射波 解心; 

= A e *^. (33. 14) 

在角动最/不等于零的一般情形下，我们求得的 （33. 3) 式之解具有以下 
形式： 


心 


(33. 15) 


①前几个函数为 


co ® * . / 3 1 \ . 3 co » 


有时也采用另外的定义，使这些函数乘以*倍 • 

②记号（2/ + 丨）！！ =1 -3. (2/ + 1>,表示同宇称的所有粮败相乘 | [到包括2/ +1为止. 
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这些函数可以用汉克尔函数表出 如下： 


R ：. = ±iA 


:o) 


(33.16) 


(33.18) 


+号和-号分别针对第一类和第二类汉克尔函数. 

1 这些函数的渐近式为 

« 4 * (33.17) 

在原点附近，具有下列形式 

«« (2/- l )!! . r -/-, (33.18) 

k 

我们把这些函数这样归一化，使它们对应于每单位时间只放出（或 吸收） 一 
个粒子.为此我们注意到，远距离处的球面波在任一小间隔内可以看作一个平面 
波.其中的概率流密度等于 y = ，式中《 为粒子的 速度. 归一化条件 

由 jjd/=i 所确定，式中的积分是在一个半径/•很大的球面上计算的，也就是 

说, Ijr 2 do =丨，其中的 do 为立体 角元. 如果角部函数已按以前方式归一化，则径 
函数中的系数必须等于 

a (33 - ,9) 

有一个类似于 （33. 12) 式的渐近式，这种表式不但对自由运动的径向波函 
数能够成立，而且对在远处消失得足够快的任意场①中的运动（具有正能量）也 
能成立.在远距离处，我们可以把薛定谔方程中的势场和离心能全部略去，留下 
以下的近似 方程： 

if ( 九） .， 2 „ « 

- 7 —^~ + kRu=0 - 


k 2 R ., = 0. 


这个方程的通解为 


R tl = — sin I Ar - + 5, j , (33.20) 

其中的 5, 是一个常数.称为相移，式中所选的常因子使得波函数已经按 “ A /2 TT 
标度”归一化②，常数相移 S , 是由边界条件确定的 （ r — o 时为有 限）； 它不能 
用一般方式算出，而要从精确的薛定谔方程式中解出来.这个相移当然是/和 


① 我们将在 S 124中指出.该势场应比 I 八消失得快. 

② 正弦闲败 的宗* 中加有 -+/1 T —项，其目的 fi 使屯 当势 场消失时满足5, =0. 由于波由败前曲 
的正负号一般讲来是无所谓的, S , 只能确定到相差一个 nir (不是 2 ni r ) 为止此 S , 之值只能确定到介于 
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k 的函数，并且是连续谱本征函数的一个重要特性 • 


习 题 


1. 角动 量为/ =0的一个粒子在下列球对称方势阱中运动，试求其能级： 》■< 
a 时 <7( r ) = - J / 0 ， r>a 时 U ( r ) =0. 

解 ： f =0的波函数只依赖于 r . 阱内的薛定谔方程呈以下 形式： 

丄 立^(厂屮）+灸 2 (/» =0, k U 0 - \ E \). 

r dr n 

r =0 处取有限值的解为 

4 ， =A^-. 


> a 时，方程式为 


— ( nf /) - k 2 i{/ - 0 , k = + > s /2 m I E I . 


无穷远处等于零的解为 

由 n / r 的对数导数在 r = a 处的连续条件给出： 


卜 ，二. 


kcot ka = - k 




mU 0 


- k \ 


( 1 ) 


或 

I ^2 

sin ka = ±ka / -- JTT ■ ( 2 〉 

-y 2 ma U 0 

这个式子以隐函数的形式确定了欲求的能级[按 （ 1 ) 式，上式根号前所取的符号 
必须使 cot Aa <0] •其中的第一个能级 （ Z =0) 也就是所有能级中最深的能级（见 


§32) ,对应于该粒子的基态 • 

如果阱深（7。足够小，负能级就不存在，粒子就不能在阱内“逗留”.这一点， 
用以下的作图法容易从 （2) 式中看出来.方程式 ±sin * =£«* 的根，可以用直线 
y = a* 和曲线 y = ±sin * 的交点给出，我们应该只取 cot * <0的那些 交点 ； y = 


sin* 曲线中的这一有关部分在图9中用实线画 
出•我们看到，如果 a 足够大（％足够小），这样的 
交点不能存在.当 y = cw 直线处于 Oa 位置时，即 

a = 2 /tt 时，在 * = yir 处出现第一个交点.令 a = 



h /^/2 maU 0 ,x = Aa ,我们就可以求得只有一个负 



能级时的最小 阱深： 
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势阱半径 a 愈小，就 愈大. 第一个 能级^ 开始出现时所在的位置由 ha = 
士贯确定，此时£, =0•当阱深进一步增加时，基态能级下降.当差值 A = 
(- i 很小时，有 

=( irVl 6) i / 0 l . 1 „4 2 (4) 

2. 试 求：在 一个很深的球势阱中（％ >>/ iVm a 2 ), 角动量/值不同的各个能 
级的排列次序 （W • Elsasser ,1933). 

解：当时，阱边的条件要求 (/« 趋于零（参考 §22) •把阱内的径向波函 
数写成 （33. 10) 的形式，可得下列方程 

= 0 ， 

当/取不同值时上式的各个根就确定了阱底以上各能级的位置 （ W /2 m = t /。- 
丨£1).从基态开始它们的排列次序 如下： 

Is , lp , ld ,2 s , lf ,2 p , lg ,2 d , lh ,3 s ,2 f ,---. 

字母前的数字标志 / 值相同的能级的出现次序① • 

3. 试求： 当阱深（/。逐渐增加时，不同 Z 值的各种能级的先后出现次序. 

解： 每当一个新能级开始出现时，它的能量£：=0.此时的阱外波函数为/?,= 

常数 x〆 "*' 满足》时 /?,— 0的条件[方程式 （33. 3) 当 A =0 时之解].根据 
阱边上/?,和 / T , 的连续性.特别是微商（/^* 1 尺, r 的连续性，可得阱内波函数在这 
种情形下所满足的 条件： 

r=a 时，（广％)’=0, 

这个条件等价②于 r = a 时的=0,再按 （33. 〗0)式，得下列方程 

ii-^(-jV 2mU o ) =0 ; 

/=0时，函数应换成余弦函数.由上式可得逐渐增大时各个新能级的先 
后出现次序，如下 所示： 

ls ， lp , ld ，2 s ， lf ，2 p ， lg ，2 d ，3 s ， lh ，2 f ，•••• 

① 这种记号对原子核中的粒子能级讲来经常采用（见 § H 8). 

② 按 （33.7)(33.8) 式，我们有，•由于/ 换成-/-丨 时方程式 （33.3) 保 持不变，我 
们就有 = 广 〜/?十敁 后 ，由于 /^和满足同 一方程•从而得 


这就是題中所用的式子. 
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注意，它和深阱中能级排列次序的差别，仅出现在相当高的能级中. 

4. 求一空间振子(势场中的一个粒子)的能级，并求它的简并 
度，以及相应定态中轨道角动量的各种可能值. 

解：在 +/ +/) 势场中的单粒子薛定谔方程，能用分离变量 
法归结为三个线性振子方程.故其能级为 
E = hw ^ n , +«,+«, + 

第/»个能级的简并度，等于把 n 分割成三个正整数 （ 包括零）之和时各种不 
同分割方法的总 数①； 它等于 

U + l )( n +2) 

2 _ 

定态波函数为 

=常数 xe " a ' ' ，2 H „ i ( a *) H . i ( a 7) H , 3 ( az ) , (1) 

其中的 a = 为该粒子质量）.当坐标反号时， H n 多项式变成 

( -1)4,.故函数（丨）的宇称为（ - 1 = (- 丨）"•把满足 n , + n 2 

( n 为给定）的各个屮， m ,, 函数加以线性组合后，可以组成以下一套 函数； 

也 《-= 常数 - y n - y /,/+ y , a 2 r J ), (2) 

其中的 Iml =0,1 ，…， /, 而/当 n 为偶数时可取 0,2, …， n 诸值，当 n 为奇数时可 
取丨，3,…， n 诸值. 这是由于函数组（丨）的宇称为（ -1)-, 而函数组 （2) 的宇称为 
( -1)、这两个宇称必须相同.这就确定了所考虑能级中轨道角动量所能采取的 
各种可能值. 

因此，空间振子的能级次序（采用题2题3中所用的记号） 如下： 
( ls )，（ l P ),( ld ，2 S ),( lf ，2 P )，（ lg ，2 d ，3 8 ) ，…. 

括号中包括了同一能级的各种简并态② • 


§34平面波的分解 

考虑一个自由粒子，沿2轴的正方向以给定的动景值 P = M 运动.这种粒子 
的波函数呈以下 形式： 

少=常数 xe lfa . 

我们来把这个函数按自由运动的角动贵本征函数展开.由于所考虑的 


① 换句话说，这就是把 n 个相同的球分配到三个0【子里有多少种不同的分配方法的总数. 

② 注意角动1/值不同的能级相互简并 ： 见5 36末段的附注. 
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态中能量具有定值 W /2 m ， 显然，欲求的展开式中只能出现具有上述 A 值的各 
种函数.此外，由于 e 1 ** 函数对2轴具有轴对称性，它的展开式中只能包含与 V 角 
无关的函数，即 m =0的各种函数.因此一定有 


OB • 

e，la = X a 也 10 = Z a / /? t/ Y /o 

/-o /-o 

其中的 a , 是一些常数.把 （28. 8) 和 （33.9) 式的 Y „ 和函数代人上式，我们得 

e-= | C ( P ( (cos 0 )(f ) ， (|A) ， 5!£i：, ( , = rco9e ). 

其中的 C , 是另一些常数•上式两边都展成/■的幂级数后，再比较 （rcos 前面 
的系数，就可以把这些常数求出来.对上式的右边讲来 ，（ ao S 0广只包含在第 n 
个求和 项中； 因为/>«时，径函数的展式是从 r 的更高幂次开始的，而当 l<n 
时， P,( C0S 0) 多项式中只含 cos 0的较低 次幂. P,(cos 0) 中 cos ^ —项的系数为 
(20! /2\/!尸[见（<；.1)式].再用（33. 13) 式，可得上式右边展开式中的欲求 
项为 

,_ . (21) ! (fercos e)' 

( _U L, 2\l\)\2l^\)W 
上式左边（在的展开式中）的对应项为 

(i^rcos d)' 

/! • 

以上两项相等，我们求得 C , = ( - i )\2 Z + l ) •因此最后求得的展开式为 


，= i (- i ) 1 (2/ + l ) P i ( cos .)( f ) ， (| A ) 1 ^. (34.1) 


此式在远距离处呈下列渐近 形式： 


kr 


i ’（2/ + 1 ) P,(cos fl)sin | kr - J . (34.2) 

在 （34. 1) 式中轴是选定在沿着平面波波矢 A 的方向的.这个表式可以写 
成更一般的形式，使它与坐标轴的选取 无关. 为此必须应用球谐函数相加定理 


[见 （ c . ll )], 用 it 方向和 r 方向（两者的夹角为 0) 的球谐函数表出多项式 
P,(cos 0) .结果为 

ei *' r =4it Z 2 i i， ^ (Ar)Y <- (t) Y< » ("r)' (34.3 〉 

j , (心）函数[由 （33. 11) 式定义]只依赖于乘积 Ar , 使得上式明显地对称于矢量 A ： 
和 r ; 两个球谐函数中，不论哪个取复共轭都毫无关系- 

我们把归一化成概率流密度等于1的波函数.使它对应于这样一股粒子 
流，该粒子流平行于2轴，每单位时间内有一个粒子穿过一个单位面积.这样的 


归一化波函数为 



§34 平面波的分解 
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其中 t ; 为该粒子的 速度； 见 （19. 7). (34. 1) 式两边各乘并在式右引进归 
一化的屮丄 = W ( 「 ) Y ,• ( 0, ) 函数后，我们得 

= X y / tt (2 Z + 1 ) - ). 

按照一般规则，这个展开式中(或 《/»/«) 前面的系数的模量平方值，等于 
汇于原点（或从原点发出）的粒子流中一个粒子具有角动量 R 相对于原点）的概 
率.由于波函数 tT + e ifa 相当于流密度为1的粒子流，这个“概率”就具有面积的 
量纲； 它可以直观地解释成角动量为/的粒子所应通过的那个“截面”（在叮平 
面内）的面积.用 tr , 代表这个量，我们有 

a-,=^-(2/ + l). (34.5) 

/值很大时，在 A / 区间内（此时有1 «M <</) 的截面之和等于 

^ <7, * 音 2/ 厶 / = 2tt 

把角动量的经典表式 W =即代入 ( P 称为碰撞参置），上式变成 

2irpAp, 

就与经典结果相 一致. 这样的结果并不是偶 然的； 以后将看到 ，/ 值很大时，运动 
是准经典的（见 §49). 


习 题 

试将一个平面波按照一组态的波函数展开，这组态在7轴上具有确定的角 
动量分量 m 和动量分量 />,. 

解 ：引入 其轴与 y 轴一致的柱面坐标系: K , p , f 題中所给的那些态的波函数 
将具有下列 形式： 

取史为径矢与 z 轴所成的角度，则展开式为 

e it, =e ikpc -*= Y (? m (p)e i -' p 

m = -• 

(此时 =0) ，由此得 

Q m (p) = J^f o exp[i(Apcos tp -nup) ]6<p = i"hp), 

式中 J „(*) 为贝塞尔 函数. 当 kp » \ 时 (?„ 的渐近形式为 
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QAp) ^ r Jw P sin l kp -f( m -Y)]- 

§35 粒子向力心的“坠落" 

为了揭示置子力学运动的某些特性，我们来考察一种有益的情况，尽管这种 
情况本身并没有直接的物理意 义：设 有一粒子运动于某一势场中，该场在某点 
(原点）按 U ( r )^ -沒//" 2 (办 >0) 的规律趋向无 穷大； 场在远离原点处的形状，我 
们不予考虑.我们在§18中已经看到，这样的情况，是介于通常的定态运动和粒 
子向力心的“坠落"这两种情况之间的. 

在原点附近，薛定谔方程现在变成 

R" + ^-R' +^R=0 (35.1) 

为波函数的径部]，式中引进了下列 常数： 

y =^-/(/+l), (35.2) 

并且已经略去了幂次低于 1 A 的所有 各项； 能量£的数值假定是有限的，因而含 
£之项亦已在方程中略去. 

我们假定的形状为 ~ r ‘； 则可得出 s 的一个二次 方程： 

心 +1 ) +y =0, 

它有以下两 个根： 

= + Si= (35 - 3) 

为了进一步研究这个问题,最好采用以下的步骤.我们先绕原点划出一个半 
径为 r 0 的小区域，并用常数 - y / r 〖 代替这个区域内的 - y / r 2 函数.然后把这个 
“被截断的”场中的波函数求出来，再来研究过渡到极限情形时能得什么 
结果. 

我们先假定7 <|•.此时*,和、都是负实数，并且 > s 2 , 对 r > r 。 而言，薛 

定谔方程的通解具有下列形式（我们永远限于 r 很小时的情 形）： 

R=Ar' +Br'\ (35.4) 

/ I 和都是常数.当 r < r ( l 时，方程 

R" +^R' +^R=0 

的解如果在原点取有限值，则此解的形式为 

R = C a ^, kM. (35.5) 

r r o 
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在 r = r 0 处， R 函数及其导数《'必须 连续. 这两个连续条件最好改为一个条件， 
rR 的对数导数为连续.由此得出下列 式子： 


或 


A ( s , + l ) r ；' + B ( s 2+ l ) r ^ 

Arr' + W 


=Acol kr 0 


/4“| +\)r 0 l + B(s 2 + 1 )r: 2 
从上式解出的比值呈以下的 形式： 


= Tycot /y- 


• f - 常数 


(35.6) 


现在让 0, 我们发现 B / A —0 (注意 s , > s 2 ). 由此可见，对薛定谔方程 
(35.1) 的两个在原点处发散的解讲来，我们应该选取发散得较慢的那 个解： 

- (35.7) 


现在设 •/>+. 此时\和~都成为 鉍数: 



重复以上的分析，结果仍得 （35. 6) 式，把和* 2 的值代人以后得到 

f = 常数 (35.8) 

过渡到极限情形「。->0时，上式并不趋向任何固定的极限值，可见不可能直接过 
渡到极限.采用 （35. 8) 式，则实解的一般形式可以写成 

« =常数 xf-+ cos (^^ln 十 + 常数). (35.9) 

这个函数所具的零点数随~的减小而无限增多 •一 方面，由于 （35.9) 式对 
具有任意有限能故值 E 的波函数（指『很小时的波函数）讲来都能成立，另一方 
面，基态波函数是根本没有零点的，我们就可以得出这样的推论，该场中粒子的 
“基态”对应于能最 E = - oo . 对离散谱的任一状态讲来，粒子主要是在£ > i / 的 
空间区域内.因此，当时，该粒子处在原点附近的无限小区域内，这就是 
说，该粒子“落"人力心 • 

粒 子开始 “落” 人力心 的“临界”场相当于 y = f . 1中 - I/〆 前 面的最 
小 系数可 以从/=0 的 （35.2) 式得出 ， BP 

%,= -&• (35.10) 
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由 （35. 3) 式（式中的 s ,) 可以看出，薛定谔方程允许解（在 i /~ l / r 2 的附近）的发 
散程度在 r—O 时不快于 l / fr . 如果 r ^ O 时该势场比 1/ r 2 更慢地趋向无穷大，则 
在原点附近的薛定谔方程中， t / ( r ) 与其它项相比可以略去不计，从而得到和自 
由运动相同的解，即少~ 〆 （见§33〉•最后，如果势场比 1/ r 2 更快地趋向无穷大 
(按-1/，规律， s >2), 那么，原点附近的波函数就和 r ‘ /4 “ 成正比（见§49例 
题）•在所有以上情况下，乘积哕在 r = 0点都趋于零. 

其次，我们来研究场在无穷远处按 -/3/ r 3 的规律消失并在原点附近具 

有任意形式时，薛定谔方程之解所具有的 性质. 我们首先假定 y < j . 容易证明 

这种情形下只能存在有限多个负能 级①. 实际上，能屋：£ =0时，薛定谔方程在远 
距离处呈（35_1)形式，它的通解为 （35. 4 ) 式. 可是 （35. 4) 式的函数是没有零点 
的 （ r /0 时）； 因此，径向波函数的所有零点都位于有限距离内，它们的总数是有 
限的.换句话说，离散谱的终止能级£ =0的编号是一个有限值. 

另一方面，如果离散谱就含无穷多个负能级.实际上，£=0的状态 

波函数在远距离处呈 （35. 9) 形式，具有无穷多个零点，从而其编号永远是无穷 
大. 


最后，设场在整个空间内呈"= -/3/ r 2 形式.如果 y >+, 该粒子就“落”人 

力心，如果7 ■，则完全不存在负能级 •实 际上，此时£=0的状态其波函数在 

整个空间内呈 （35. 7) 形式； 这个式子，在有限距离内没有零点，亦即它对应于最 
低的能级（对给定的/而言） . 


§36库仑场中的运动（球坐标） 


有心力场运动中一个极重要的情形是库仑场 

U = ± a/r 

中的运动（其中《是一个正的常数）.我们先考虑库仑引力场，因而写成 t / = 
- a / r . 根据以前讲过的一般考虑，显然负能量本征值呈离散谱（具有无穷多个能 
级），正能鼋本征值呈连续谱. 

(32. 8) 的径函数方程呈以下 形式： 

^ + ^JSi^ R ^ {E + f)R= , (…) 

如果我们考虑的是两个相吸粒子的相对运动, m 应取折合质量. 


①这甩已经假定了/•很小时该场中的粒子不会••落••人力心. 
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在涉及库仑场的计算中.最好采用一种特殊的单位制代替通常的单位制，我 
们称它为库仑单位制.这种单位制中的质童、长度和时间的董度单位分别为 

h 2 

所有其它单位都可以从以上三个单位导出；例如能童的单位为 



在本节及下节中，我们都采用这种单位制（除非作特殊声明） 

(36. 1) 式在新单位制中变成 

^■ + ^-^- l ( ' l y ) R + 2 ( E +- y ) R = 0 . (36.2) 

离散谱 

引人下列新量代替参童£和变量 r : 

n = . : 1 . p = —. (36.3) 

/^ 2 £ n 

E 为负值时， n 是一个正实数. （36.2) 式作 （36.3) 式的替代后呈下列 形式： 

R" + —R' + \ -^7-+—- =0 (36.4) 

P I 4 p p 1 J 

(撇号代表对 P 取微商）. 

p 很小时，满足有限性条件之解与 P 成正比[见 （32. 15) 式] . p 很大时，要计 
算 ft 的渐近行为，我们可在（36_4)式中略去含有 1/ p 和 1/ p 2 的项，得下列 方程： 

故■.我们只对无穷远处等于零的解感兴趣，可见 , P 很大时，这个解应按 
的规律递减. 

据此我们很自然地作下列 替代： 

R=p'e-^w(p), (36.5) 


①如令 m =9. 11 xlO 3 ' kg 为电子的质■，并令 a = 为电子的电荷），则库仑单位制就 和黡子 

单位 制一致.长度的原子单位为 

h 2 /me 2 =0. 529 x 10"'° m 

(称为玻尔半径） .能最 的原子单位为 

me*/h 2 =4. 36x10- 18 J=27.21 cV. 

取这个单位的一半，称为1里德 ffHrydberg). 电荷的原子单位为£ =丨.6(^10_ |9 (：.在原式中形式地令6 = 
m = A =丨，我们就得到原子单位制中的各个公式.对于 a =厶 2 ,库仑单位就和职子单位 不同. 




此时 ，（36.4) 式变成 
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pw " + (2 l +2- p ) u >' + ( n - l -\) w =0. (36.6) 

此式之解在无穷远处应该不比 p 的任意有限次幂发散得更快，而当 p =0时应该 
等于一个有限值.满足后一条件的解为下列合流超几何 函数： 

w = F ( - n+l + \,2 l +2, p ) (36.7) 

(见数学附录 § d )®. 满足无穷远处条件之解，要求 （36.7) 式中的 - n+ / + l 只 
能取负整数（或零），此时 ，（36.7) 式所示的函数变成一个"的 n -/- l 次多项 
式.否则（36.7>式在无穷远处将按 〆 方式发散[见 （ d . 14) 式]. 

由此得出结论，》必须是一个正整数，对给定的/而言，必须有 

n^l + l . (36.8) 

忆及 （36. 3) 式中参量 n 的定义，我们得到 

E = -A. = (36.9) 

2/i 

这就解决了库仑场中离散谱的能级问题.我们看到，在零与基态 能级^ = -y 

之间，存在着无穷多个能级.相邻能级的间距随 n 的增大而 递减； 这些能级愈来 
愈密地挤向£=0的能级，在£=0处，离散谱宣告终止而转为连续谱•在通常的 
单位制中 ，（36. 9) 式呈下列形 式®: 



整数 n 称为 主置 子数.§32中定义的径景子数等于 
n , = n - Z - 1 . 

主量子数的数值给定后，/可取以下各种 数值： 

f =0， l , …， n -1, (36.11) 

即/可取 n 个不同的数值. （36. 9) 的能童表式中只出现 n . 因此, n 相同/不同的 
各种态具有相同的能量值.由此可见，每一个本征值，不但对磁量子数而言 
(这是任意有心力场所共有的）而且对/而言都是简并的•后一种简并（称为偶 
然简并或库仑简并）是库仑场特有的性质.我们知道，对每一个/值而言，有 

(2 Z + 1) 个不同的 m 值.因此第 n 个能级的简并度等于 

*-1 

I (2/ + 1) = n . (36. 12) 

/»o 

定态波函数是由 （36. 5) 和 （36. 7) 式确定的.合流超几何函数的两个参景都 


① <36.6>式的第二种解当0—0时按方式发散. 

② 在釐子力学出现之前的1913年 . N . 玻尔首先得到 （36. 10> 式. 置子力 学中，泡利于1926年运用 
矩阵方法得到此式.几个月后.薛定谔（运用波动方程）又求出此式. 
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为整数时，除开一个因子外，等于广义拉盖尔函数（见数学附录§ d ) ,故 

常数 x p ViL =( P ). 

径函数应按下列条件归 一化： 


R 2 nl r 2 Ar = 1 . 


其最终形式为 ® 




2 / (,n + l )\ 

i i * J (2 Z + l)! / V ( n - l - l )\ 


(2 r ) , e - ,/ " F ( - n +/ + l ,2/+2,^) 


这个归一化积分是用 （ f . 6) 式算出的 ®. 
在原点附近，呈下列 形式： 


2'*' I (» + /)! 
! *'(2 Z + 1) lV ("-/-!)!' 


在远距离处， 


«.,«( -I)*' 


(36.13) 


(36.14) 


(36. 15) 


n -* V [ («+/)! («-/-!)!] 

当距离 r 的数景级达到 r ~ 1时（在通常单位制中 r ~ fcVma 时），基态波函数 
指数式地下降. 

r 的各种幂次的平均值是用下式计 算的： 

7 = f r kt2 Rl,dr. 

应用 （ f . 7) 式可以求得7的通式.我们在这里写出前几个^值（包括正、负 A 值 ）： 


? = y [3 n 2 -/(Z + l )]7 = 


-3 /(Z + l )], 


① 我们给出前凼几个 函败： 

h =2 e ' 〜士 +( 卜+小〜古 七， 
〜 = 合 4 ’(丨 _ +々)， 

〜 ☆ 十). 〜 = ir^r 七 2 

② 把拉盖尔多项式的表式（丄 13) 代人，并进行分部积分•也能算出这个归一化积分 [ 与计算勒 ih 徳 
多项式的枳分式 U .8) 相似]. 
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' = n(l + W 2 ) 

连续谱 


(36. 16) 


正能量本征值呈连续谱，从零一直延伸到无穷大.每一个这样的本征值都是 
无穷简 并的； 因为每一个£值有无穷多个态与之对应，这些态中的 Z , 可取零到 
00 的所有整数值（对给定的/而言， m 还可取各种可能的数值）. 

(36. 3) 式中定义的数值; t 及变量 p , 现在都变成纯 虚量： 

~~^E = ~T' p=2ikr , 06.17) 

其中 a = ■①•连续谱的径函数呈下列 形式： 

尺 *’ = ( 2/ +**1 ) ! d)’ e _ .*'F (士 + / + 1 ， 2/ +2 ,2iAr ) ， (36. 18) 

其中的 Q ，是归一化 因子. 这些径函数可以表成下列复积分形式（见§ d) : 

« H =C w (2Ar) ， e-^^e^l-^) (36.19) 

所取的积分路线②如图10所示.通过替代 f + ) ,这个积分可以化成 

更为对称的 形式： 

〜 = Cu L ^ L ^ 严 (<+ + 广 -■( 卜 + 广 小乂 (36 2o) 


所取的积分路线沿正方向绕过《= ±+两点•根据这个表 

式立刻可以看出函数&，都是实函数. 

利用合流超几何函数 （ d . M ) 的渐近展式，可以立刻 
求得波函数的类似展式 •（ d . 14) 式中的两项给出了函 




« 

f =2 i*r "N 

|=0 } 






数中的两个复共轭表式，结果得 


«« = c kl - 


kr 


-Re 


.-i [ *’ - y*( ’ ♦ I > ♦( 士 2fc] 

— r (/ + i - i / k )~ 


g / 


k ' k 


-/ , _ 2 ikr J J . 


图 10 


(36.21) 


如果波函数按 " A /27 T 标度”归一化[即按条件 （33. 4 ) 归一化]，则归一化系 


① 《和 p 也 BJ 以用复共轭表 -2 ii : A •定义；实函数《„当然与采用哪一种定义无关. 

② 我们也可以用沿正方向绕过 f =0 和 f = 2 ih 两个奇点的任意一条封闭曲线来 代持阳 |0中的积 
分曲线.对整数的/,函数 K ( f ) =亡-*-4-2如>’、见5<0绕此曲线一周间到原值. 
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C u = 2k ^ nk \ T { U \ -\/ k )\. (36.22) 

因而当 r 很大时 ，& ，的渐近表式[即 （36. 21) 式的展开式中的首项]具有下列 
形式： 

R u » —sin ( Air + +ln 2 fcr - + 5,), 

5,= ar g r (/ + l -^), (36.23) 

这和有心力场中连续谱的归一化波函数所具有的一般公式 （33. 20) 相一致 • 
(36. 23) 式和 （33. 20) 式不同之处，在于正弦函数的宗量中存在一个对 数项； 但 
由于 In r 与 r 相比增长较慢，在计算无穷远处为发散的归一化积分时，这一项的 
存在是无关紧要的 • 

出现于归一化因子 （36. 22) 式中的伽马函数的模最值，可以用初等函数表 
出.应用熟知的伽马函数的 性质： 

r(z + i)=zru), r(z)r(i -z) 

我们有 

r ( z+1+ 士 H z + 士)… ( 1 + 士) 士以士)， 

r(z + i-f) = (/-f)-(i-y)r(i-f). 

以及 

|r (/ + i-|)| = [r(/ + i-|)r (/ 

= Vf n /^ f 8inh ， 

故 ( 36 . 24) 

z = o 时，乘积变成 1 . 

取极限 / t — o , 便能得到零能鼉特殊情况下的径函数,对此有 

F (+ + ’ + l ，2’+2,2 iA r )—F (士， 2 Z +2,2 iAr ) = 

2 r (2 r ) 2 _ 

" ~ { 21 + 2 ) - 1! (2/+2)(2/ + 3) - 2 \ 

= (2 Z + 1)! (2 r )- , - TJ 2( . 1 ( v ^7), 

其中的』 2 ,,,是2/ + 1阶贝塞尔 函数. （36.24) 中的 C t , 系数，当 A ^ O 时，趋向于 
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故 




r 很大时，这个函数的渐近式为® 

尝 L = (f ). 


(36.25) 

(36.26) 


如果改为以能 S 标度归一化，即把改成 （33.5) 式的则上式的在因子消 
失； £—0 时,保持有限. 

在库仑斥力场中 （ i / = a / r ) 只存在正能量本征值的连续谱•从数学形式上讲 
来，把库仑引力场方程式中的/•改成 - r , 就可得到斥力场中的薛定谔方程.因 
此 ，（36. 18) 式作同一更改后，立刻得到斥力场中的定态波函数.归一化系数仍 
由渐近表式所确定，所得的结果为 

«« = (2/+'l) ! (2A：r)，eit，F ( J + ^>.2Z + 2,-2iAr), 

C4 ,=2*e-|r (/ + 1 + |)| =7^1.0 7^4- (36 . 27) 

r 很大时这个函数呈下列渐近 形式： 

ff 4 , » - y-sin ^ kr - -^-ln 2 kr - + 5, j , 

S , = arg T ( / + 1 + 士). (36.28) 


库仑简并的本质 

粒子在库仑场中作经典运动时，这种形式的场有一个特殊的守恒 定律； 如果 
是引力场，则有（见 （力 学》§ 15) 

A =^--pxi = ^ n - (36.29) 

t 子力学中，相应算符为 

A = y - y (|> X / -/ xp ) , (36.30) 

容易证明，它和哈密顿 M 々=> 2 -+对易. 


①注意.这个函数相当于 p + + ) 运动区域内所用的准经典近似式 （ 549). 
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由直接计算，给出算符 i 之间以及它和角动量算符之间的下列对易关系： 
[ H ] = ie jA ，[ d ] = - 2 i 々 e 丄 （36.31) 

七之间的不对易性，说明人，火三个量在量子力学中不能同时有定值. 

其中的任一个算符，例如疋，与相应的角动量分量 L 对易.但和角动量平方算符户 
不对易.这个附加守恒最的存在，而又不能和其它緻同时测量，导致了能级的附 
加简并（见§ 10) ，这就是离散能级的“偶然”简并.为库仑场所特有. 

这种简并性的由来，还可 以用董 子力学库仑问题中与空间旋转对称性相比 
所增的对称性来加以表述 （ B . A .< I > OK 1935). 为此，我们注意到，具有固定负能景 

值的离散谱态中，我们可把 （36.31) 第二式右边的 A 改成£，并用算符 A =^/ 
代替為.这些算符的对易关系为 

[/",£*] =^,5,, [u,.,u t ] = iej,. (36.32) 

上式和对易式 = i e j , 放在一起，形式上等同于四维欧氏空间中无限小转 
动算符的对易 关系炎 这就是1子力学中库仑问题的对称性②. 

从对易关系 （36. 32) 出发，我们又能导出库仑场中的能级表式③•先把/和 a 
改写成下列 算符： 

；, = 1 (/ + fi ), ； 2 = i -(/- fi ). (36.33) 

对此，有 

\-j U J Ik ] = 1/ ' \-Jli Jik ] = ,e ikJ 21 • 

UuJn ] =0- (36-34) 

上式等同于两个独立的三维角动量矢滑的对易关系式.因此夕和的本征值为 
y ,( y , +1) 和人 a + 1), 其中 y ,, y 2 =o ， +,i,f ，… ，④另一方面，根据算符 a 和 /' = 
的定义，经简单计算后，得 

/•£=«• / = 0 , 



① 此时代表四维笛长儿坐标 “中 和矽平面内的无限小转动算符； 
是在幻!.％和如平面内的无限小转动算符. 

② 在波函数的动 t 表象中显示的对称 性：见 V. A. Fok.Zeiischrifi fur Physik 98.145,1935. 

③ 这个推导基本卜.与 W. 泡利 （ 1935) 给出的推导相同. 

④ 此处我们提前提到了角 动鷇在 554中所描述的性质 (） 可以是整数和半锒 数）. 
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在的计算中，又一次把"换成了 从而有 

^^ = -|( 1+ 2^) = ^ + 1) - 
(其中 y _/, 气/ 2 ),以及 E = - 1/2(2" 1)*. 其中记号 

2 j + \ = n t fi = l ，2,3, …， （36.35) 

我们就得到所需结果£= - l /2 n 2 . 能级的简并度为 （2 乂 + 1 ) x (2> 2 + 1 ) =(2; + 

I ) 2 =,,是应有的结果.最后，由于 /*= 乂 +人，对于给定的 >,=人 =+( n - l ), 轨 
道角动最 /的取 值是从0到 2) = n - l ®. 


习 题 

1. 求氢原子基态中动量的概率分布②. 

解： 基态波函数为 

屮 =«, o y oo =-^=e 

P 表象中的基态波函数可以由下列积分 求出： 


«(/») = J«MOe 十 , 仆 

[见 （15. 10) 式].上式的积分可采用球坐标计算，取极轴沿/> 方向； 结果得 


a ( p ) = 


8 v/tt 

( TV ?* 


P 空间中的概率密度为 \ a { p ) I 2 /(2 it ) j . 


① 能级对不同/值的••偶然"简并也出现在的有心力场运动中（三维振子；见533,题 4) .这 
种简并也是由于哈密顿*的额外对称性，在这种悄况下，对称性之出现是因为中算 
符灸和坐标*<都呈平方和.如把这些算符改成 

s m <^ x i * » Pi mo>x, - i pj 

' y2mh<o ' y2mh(o 

我们得 

W = Aw J a 4 • a +_ |~ j • 

此式对算符吖和\的任意么正变换保持不变.这些么正变换所组成的对称群.要比三维旋转群（它使任 
意有心力场中的粒子哈密顿量保持不变）来得大 • 

* 子力学中库仑场和振子场的这种特殊性质（偶然简并的存在）_对应于经典力学中这些场 （而 且只 
有这些场）内存在着封闭粒子轨道的事实. 

② 题丨和题2中采用原子单位. 
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2. 求氢原子基态中的电子和原子核所组成的平均势场. 

解：在 任一点/■处，“电子云”产生的平均势场是由电荷密度为0 = 
-1少1 2 的泊松方程的球对称解确 定的： 

1 / 、 . -2r 

y ^ r (^)=4 e . 

上式求积分，选积分常数使 < p ,(0) 为有限值，且 A(oo ) =0,再加上原子核的势 
场后，即得 


V =^- + tpA r ) = ( t " + 1 ) e 2，- 


当 r « l 时，有妒》1/;■(核场），而当 r » l 时，势场为核被电子屏蔽 ）• 

\ V ( r ) 


3. 一粒子运动于势能为-互的有心力场中 


(图1丨），试求其能级 • 

解：正 能量呈连续谱，负能量是离 散的； 我们只考虑 
后者•径函数的薛定谔方程为 
d 2 « 2 dft 2 m r _ , , , 1 A B i _ . 

( i ) 

引入下列新 变量： 




并令 


2 mA 

~F + 


/( / + 1 ) =S(5 + 1 ), 




-IE 


图 ii 


( 2 ) 

(3) 


则 （1) 式呈下列 形式： 

r + ^ + f 1 + JL_fl£±l))« =0 , 

P ' 4 P p I 

这和 （36. 4) 具有同一形式.因此可以立刻断定，满足所需条件的解为 
R =p'e F{ - n + 5 + 1 ,2 j + 2 , p ), 

其中的 n - s-l =；> 必须是一个正整数（或零），并且 s 必须取 （2) 式的正根.按定 
义 （3) ,我们得知其能级为 


r, 2B 2 tti r. , /,», • 、 2 8iwA 

-£,= 了 [2”1 +^(2Z + 1) J 
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4. 同上题，但"= 4+心 2 (图 12). 
r 

解 ：此題 只有离散谱.薛定谔方程 如下： 

马+丄竽+ 与卜 」 ⑽ V 」 -4 -价卞 =。. 

dr r dr ft 2 l 2mr 2 r 2 J 


引入变量 


并令 


y/^lrnB 2 


2mA 


m 


vy 


1(1+\) +^=2 s (2 s + l ), 

Jtt = 4{,1+s)+3 ' 


图 12 


得方程 


€ R "* Y r， 


4 4 


七 4) - 


R =0. 


当 00 时，所求解的渐近行为如 e - ^ 2 , 而当 f 很小时，这个解应和 f 成正比，其 
中的 s 必须取正值 


j= tI - 

因此，可令所求解呈下列形式： 
则得 U ； 的方枉为 


从而得 


+ V (2Z+1)J+ t]- 

R = e " i/2 ^w , 

+ (2 s ) m /+ =0， 


m ； = F ( 一 n ，2 s + 务 ， f ) ， 

其中的 ri 必须取非负整数.因而发现所得的能级是等间隔的无穷 集合： 

E n =h /s J^ l [4a +2 + /(2/ + 1) 2 + j ，/ 1 = 0,1 ， 2，•••• 

§37库仑场中的运动（抛物坐标 } 


对任意有心力场中的运动而言，薛定谔方程在球坐标中总能够分离变量•在 
库仑场的情形下，这种分离变量法也能在抛物坐标系中实现•库仑场问题在拋物 
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坐标系中的解，对于某些问题的研究特别有用，这些问题中的某一空间方向具有 
特 殊性； 例如，处于外电场中的一个原子（见 §77). 

抛物坐标系 frj . p 是由下式定 义的： 

x = /¥^哪 < P ， 7 - \/? i7sin tp , z = y (^ - 77 ) , (37. 1 ) 

r = yx 2 + y i + z 2 = y(f + 77 ). 

或 反之： 

^ = r + z , i}=r - z , ip = arclan (上) ； (37. 2) 

f 和 7； 的取值可以从 0 到 oo 是从 0 到 2 tt . 曲面 f = 常数和 r ; =常数，都是绕 z 

轴的旋转抛物面.并以原点为焦点.这是一套正交坐标系.长度元由下式 给出： 


( d 0 2 + fTj ( d < p ) J , (37.3) 


体积元为 


dK = -^-(f + t)) A^A-qdip. 


(37.4) 


(37.5) 


由 （37.3) 式，拉普拉斯算符可表为 

库仑引力场 

U = -丄= — 

r € + V 

中的单粒子薛定谔方程呈以下 形式： 

点 營)1 + 忐 0 + 屮 + 点卜。 . (37 ' 6) 

令本征函数呈下列 形式： 

^=/, U )/ 2 U ) e — , (37.7) 

其中的 m 是磁 If 子数.上式代人（37.6)并乘以+(^ + 7?)，分离 f 和7?变摄•，得乂 
和 A 的两个方 程式： 


drj 

其中的分离参置成和 A 的关系为 


+ k*=°- 

4(” 盖)+ [ y £77_ ^ + ^ 1乂 =0 , 


/ 3 , +/ 3 ： = 1 . 


(37.8) 


( 37 . 9 ) 
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我们来考虑离散能谱 （£ <0)•引人下列各量代替 E，h 

n = P, y~2E = 丄 , p 2 = 丑， （ 37.10) 

y/ - 2E n n 

得 /, 的方程为 

dV ； 丨吖 r 1 1 / Iml +1 \ I r « 

WK + [-丁 V(-T- + n i)-Q] ， i =0 , ( 37 . n ) 

对/ 2 可得同样的方程，其中 

1 w I + 1 ^ 丨 m I + 1 

=-2一~" + 吼 ，% =-2~ + 吼. （37.12) 

与求解 （36.4) 式相似，我们发现，当 P | 很大时，/,如同 e - hi , 而当 p , 很小 
时，如同 pf 1 " 1 . 因此可设 （37. 11) 式之解呈下列 形式： 

/,( P .) = e - Sf '*"^( p ,) 

(对/ 2 而言也有类似的式子）•结 果得％ 的 方程： 

Pi w " + ( I m I + 1 - p , ) w \ + n i w i = 0. 

这又是合流超几何函数的方程.满足有限性条件之解为 
=尸 （, lml + 1 . P ,) , 

其中的 n , 必须是一个非负整数. 

可见在抛物坐标中，离散谱的每一个定态是由这样三个整数确定的：即抛物 
置子数 n , 和 n 2 , 以及磁量子数 m . 对主量子数 n 而言，由 （37. 9) 和 （37. 12) 式得 
/I = n , + n 2 + Iml +1. (37. 13) 

至于能级，当然和以前所得的 （36. 9) 式相同 • 

对给定的/ I 而言， Iml 可取0到 n - 1 ,共 n 个不同的 数值. 固定 n 和1/«1以 
后小, 尚可取 n - lml 个不同的数值，从0到 n-lml - 1 .再考虑到对给定的 I m I 
我们可以选取 m = ± Iml 两种不同的函数.因此，对一个给定的 n 值而言，一 
共有 

• -I 

2 ^ (n - m ) + ( n -0) = n 2 

m • 1 

个不同的态，这和 §36 中所得的结论 一致. 

离散谱的波函数也,^应按下列条件归 一化： 

J 1 = + J 。 J 。 £ ■垆 ■，” J 2 ( f + ”) dfd ” d 屮 =1. (37.14) 

归一化后的波函数具有下列 形式： 

少 ( + )4- (! ) (37. 15) 


其中 



/„m = Tinv^!^ F( +1 ( 37 . 16) 

与球坐标中的不同，抛物坐标中的波函数对 z =0 的平面是不对称的> 
« 2 时，发现粒子的概率在2 >0的方向大于 z <0 的方向， n , < n 2 时则反之. 

连续谱（£>0)情形下 ，（37.8) 式中的/3,和仄参量都取实的连续值[当然 
仍有 （37. 9) 式的关系]•我们不准备把这种情形下的波函数写出来，因为通常不 
大用到.如果把 （37. 8) 式看作“本征值”成和氏所应满足的方程式 ，则汉 和 A 
还可以取复数值（£>0时）.与此相应的波函数将在§ 135中写出，我们在该节 
中利用它们去求解库仑场中的散射问题. 

定态的存在导致一个附加守恒律 （36. 29) .在这些态中，能量以及 

量 （= m 和乂均有 定值. 计算算符疋的对角矩阵元，给出 

n . — n , 

A g =」—— (37.17) 
n 


其中 a l=ni “角动量"乂和_/ 2 的分童值为 

L = y(m + n , - n 2 ) 


(37.18) 


h . 


.n 2 ) =fi 2 . 


根据 U | rt 2 m > 态（即1叫# 2 〉态）的这些性质容易建立起它们与 In / m 〉 态之间 
波函数的关系.由于/=乂 +人，这两个表象间的相互变换，基本上就是§106中 
讨论的两个角动量相加时的波函数组合问题.所以用“角动量”乂和 A 来表述 
时，1/ 1 /^〉和1/1,« 2 «1〉态可写为0_ | »>和1_ / ；/>, / ^〉态，根据（36.35)和（37.13)， 
我们有 


j , =h = y (« - 1 ) = y ( n , + n 2 + Iml ). 
根据一般公式 （106. 9)—( 106. 11), 得到 （ D . Park , 1960) 


(37. 19) 


4>., m = Z 1 弘 

M | * M 2 "" 

m-l 

+ ^ 1 叫、蚪 i ) 屮如. 


(37. 20) 
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微扰论 


§38与时间无关的微扰 

薛定谔方程的精确解只有在少数简单情形下才能找到，对量子力学中的大 
多数问题来讲，所得的方程过于复杂,很难精确解出•但是往往有这样的情形，在 
所给问题的条件中，各贵具有不同的数 量级； 当我们把其中较小的量略去以后， 
这个问题有可能变得十分简单，以致可以求出它的精确解.在这种情形下，求解 
这个物理问题的第一步，是求出简化问题的精确解，第二步，是计算由于在简化 
问题中略去了较小项而引起的误差•计算这种误差的一般方法，称为微扰论. 
我们假定某一给定物理系统的哈密顿量呈以下 形式： 

H = H 0 + V, 

式中的（'是未受扰算符足的微小修正（或称微扰项）•在§38和§39中，我们 
只考虑与时间无关的微扰（对次也作同样的假定）.能把 f 看作是“小于”算符 
W 0 的必要条件.将在下面推导. 

离散谱的微扰论问题，可按下列方式表述•假定未受扰算符化的离散谱本 
征值尺广及其本征函数都是已知的，即下列方程的精确解是已 知的： 

^ (0 >=£ (0 V (0 >. (38.1) 

现在欲求下列方程的近 似解： 

HiJ/ = ( H 0 + V)^, = Ei//, (38.2) 

也就是求受扰算符"的本征值和本征函数也所具有的近似表式. 

本节中，我们假定算符 A 的所有本征值都是无简并的.同时为了使结果简 
单起见，暂时假定本征值只有离散谱. , 
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为方便计，最好采用矩阵形式的计算方法•为此，我们先把欲求的0函数对 
少1 0> 函数组 展开： 

•A = 2 c -^» 0> * (38.3) 

把这个展式代人 （38.2) 式，得 

Z 〜 (K 0> 4)0 z 

■» m 

上式两边各乘必后再积分，得 

( E - Ei 0> ) c t = X . (38.4) 

m 

我们在这里引人了微扰算符1>对未受扰函数组而言的矩阵 

V “= fd 、. (38.5) 

我们把系数~和能最£表成以下的级数 形式： 

E = E W + £ (,) +£ <2 > + …， c _ = c ： 01 + 0 ：° + c ： J, + •••, 

其中的具有与微扰同样小的数量级，£ <2> 和< 2> 具有二级小的数最 
级，以此类推. 

现在来求第 n 个本征值和其本征函数的修正问题，此时，可令 c 广 = l , m#n 
的^ =0•求第一级近似时，我们把茗二芯， + ^". c , = c {°> + c | n 代人 （38.4) 
式，只保留该式中的一级小项.由 = « 的该式给出 


= V ..= (38.6) 

故本征值£^的一级修正等于微扰项在态中的平均值. 

(38.4) 式当时给出 

= £ (.,^ £ , o , . (38.7) 

而 还没有 确定； 它必须这样选取，使得 函数么 =4^ +夂"在含有一级小项 
为止的情形下得到归一化.根据这一点，我们须使 =0. 由于下列函数 


(38.7) 


少 i " = Z ， 


(38.8) 


(式中的撇号代表求和时除去的项）是和少广正交的 ，故呤 r + W " I 2 的 
积分与1只差一个二级小量. 

(38. 8) 式确定了波函数的一级近似修正.由此式可以附带地看出上述微扰 
法的适用条件.这个条件就是下列不等式必须 成立： 

« l ^ l #， -^1°' * . (38.9) 


这就是说.箅符 V 的矩阵元必须远小于那两个未受扰能级间的相应间距. 
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其次，我们来求本征值在二级近似中的修正.为此，我们把£： = £: + 
E [ l) 和 c 4 = ci 0) + c« u + c ： J , 代人 （38.4) 式，观察该式中的二级小项•当 

k =«时，由该式给岀 

E： 2) cr = ru ， 

m 

故 

^ (38.10) 

[我们已把= £ ( 0 乃" £ ,» 1.代人，并且应用了算符0的厄 米性： • 

注意，基态能级的二级近似修正永远是负的；因为，如果以* 0 对应于最低的 
能黻值 ，则 （38. 10) 式中所有的求和项都是负的. 

更高级近似可以用同样的方法计算出来. 

以上所得的结果，可以立刻推广到化算符也有连续谱的情形（但微扰仍和 
以前一样，应用于离散谱的一个态）.为此目的，我们只要在离散谱的求和式中 
加进一项连续谱的相应求积式.我们用下标〃来区分连续谱中的各 个态^ 的值 
域是连 续的； 我们按惯例把〃理解为一组物理童的数值，这组数值足以对该态进 
行完全描述（连续谱的态往往是简并的，这时仅仅能量值本身还不足以确定这 
个态），这样一来，比如 （38. 8) 式就应该改成 ® 

其它公式也作类似的修改. 

还有一个公式值得一提，此式是用函 数组允 =^： 0) +^1°算出物理最/的 
矩阵元的微扰值，采用 （38. 8) 式给出的少；；"，精确到一 ，级项 为止，不难求得如下 
的表式： 

f _ f<0) y-t , ,0 v 

-Jnm + 2^ £< 0 ) _gO) + 2-. E <0 、- E (0) " ' J0- 

第一个求和式中的 A — n , 第二个求和式中的 h ^ m . 

习 题 

1. 求本征函数的二级近似修正必广. 

解 ：< 2> ( A / n ) 系数可以由 k ^ n 并写到二级项为止的 （38. 4) 式算出，至于 
c ^ J > 系数可这样选取，使也 = iff [ 0> +^ 2) 函数在包含二级项为止的情形下 


①这里的波函数少，应按《的 S 函数 H —化. 



得到归 一化. 结果得 


5 38与时间无关的微扰 


• 125. 




-T^ 0) I 


仞 n *' 

, I 匕 J 2 


h\ 


式中引进了频率 




2. 求能量本征值的三级近似修正. 

解 ：写出时 （38.4) 式中的三级小项，我们得 

f(3) _ v v> „ v < 丨 U 

"'44 V^r~ v -^ 


3. 求一非谐线性振子的能级，其哈密顿量为 

»/ P TH 2 2 3 

H = — + —0) X +ax ■{ 
2m 2 




/3x* ■ 


解： 利用*的矩阵元表式 （23.4)， 再根据矩阵的乘法规则，可以直接求出/ 
和: r 4 的矩 阵元. 我们发现不等于零的* 3 矩阵元有 


(* 3 ).-,.. = (* 3 )一= (£;) ^/ yn ( n - l )( n -2), 

(* 3 )- i .. =(’)”-,= ( 忐广 #. 

这两个矩阵的对角元等于零，故哈密顿量中的 a * 3 项（看作谐振子的一个微扰 
项）在一级近似中的修正值等于零.这一项的二级近似修正和沒/的一级近似修 
正具有相同的数量级.* 4 的对角矩阵元呈下列 形式： 

( * 4) -* = (£) ， * T (2n2+2n + ,) - 

应用一般公式 （38. 6) 和 （38. 10), 我们求得这个非谐振子能级的下列近似表式： 

£ " “++ + ) - T ^(£) 3 ( nJ + n + M ) + 

+1^( 忐 )V +n+ +). • 

4. 一个具有无限高势壁的球形势阱，经微小形变（体积不变）变成一个半轴 
为 a = 6 和 c 的略长或略扁的旋转球体.求此变形阱内粒子能级的分裂 
(A. B. MHrflM ， 1959) • 

解： 阱壁的方程为 
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7〜， 

a c 

通过变量变换 . x — ax / R ， y — ay/R , z -* cz / R ，上式化成+ / + z 2 = ,这是半径 
为/?的球方程.这个变换把粒子的哈密顿量 H = p '/2 M = - h 2 A /2 M { M 为粒子 
质量，能量则从阱底算起）变成妗=々。+ (> ，其中 

"。 = I ， 

从而把椭球阱中的运动化成了球阱中运动的问题.如果这个椭球和半径为《 = 
( a 2 c ) l /3 的球相差不多，则 i > 可看作 微扰. 引入 椭度卢 （"I <<丨）按下式定义 

a*«(l - y /3) , +如）， 

微扰算符可写成 

一级微扰论中，粒子能级与球阱能级的差别为 

- £ L 0> =<nlm \ V \ nlm ) , 

/和 m 是粒子角动量及其沿椭球轴的分量 ； n 是球阱中具有给定/值的能级编 

号，它与 m 无关. 由于 p ! -3 pj 是不可约无迹张量5,的《分量，根据 

(107.2)和（107.6),〈/1/;«丨71^1//«〉矩阵元正比于 

/ / 2 1 \ 

(-1)" 。 ’ 

\ — m U m / 


因而 


( nlmlVInlm ) = ( I - ^ y^jy ) ( n/O I Kln / O ). 


3 J 符号表见 § 106. 

其次， 

<n/OI VlnlO) = jpE^ +/3^<n«)|-^| nlO )= 

第一项中，我们利用了球阱中的薛定谔方程化少,, 《« =£ ir 屮 〜， 第二项进行了分 
部积分.采用 （28.11) 式的我们求出也„ =/^(/"^„(0,史）的微商为 

i^ = ( cosff i- SJ! rf 0 )^ = 



§ 39 久期方程 


. 127- 


i(Z + I 


74(/+ 1) 2 - 


(/ C -+&, 卜 


74FT 




径部的积分用下列公式 计算： 

厂 R nl R'^rdr= _ +厂 Rldr, 

j: R'Vdr^E^ -Z(/ + l)|' R\,dr. 


这些公式是用分部积分和径向薛定谔方程 （33. 3) 导 出的： 




+ /0 + U 




含有的被积项相消，最后得 

A £ =40 __ ，（“" [ ml 

" ,m ~ P (2/-1)(2/+3) l/(Z + 1) 

注意到 

21 + 1 m S ; = • 

说明多重谱线的“重心”没有位移. 
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现在回到未受扰算符次的本征值具有简并时的情形.我们用少： A 、:、， … 
代表属于同一能量本征值的一套本征函数.我们早已知道，这一套本征函 
数的选择方式不是唯 一的； 可以把它们线性组合起来，从中任意选出 s 个独立的 
函数0为£:能级的简并度），来代替原来的那套函数•但是，如果要求这些波 
函数在微扰的作用下改变都很小，那么，这套函数的选择方式就不再是任意 
的了. 

现在我们把 々 r ，…理解成为任意选定的一套未受扰本征函数.在零级 
近似中，正确的零级近似波函数应该是它们的线性组合，呈十… 
形式•其中的组合系数可以和本征值的一级修正同时求出来，其步骤如下. 

我们写出 A = m '， …的 （38.4) 式，在一级近似中，把£ = £，+£<"代 人； 至 
于只要用零级近似值就足够了，即=<?> ，…； …的〜= 
0. 于是得 

= I U ) 

或 
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5 ( U ⑴5„»0， (39.1) 

其中的《，《'遍取未受扰本征值所属各态的各种编 号值. 这是一套以 c 广为 
未知数的齐次线性方程组，如果这些未知数前的系数所组成的行列式等 于零这 
套方程就有非零解.因此可得下列 方程： 

IH ( "U =()• (39.2) 

这是一个 E ⑴的 s 次代数方程式，一般讲来具有 s 个不同的实根.这些根就 
是欲求的那个本征值的各种一级修正.（39_2)式称为久期方程①•我们注意到， 
各根之和等于所有对角元，匕 v ，…之和（这个和等于久期方程中前 
面的系数）. 

把 （39. 2) 式的 s 个根依次代人方程组 （39. 1) 中，解出后，可得 s 套系 
数，从而求得 s 个零级近似本征函数. 

我们注意到，经过微扰以后，原来的简并能级一般讲来不再简并 [ (39 . 2) 式 
一般讲来没有重根 ].; 或者说，简并度被微扰所 解除. 简并度的解除可以是全部 
的，也可以是部分的（在后一种情况下，加人微扰后简并仍存在，但其简并度小 
于原来的简并 度〉. 

也有可能发生这样的情形，由于某种原因，属于同一能级的各个简并态 
n 、 …之间的跃迁矩阵元全都非常小 （ 甚至是零）•这时，我们不但要计及一级矩 
阵元 Iv ， 还要计及高级的不同能级之间的跃迁矩阵元…）•我们 
来计算二级近似的 K „„ 矩阵元. 

在 （38.4) 式中 A = n 时，令式左的 E = E ( „ 0) (保留记号£广，作为目前 
近似下的能量修正值），并用<°>代替 C •.由于…时所 =0 ,我 
们有 


£<|> ^ = I + z 

当 4 = m #/ i , nV ••时，精确到一级项为止，（38.4>式，给出 


故 




代人 （39.3) 式，得 





(39.3) 


①这个名间来自天体力学. 
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这组方程代替了 （39.1); 方程组的相容条件又导致久期方程，它和 （39. 2) 的差 
别在于作了下列 替代： 

K + | E » (39.4) 

习 题 


1. 求一个两重闻并能级的零级近似波函数以及本征值的一级近似修正值. 
解：（39.2)式现在呈下列 形式： 

K V ti 

= 0 

L - E ⑴ 

(下标丨和2对应于这个两重简并能级的两个任意选定的未受扰本征函數屮广 
和屮 r ) •解之，得 

E (，) =y[(* / „ +^ 2 ) (1) 


其中，记号 Hw (,) = y ( v tl - v 2J ) 2 +41^1 2 , 

代表两个修正能级£<"之 差. 再解具有以上 £ (n 值的 （39.1) 式，可得零级近似归 
一化波函數屮⑼ = c ；° v ;° , 中的系数，其值为 



y ,2 

21^1 




ha ) 


I 


(2) 



^,2 

2IR 2 I 




I 


2. 推导一级近似的本征函数修正式，以及二级近似的本征值修正式. 

解：我 们假定 C 已经是正确的零级近似波函数组.由这些波函数所定义 
的.矩阵对下标(属于同一简并能级的一组函数）而言显然是对角的，并 
且对角元••分别等于一级近似中的各种修正值 £ i u , 

现在来考虑本征函数的微扰问題.在零级近似中，£ = £，，<;，= 1, 
的=0•在一级近似中，我们 + V nn , c , = l + d ", c ” •写出 
*_;»,«'—的方程组（38.4)，保留其中的一 级项： 

(d o >) c r = u = L, 

故 

C ! U = gVor_'^io) ,k^n,n',- (1) 

其次，我们写出'的方程式，保留其中的二 级项： 



r u 

m 
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( m 的求和式中略去爪=/!,^,…的项）•把，以及（丨）式中的 ci " 代入， 
n l 时得 




Z ， 


£ (0> -£( 


( 2 ) 


(这个近似中的 ci " 等于零）.①（丨）式和 （2) 式确定了该组本征函数在一级近似 


中的修正值 〆"= I d 

m 

最后，写出 A = n 时 （38. 4) 式中的二级项，可得下式所示的二级能量 修正： 


£< J, 

上式在形式上等同于 （38. 10) 式. 




(3) 


3. 设有一系统，在 t =0 时刻处于两重简并能级的 M u > 态中.在某一恒定微 
扰的作用下发生跃迁，求 f 时刻该系统跃迁到同一能级的 i / f ^ 0) 态的概率 • 


解 ：我们 令正确的零级近似波函数为 


ill =c,^, +c 2 ^,, >J/' =cj^, 

其中的 c ,, c 2 和就是題丨的 （2) 式所确定的两对系数（为简单计我们把所 
有各量中的标号％全部略去）. 

反过来，有 


• A . =—, ~ ~ rr - 

c i c t ~ c i c i 

屮和 〆 是分属于受扰能量值芯+芯 ( "和尺 + £ ( "' 的两个态，其中的£⑴和是 
題1中的 （1) 式所示的两个修正值.引入时间因子后，就过渡到与时间有关的波 
函数： 


屮 , = _e_^_ [c ， (Ae . ( 1 / » )e m 1 _ c #, e - 卿⑴ •,] 

C,Cj -C,Cj 

(< =0时，少， =(!>,). 最后，再把上式中的必和 〆 表 成必， 和少，，少，就变成少 ，和 
4>, 的线性组合，其组合系数与时间有关.少 2 函数前系数的模量平方值就是欲求 
的跃迁概率 u « 3l . 把题1中的 （1) 式和 （2) 式代入，算出 


21^1 2 

( W 77 ? 


[1 


- cos w " ' t ]. 


我们看到，这个概率随时间周期性地变化，其频率为 

当时间 <远小于本题中的周期时，上式的中括号与 P 成正比，从而《> 2| 也与 


①注意 （ u 和（2>中的各疳必须很小（这是本微扰法的适用 条件） .这个条件只 e 求厲于不同能级 
的跃迁矩阵元满足条件 （38.9) .至于厲于网一简并能级的跃迁矩阵元，可由久期方确（在一定的意义 
下 >箅出. 



r 成 正比： 
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^2. = ^ IK|j|2t2 - 

此式可用下节所给的方法[应用 （40. 4)] 十分简单地获得. 

§40与时间有关的微扰 

现在研究明显地依赖于时间的微扰•一般讲来，我们在这种情况下谈不上本 
征值的修正问题，因为当哈密顿鼠依赖于时间时[例如受扰后的算符为 A = 

足+ ho ], 能量不再守恒，因而也就不存在 定态我 们在这里提出的问题，只是 
从未扰系统的定态波函数出发，对该波函数进行近似计箅 ■ 

为此，我们应用一种方法，类似于求解线性微分方程组时熟知的常数变易法 
( P . A . M . Dirac , 1926) •设少(含有时间因子）为未扰系统的定态波 函数此 
时，未受扰波动方程的一个任意解可以表成屮 = Z 的形式.现在来求下 

k 

列受扰方程 的解： 

ih ^=( H 0 + V )^, (40.1) 

at 

把这个解表成以下的求 和式： 

X «*(0少 r , (40.2) 

其中的展开系数都是时间的函数•把 （40. 2) 式代人 （40. 丨）式中考虑到所有的 
^ 0, 函数都满足下列 方程： 

i 手 

我们得 



上式两边左乘后，积分得 

ih~= X ⑴〜， ( 40 . 3 ) 

其中的 

^*(0 = / ^ 0， * V^[ 0) dq = V^e^, 

El 0) - E[ 0) 

〜 = ~~ h ^ 

为含有时间因子的微扰项矩阵元（必须注意，当^显含*时，匕 * 也是时间的函 
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数）. 

我们取第《个定态的波函数作为未受扰波函数 ，（40.2) 式中的相应系数值 
为的=0•求一级近似时 ，（40. 3) 式左边的 a 4 写成〜+ 
右边则用《* =« r 代人（因为其中已经包含了一级小量结果得 
do ⑴ 

iH-^~ = V kn (t). (40.4) 

为了能够表明所算的修正究竟属于哪个未受扰函数，我们在七系数中加进第二 
个下标，写成 


$ 〜(<)• 

据此，我们可以把（ 4 0. 4 )式的积分结果写成以下的 形式： 

C = - ( + ) jKAOdt =- (士) J V tn e ^ dt , (40.5) 

这个式子确定了一级近似波函数. 

现在我们来更详细地考察微扰项 i > 为时间的周期函数这一重要情形，1>的 
形式为 


V = Fe- M + Ge M , (40.6) 

其中的/’和^都是和时间无关的算符.由于^是厄米的，我们必须有 
Fe '^ 1 + Ge m, = F ' e ^' + G ' , 

由此得 6 = 卢*，即 

G „ m = F ：,. (40.7) 

应用这个关系式，我们有 

V tn ( t ) = (40.8) 

代人 （40. 5) 式并进行积分，我们得到下列波函数展开系数： 

*" Hw t „-w) h(io kn+ w)' (40-9) 

这个表式只有分母都不等于零时①才能应用，即所有的 A ( n 为给定）必须满足 

E ( o > _ £ <0) ^ ± hw (40.10) 

许多应用问题中，要用到任一物理量/对受扰波函数而言的矩阵元 .一 级近 
似中我们有 

/ ⑽⑴ =/ ir ( o +/: ⑴， 

其中的 


①精确来讲.这个表式中的分母都不能很小.否则就不能远小于 I . 
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/„：(0 = 

/:⑴ =/ [^ ： 0> *M I) + CM° 、 ]dq. 

把穴 1 >= Z 代人上式，式中的 C 由 （40.9) 式所确定，易得所求的表 

k 

式为 

心⑴一，？ {[^E^y+^&y]，+ 

+ ^ n + h F Fk ' 、 .]，}. (40.11) 

I n (( o km + o >) n {( O kn - ( o ) i J 

这个表式只有当每一项都不太大时才能应用，即所有的频 率叫- ，叫 m 全都不能太 
接近于心当 W =0 时，上式回到 （38. 12)式. 

以上给出的各种公式，都是对只具离散谱的未受扰能级而言的.但是这些公 
式可以立刻推广到还具连续谱的情形中去（和以前一样，我们所考虑的微扰是 
对离散谱中的态而言 的）； 这只要在离散谱能级的求和式中，简单地补充一项对 
连续谱的相应求积式就可以了.这些公式中的能量，现在不但能取离散谱中 
的各种数值，而且能取连续谱中的各种数值,但是必须保证（ 4 0.9>( 4 0. 11) 式中 
的分母±如没有一个等于零•如果连续谱处于整个离散谱能级的上面，那么， 
在这种常遇的情况下，除了 （40. 10) 以外，还需要补充下列条件 

(40.12) 

其中£:为该连续谱的最低能级 • 


习 题 


设有一周期性微扰（呈 （40.6) 形式） ，其频率 w 满足 - E [ 0) = h ( w + e ). 


e 是一个小量.求薛定评方程第 n 个解和第 ni 个解受这种周期微扰后的改变量. 

解：本节所讲的方法在这里不适用，因为 （40.9) 式中的 a : 系数现在变得太 
大.我们要从精确方程 （40. 3) 重新出发 ，该 式中的⑴由 （40. 8) 式给出.很明 
显 ，（40. 3) 式 右边的各个求和项中，最重要的贡献是来自这样一些项，这些项中 
的时间关系由微小频率 - a ; 所确定，略去所有其它各项后，我们得到以下两 
个联立 方程： 



ifi = F ；„ 
dr mn 


我们作下列替代 
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得以下两个 方程： 


旧-=尸-人, ih ( b ,- ieb n ) = F ： a a n . 

消 去弋后 ，得 


b n -\eb , ，+ \ F m ,\ 2 byh 1 =0 
这个方程组的两套独立解可以取成 


和 



⑴ 


—( 2 ) 

其中的/ I 和 B 都是常數（它们由归一化条件确定），式中应用了下列记号： 

a i = ~y + ^> «2 = y + /2, n = 1^- + 17/1 3 , t] =-^- 

因此，在所给微扰的作用下，函数^ 0, ,^ 0, 变成函数 + a „ 少 1°>，其中 
的•和 a „ 由 （1) 式及 （2) 式给出 • 

假定该系统在起始时 （ t =0) 处于少广态.在随后时刻，该系统就处于我们 
求得的两个函数的线性组合态屮中，该组合态当 <=0时变成 少： : 

^ = e^f cos f2l - ^sin ilt ) ^ 0, - i^e ^sin fit - (3) 

^ 0, 前系数的模量平方为 

1 - cos 2flt). (4) 

这个式子给出了 * 时刻发现该系统处于穴 G ) 态的 概率. 我们看到这个概率是一 
个频率为2/2的周期函数，概率值在0与 \ v \ 2 /{ f 之间变化. 

£=0 时 （严 格共振 ），（ 4 ) 式所 示的概率变成 

^-( 1 - COS 2 I ” U ) ， 

它在0与丨间周期性地 变化； 换句话说，该系统周期性地从少^态跃迁到少广 
态. 

§41有限时间间隔微扰作用下的跃迁 


现在假定微扰只作用于某一有限时间间隔内[或者，当± =0时， 
no 消失得足够快]•并假定该系统在微扰作用之前（或者在 - 00时）处于 
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(离散谱的）第《个态中.在随后时刻，系统的态将由屮 = g a k y k o) 函数所确 
定，一级近似时，其中的系数为 

«*. =al." = | _ V k .c mi "'dt t k^n, 

(40. 5) 式中的积分限是这样选取的，使得»--00时所有的 af 都趋于零.当微 
扰作用停止以后（或者在 *- + *> 时），\，系数都取定值 a 4 „(» ) ，该系统则处于 
下列波函数所描述的 态中： 

k 

这个波函数乂满足未受扰的波动方程，但是已不同于原来的穴函数.根据一 
般规则 ) 系数的模景平方值确定了该系统具有能贽值£!°>的概率.即该 
系统处于第 A 个定态的概率. 

由此可见，在微扰作用下，该系统有可能从起初的定态过渡到任一其它定 
态.从初态（第 i 个定态）跃迁到末态（第/个定态）的概率等于 ® 

广 ^ e ^ d / | (41.2) 

现在来考虑一个微扰，它一经作用之后，将继续地作用下去（当然，它总是 
保持很小）.换句话说，以0当时趋于零，而当 <— + »时趋向不等于零 
的某一有限值.这种情形下 ，（41.2) 式不能直接应用，因为式中的积分是发散 
的.但是这种发散性从物理上讲来并不重要，并且很容易把它 去掉为 此目的，我 
们进行分部 积分： 

+ f 

J -« dt h(i) fi 

第一项的数值在下限等于零，在上限形式上与 （38. 8) 式中的展开系数 相同； 式 
中多出一个周期因子的原因，仅仅是由于上式中的％是整个（含时）波函数 
屮的展开系数，而§38中的&是不含时的少函数的展开系数.这就很明显，*- 
»时这一项的极限值,不过是原函数在微扰的“恒定部分”八+» ) 作用下 
所引起的改变，这种改变与跃迁到其它态没有什么关系•跃迁概率是由上式第二 


①为一致起见，今后谈到跃迁慨率时.初态和未态一汴 i 己作 i 和/,这个概率的下标次序为/ ：( 不是 
</) .与矩阵元的下标次序相 1-1. 
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项的模量平方值给出的，并等于 

Wfi= ¥^ fi \ /- 令 _ 叫 2 . (41 - 3) 

对于从离散谱的态跃迁到连续谱中的态讲来，以上所得的这些公式也是成 
立的•其差别仅在于，当我们讲到从所给态（第 t •个态）出发跃迁到值域（见§ 3 8 
末） 介于* V 和 * V + 之间的态时，跃迁概率式 （41.2) 应写成下列形式： 

〜=^| /二 | ' du ,. (41.4) 

如果微扰八幻在数量级为周期 i 的时间间隔内变化得很少，则 （41.2) 或 

似 /i 

(41.3) 式中的积分值也将 很小. 在极限情形下，当所加微扰变化得十分缓慢的 
时候，具有能墩变化的（即频率％不等于零的）任何跃迁概率都趋 于零. 由此可 
见，当所加微扰变化得足够慢（或称浸渐微扰）的时候，处于某一无简并定态中 
的系统仍将留在该态中（还可参考 §53). 

反之，在极快地“瞬时”加人微扰这一极限情形下，“加入时刻•’的导数值4 

dt 

变成无穷大•我们可以在卜〜的积分式中，把变化得较慢的 e ， 因子取出 

积分号外，并令它等于该时刻所具有的 数值. 留下的积分就可以立刻算出，结 
果得 

〒命 ⑷. 5) 

当微扰本身并不太小时，也可求出瞬时微扰下的跃迁概率.假定系统原处于 
哈密顿最#。的某一本征函数也!°>所描述的态中.如果“瞬时”地改变哈密顿量 
(这就是说，所用的时间远小于原来的第；个态跃迁到其它态的周期丄），则该 
系统的波函数“来不及"改变，仍留于微扰以前的态中•但是，它并不是新哈密顿 
景 i 的本征函数，也就是说,必广不再是 定态. 根据量子力学的一般规则，该系 

统跃迁到某一新定态的概率％是由也 <■» 函数对 a 的本征函数组少/展开后的展 
开系数确 定的： 

w r > = \ j O /’ d ? 丨 . (41.6) 

现在来证明，如果哈密顿景的改变量 V = H - H 0 很小，这个一般公式如何化 
回到 （41.5) 式.以下两式 

or ， =£ a * 
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分别各乘上和少广后，对扣积分，并逐项相减：再利用点算符的厄米性， 
可得 

( E f - E\ 0) ) 卜 / t//‘ u> dq = I \\i' Vi/i^'dq. 

如果微扰 f 很小.则一级近似下的心可用未微扰能级代替，而波函数 
匆（在上式右边的）相应地可用代替.此时得 

I 少! 0 >d 9 = ^~ J ^/° ' ( O . 

故 （41.6) 式变成了 （41.5) 式. 

习 题 

1. 处于基态的一个带电振子上突然加入一个均匀电场，求该振子受此微扰 
后跃迁到激发态的概率. 

解：均 匀电场中的振子势能（电场的作用力为 F ) 为 

叭*)=¥* 2 -^=¥(*-*。） 2 +常数 

(其中的％ =—^7) ，故仍具振子形式（但平衡位置移动了）.因此受扰振子的定 
V mw / 

态波函数为少 〆 *-* 0 ),而么 （*) 是 （23. 12) 式的振子波 函数； 初态波函数是 
(23. 13) 式的少。（*).根据这些公式以及 （23 .丨丨）式的厄米多项式，可得 

J - m v/2*irA：! 1 - 

式中引入了记号& =*o 分部积分 A 次以后，上式右边积分变成下列形式： 

故跃迁概率 （41.6) 为 

= fy e * • 左 = F 2/2m b 3 . 

作为量子数 （ 的函数，上式呈泊松分布形式，其中 A 是 a 的平均值. 

当 f 很小，以致 i « i 时，微扰论可以适用•此时，跃迁到激发态的概率很 
小，并随 a 的增大而很快衰减.最大值为 w l 0 ^ ic . 

相反的情形下，当 f 很大时 U >>1),激发振子的产生具有极大的概 率：该 
振子仍留于基态的概率为 u> M = e - 4 '. 
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2. 处于基态的原子核，受一急剧撞击后具有速度撞击时间 T 假定既小于 
电子周期，又小于 a / t > U 为原子线度）.求该原子在这种“冲击”影响下的激发概 
率 （ A . B . MHr fl an ,1939). 

解：变换到^参考系，这个参考系与受撞后的原子核一起运动.由于条件 
T « a / i ;， 受撞期间的原子核可以认为实际上没有移动，因此，受扰刚结束时，参 
考系尺'中的电子坐标与原参考系尺中的电子坐标相等•初态波函数在尺'参考系 
中为 


K =^»exp( - iq - 2 r 。)， q= ^Y~' 

其中的少。为原子核未动时的基态波函數，指數幕中的 I 是对该原子中所有的 

a 

Z 个电子求和.按 （41.6) 式，跃迁到第 A 个激发态的概率由下式 确定： 

= | 〈Arlexpf _i 分 . ^ r o J 10) | . 

特别是当 qa «\ 时.积分号内的指数因子可以 展开. 并由于於。和必 4 函数的正 
交性，注意 中：中 0 的积分等于零，故得 

»«. = | <*1 (? 1 Z ) 10 〉 | • 

3. 求氢原子受突然“冲击”后激发和电离的总概率（参考上题） • 

解：欲 求的总概率可按下式 计算： 

1- 如 。 0=1- | 叫 2 , 


其中的如00为原子仍留于基态的概率 （ 氢原子基态波函数必。 =— 为 

v 


玻尔半径）.算出积分后得 



在卯《1 的极限情形下，这个概率变成1 而趋于零，当 9a »I 

时，1 -(2 /qay 趋于 1. 

4. 原子序数 Z 很大的原子核进行卢衰变，求该原子尺层电子的逸出概率./3 
粒子的速度假定大于 A ： 电子的速度 （ A . B. MHritaji ,1941 ;E. JI. « DeiiH 6 epr , 1939). 

解 ①:在 上述条件下，/3-粒子穿过 A ： 层的时间小于电子的绕核周期，因而核 
电荷的变化可以看作是瞬 时的. 电荷变化所引起的核电场改变量 V = l / r 很小 （ 1 


①题4和® 5中应用了原子单位. 
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与 Z 之比），起着微扰的作用.按 （41.5) 式，能量①为 ff 。 = - Z 2 /2 的两个 A ： 层电 
子中，有一个电子跃迁到能量介于£： = ArV 2 和£ + d £( d £ = AdA ) 的连续请区间 
内的概率为 


dw =2 


41、1 2 

(,k 2 + z 2 ) 


T d *. 


在决定矩阵元、的表式时，近核处 （- 1/ Z ) 的积分区间最重要，这时连续 
谱状态波函數仍可利用类氢原子的表式.末态电子的角动量必为/ =0 (等于初 
态的角动量）.利用§36得到的/? 10 和按 k /2- n 标度归一化的《*0函数以及数学附 
录中的 （ f .3) 式，得② 


由于 




4 列 1 m 广 


(- F ) 


最后得 


并有 


1(1 〜广1 2 =叩（ - 2 ^-^), 




v 1 / - arctan a \ 

/(«)=7T-^ ex p(- 4 ^-)- 

/( a ) 函數的极限值为 

a « 1 时/":已- 4 ， a » 1 时 /= a /2 iT . 
dw 对逸出电子的所有能量积分，可得尺层电离的总概率 •数值 计算后，得 
w =0.65 Z 2 . 

5. 原子序數_?很大的原子核进行 a 衰变，求该 原子尺 层电子的逸出 概率. 
«粒子的速度 小于欠 电子的速度，但是它从原子核内逸出的时间小于电子的绕 
核周期 （ A . B . Mwraan ,1941 ； J . S . Levinger , 1953). 

解 : a 粒子刚逸出时，作用于电子的微扰还是浸漸微扰.因此，所求效应主要 
取决于浸漸被破坏那一微扰"加入时刻”附近的时间间隔，此时的 a 粒子虽已逸 
出原子核并作自由运动，但仍处于比尺层电子的轨道半径来得小的距离内. a 粒 


① 对 欠电子 •今 后将用类裒职子态（参考 874). 

② i _ l_W 时®好采用库妒位后结果中洱换成职子牟位. 
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子和原子核的联合场与纯库仑场 ZA 的差别，代表了致使原子电离的擻扰作用 
〆 •原子量分别为4和4 -4, 电荷分别为2和 Z - 2 相互距离为扣 （《； 是 a 粒子和 
原子核的相对速度）的两个粒子的偶极矩等于 

2(/4 -4) -4( Z -2) 2(/> -2 Z ) 

A Vt ~ ~ "A Vt - 

故原子核和 Q ： 粒子的势场的偶极项为① 

^ T 

式中取 2 轴沿速度 I ；的方向•取电子运动方程- Zz / r 3 的矩阵元，可把以上微 
扰 P 的矩阵元化成 z 的矩阵元，我们有 

I z \ ( E - E 0 ) 2 

(7)0* = ~~ Z — 

按 （41.2) 式，两个尺电子中有一个电子进行跃迁的概率为 

如 =2 | 厂 V ot e'^- £)l dl I 2 dA . = 8M^||)V| 2oj2dA/2ir 

计算此积分时，先在被积函数中引进一个阻尼因子 e-*，， A >0,积出后，再令 A — 
0,计 算 ；: =rcos 0的矩阵元时，由于初态的轨道角动量/ = 0,因此只有跃迁到/ = 

1的态时 cos 0的矩阵元才不等 于零； 故有 

'(cos 0 ) ol I 2 =( cos 2 0 ) oo = y , lz 04 l 2 =y lr 0 , l 2 . 

应用径函数 / e M 和 & 算出 r ot 后，结果得 

』 2 "(A -2 Z)V r / k \ ,,, 

dw= - : ~~^T7 f y AdA - 

/ 函数已见题 4. 


§42 周期微扰作用下的跃迁 

在周期微扰的作用下跃迁到连续谱状态的概率，和以前的结果有所不同.设 
在* =0的起初时刻，系统处于离散谱的第 i 个定态中.假定周期微扰的频率如 
满足 

h < o > E min - El 0) , (42.1) 

其中的为连续谱的起始能量值. 

根据§40的结果显然可知，起首要作用的态是能景&十分接近于共振能 
量幻°> + hco 的那些态，亦即 < o ri - co 值很小的那些态.根据这一点 ，（40. 8) 式的 

①如果4 -2；? 很小•还薄考虑下一 项四极 矩项. 
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微扰矩阵元中只要考虑（频率 W/j - w 接近于零的）第一项就足够了 •把这一项代 
人 （40.5) 式中进行积分，我们得 

if , … _ * 

(42 - 2) 

积分下限的选定，要使 < = 0时％ = 0,以便符合于所设的初始条件. 

由此求得的\模量平方值为 

4 sin J 士 

= (42 - 3) 

很易看出，当 f 很大时，上式可以看作和 t 成正比的一个函数.证明时，只要注 
意到 

lim- m ° 2 1 =S(a). (42.4) 

一 irta 

实际上 ， a #0 时这个极限值等于零，但当 a =0 时我们 有?^ ，故其极限值 

la 

为无 穷大; 最后，对《从 -® 到+ »积分,我们有（作替代加=在） 

•管心. 

可见（42. 4 )式左边的函数实际上满足 S 函数定义中的所有条件•故*很大时我 
们有 


la yi |2 = ^ lf / i，2/nlS ( t0/i 2 ， 

以 方叫：〜-瓦 广 代人，并应用 5( 似） =5(*)/a, 得 

IV 2 = ^f\F r ,\ 2 S( < E / -E^ -hoi)t. 

表式 I % I 等于从原态跃迁到 dj // 间隔内的一个态的概率.我们看到，当 
t 很大时，它与从《 =0开始所经历的时间间隔成 正比. 单位时间内的跃迁概率 
d % 为① 

dw /i = Y 1 F r. 1 2 8( E, - El 0) - hw) d Vf . (42.5) 

如所预料 ，除了 跃迁到能量为 E f = E\ 0) + hw 的态外，这个概率等于零.如果 
该连续谱不存在简并能级，则 *7 可以径自取作能童值，此时 d 。 “间隔”内的态就 
变成能最为£ = £ 广 +hw 的一个单态，跃迁到这个态的概率为 


①很易证明•当我们考虑 r ( 4 o .8> 式中 w 被略去的第二项以后.得到一个补充项，这一项除以《.当 
«—*00 时扫于零. 
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(42.6) 

还有另一种方法能导出 （42. 5) 式，它在方法论上很有教益，此法中并不假 
定周期微扰是在 t =0时刻加人的，而是从 *= -00 开始以指数规律，逐渐地加 
人（浸渐加人）， A 是一个正的常数，以后让它趋于零.初始条件％ =0现在适用 
于 < = -» 时刻，微扰矩阵元变成 

(42.2) 式变成 

V ^ (l)dl= -^(^-0,-iA)- 

因而 

,a ^ = 7 ,F ^ ( . fl S + A- 

每单位时间的跃迁概率由上式微商 给出： 

去 I 〜1 2 = 2 A I a ， 1 2 ， 

和 （42.4) 式一样，下式是成 立的： 

l»m . 2 A . j . = S ( a ), 

^® ir(a +A ) 

利用上式取极限 A —0, 可得 

^ 1 °/! 1 1 1 - W ) ， 

这就回到了 （42.5) 式. 

§43 连续谱中的跃迁 

微扰论的一个最重要应用，是计算恒定（与时间无关）微扰作用下连续谱中 
的跃迁槪率.我们早就指出过，连续谱的态差不多总是简并的.用某种方式选好 
对应于某一给定能级的一套未受扰波函数以后，我们可以把这个问题作如下处 
理 ：设在 某一初始时刻，已知该系统处于其中的某一态中，试求跃迁到具有同一 
能错的另一态的概率.对从初态 i 跃迁到和 v { + A Vf 间隔内的态讲来，根据 
(42. 5) 式我们立刻得（改变式中的记号，并令该式中的《=0) 

dtt . /! =^ IF / i l 2 5(£： / -£： j ) d l / / . (43.1) 

n 

这个表式正如我们所预料的，除了 E f = E ‘ 以外都等于 零：在 恒定微扰的作用下， 
只有能 M 相同的态才能彼此跃迁.必须注意的是，对连续谱状态的跃迁而言， 
d % 不能直接看作跃迁 概率； 甚至它的摄纲也不一定是 [1/ 时间].在 （43. 1) 式 


(42.7) 


(42.8) 
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中， d % 代表单位时间内的跃迁次数，其敏纲依赖于连续谱波函数所选的归一化 
方式.① 

我们来计算受扰后的波函数，它在微扰作用之前等于原来的未受扰波函数 
.采用§42末段所给的方法，我们可把微扰看作是按 e A '规律浸渐地加人的， 
然后取 A —0. 按（42.7)式，令 &) =0,并更换记号，得 


受扰波函数为 


4° =K ■‘ 


exp { 士 ( J 

E i - £, + iA fc 


(43.2) 


% = t 0) + I 

式中的积分遍及整个连续谱②•把 （43.2) 式代人，得 

^=W- U) + 卜广 El -t+ioW (43 ' 3) 

取极限 A —0 时，，因子变成 1. + i 0 项代表 A 从正值趋于零时 iA 的极值，它确 
定了对变量~的积分方式 （《!£/ 是 di // 中的一个因子，它和描述连续谱态的其它 
量的微分乘在一起）•没有 iA 项 ，（43.3) 的被积函数在 E / = £ ，处就会有极点，积 
分在极点附近将会发散， iA 项把这个极点移到复变最~的上半平面中去，作完 
A —0 的极限手续后，极点回到实轴上，但是我们知道，此时积分路径必须从极点 


的下面绕 过去： 


- - - , E J . - - - (43.4) 

W T f 

(43. 3) 式中的时间因子表明，这个函数和原来的未受扰函数属于同一能景 
换句话说，下列函数 * 

K + (43 . 5) 

满足薛定谔方程 

( W 0 + K )^=£>,. 

因此，所得表式自然和 （38. 8) 式一致③. 


① 此处所讲的理论包括很多现象，例如各种 碰撞； 系统无论在初态和末态都是一群自由粒子，而微 
扰就 M 它们之间的相瓦作用.波函数适3归一化后 .（ W .1) 式就成为碰撺截面（见§ 126). 

② 如果还有离敗谘.则在此式（以及随后的式子）中尚浠加进对离敗谱»态的求和项. 

③ 采用此式时，根据必,在远距离处的渐近式中只能包含出射波（不能含入 射波） 这一条件，就能确 
定枳分路径（见5 136). 
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上述计算相当于微扰论的一级 近似. 不难算出它的二级近似，为此，我们需 
要推导少,的下一级近似表式•采用§38的方法（现在我们已经知道了处理‘‘发 
散”积分的方法）容易做到这一点.简单计算后，得 

叫广 + / h + Ie^T0^\ 

将此式和 （ 4 3. 3) 式比较，直接模拟（ 4 3.1)式，即能写出相应的跃迁概率 （确 
切地说，是跃迁次数） 公式： 

〜 =罕卜， iO dv 1、 (£ , - E ' )Av r ( 43 . 6 ) 

矩阵元 ^对 于所考虑的跃迁讲来，有可能等 于零. 此时一级近似为零， 
(43.6) 式变成 

Aw fi =Y I / E^-E Av I - E f ) A Vf . (43.7) 

应用上式时 ， A =£, 点一般不是被积函数的极点，于是对匕的积分方式就无关 
紧要了，积分可沿实轴进行. 

I 和匕，都不等于零的那些〃态，通常称作 t •- */ 跃迁的中间态.直观地讲，好 
像这种跃迁分成 J / 和/两步走 （ 当然，这只是一种口头上的说 法）. 也有可 
能^一*/的跃迁不能通过一个而要连接通过好几个中间态才能发生. （43.7) 式可 
以立即推广到这种情形，例如，如果需要两个中间态，则有 

〜=竽1 / T ^- XnE '- E ,) AvAv '\ 2 S ( E f - E ,) d V/ . (43.8) 

最后，为了澄清取 （43.4) 的积分路径的数学含义，我们来证明下列公式： 

J 媒=十普— (43.9) 

式中积分沿若包括 X = a 点在内啡实轴段.如果我们沿着半径为 p 的一个半圆绕 
过极点 * =«，我们发现，整个积分等于沿实轴从下限积到 a - p 再从 a +P 积到 
上限的两个积分，再加上被积函数在极点处的留数的 i tt 倍•取极限 p —0 时，沿 
实轴的两个积分就变成沿整段的主值积分（用 P 表示），结果就是 （43.9) 式，该 
式也可用符号形式表成 

x- l a-iO =P l^ + iir8{x ~ a) ' (4310 ) 

P 代表对 / U)/(x - a ) 的积分取主值. 

§44能置的不确定度关系 

我们来考虑由相互作用很弱的两个部分所组成的一个系统•假定在某一时 
刻，已知这两个部分都具有确定的能量值，我们把它记作£和心经过某一时间 
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间隔 At 以后，再测 能量； 所得的值一般讲来和并不 相同. 容易求出测 
墩结果之差厂+ 〆 -£ - s 的 最概然 值所具有的数蹶级- 

根据 a >=0 的 （42.3) 式，系统在不含时的微扰作用下，经过时间 < 后从能最 
为的态跃迁到能量为 f 的态所具有的跃迁概率与下式成正比： 



( E '- E ) 2 


由此可知，差的最概然值具有 ft / t 的数量级- 

把这个结果用到目前考虑的情形中（以两个子系统间的相互作用为微 扰）， 
我们得到以下的关 系式： 

\ E + s - E '- e '\ M ~ h . (44. 1) 

由此可见.时间间隔 A / 愈短，观测到的能量变化就 愈大. 重要的是，这个数 
M 级和微扰本身的数值无关.不管子系统间的相互作用弱到什么地步，由 
(44. 丨） 式确定的能最变化值都能观察到•这个结果 是最子 理论所特有的，并且 
具有深刻的物理意义•它表明.通过两次测量来验证量子力学中的能量守恒定律 
只有 h / M 数量级的精确度，其中的 A / 为两次测量之间的时间间隔_ 

(44. 1) 式通常称为能 量的不 确定度关系式 •但是必须强调指出，它的含义 
与坐标和动鼠的不确定度关系式完全 不同. 在后一个关系式中， Ap 和 
为同一时刻的动1和坐标的不确定度；它表明了这两个量不能同时具有定 
值.而另一方面，能屋 E ，£却不论在哪一时刻都可以任意梢确地进行测景 • 
(44. 1) 式中的（£： + «)-(£：' + 〆 ）为能量£ + «在两个不同时刻的楮确测量值 
之差，并不是同一给定时刻的能*不确定度. 

如果把£看作某一系统的能量，把 e 看作“测量仪器”的能量.我们就可以 
说，它们之间的相互作用能量只能估计到的程度为止.令…为这 
些量的测1误差.在最好的情形下，当£和 〆 已精确知道时 （Ae = △ 〆 =())，我 
们有 

A(E - E ') (44.2) 

根据这个式子.我们可以导出有关动量测量的若干重要结论•粒子 （为 确定 
起见，我们把它说成为电子）动暈的测景过程，可以用该电子与某一其它粒子 
(称为“测量••粒子）的碰撞来实现，这个“测量•’粒子在碰撞前后的动童假定可 
以精确地测定①•如果把动景守恒定律应用到这个碰撞问题中，可得三个方程式 
(一 个矢童方程的三个分董式），具有六个未知数（碰撞前后电子动景的分景 


①在这里的分析中，这个"测*"粒子的能《等于多少并不锹®. 



. 146 - 


第六章微扰论 


值）.如果该电子与许多“测1”粒子进行连续碰撞，并对每一次碰撞应用动最守 
恒定律，则方程数可以大大增加.可是未知数（碰撞中的电子动 1) 的数目也随 
之增加，并且易于证明，不管碰撞多少次，未知数的数目总比方程数多出三个.因 
此，为了测定电子的动量起见，除了动最守恒定律外，有必要在每一次碰撞中应 
用能®守恒定律.但是我们已经知道，应用后一个定律只能得到 h / M 数最级的 
梢确度， AZ 为测镦过程始末的时间间隔. 

为简化以后的讨论计，最好考虑一个假想的理想实验，其中的“测量粒子” 
是一个全反射的平 面镜； 这时重要的只是垂直于该平面镜的那个动量分 M . 为了 
确定粒子的动 fi P , 根据动量守恒定律和能世守恒定律给出下列 方程： 

p ' + P ' - p-P =0, (44.3) 

\ e ' + E '- e - E \ (44.4) 

A/ 

式中的 P ， E 为粒子的动量和能量为平面镜的动 ft 和能 ft ; 不带撇的和带撇 
的分别标志碰撺前后时刻的锻.“ 测量粒 子”的诸景，假定都是精确知 
道的，它们的误差都等于零.那么对其余各量的误差讲来，由上式得 

AP = AP ', \ AE ' ~^ E \ ~- p . 


可是 


AE = ( dE / dP ) AP = 


t ； 为该电子（碰撞之前）的速度，同理有 

=1/^ = i / AP . 


从而我们得 




(44.5) 


我们在速度和动量下面都加上了一个下标*，这是为了强调这一式子对每一种 
分分别讲来都是成立的. 

这就是欲求的关系式.它表明电子动量的测量（具有给定的精确度 A P ) 必 
然引起该电子的速度改变（亦即动最本身的改变）.测歐过程的历时愈短，这种 
改变就愈大.只有 A < — »时，这种速度改变才能任意地小，但是占有长时间的动 
最测量只有对自由粒子才有意义•动最测景在经历短时间间隔后的不可重复性 

以及置子力学中测1的“两面性”-个物理量的测置值与测蜃过程结束之 

后它所采取的数值之间加以区别的必要性——在这里表现得特别清楚①. 

本节之初根据微扰论所得的结论，也可以用另一种观点推导出来，这就是考 


① （44. 5>式以及能 t 不确定度关系的物理含义是由 N . 玻尔给出的 （1928). 
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虑某一系统在某种微扰作用下的衰变问题.设£。为该系统的一个能级，这个能 
级是在完全略去衰变可能性的假定下计算出来的•令 T 为系统处于这个态的寿 
命，也就是每单位时间衰变概率值的倒数.然后用同样的方法，我们可得 

\E 0 -E-e\ ~ — , (44.6) 

其中的为该系统衰变之后形成的那两个部分的能量.可以看作衰变 
前的系统能量的一个估计值.因此所得的式子表明，一个处于“准稳定”态的可 
衰变系统的能量，只能确定到 Zi / r 数量级为止.这个置通常称为该能级的宽度 
厂.故 



§45以势能作微扰 

粒子在外场中的整个势能如果可以当作微扰来处理，这种情形值得专门考 
虑，此时的未受扰薛定谔方程就是该粒子的自由运动 方程： 

A<A <0) +iV (0) =0, (45.1) 

n n 

并具有平面波解.自由运动的能谱是连续的，因此我们现在所考虑的是连续谱微 
扰论中的一个独特情形•这个问题的直接求解，要比应用普遍公式更为方便. 

一级近似的波函数修正少〜满足下列 方程： 

A ，、 ⑴：亨，, (45.2) 

式中的为势能.根据电动力学我们知道，上式的解可以写成推迟势形式，即下 
列形 式①： 

少⑴ （ nz) = j 少⑼ (45.3) 

其中的 

dV' = dx'dy'dz', r 2 = (*-*’) 2 + (y -y') 2 + (z -z') 2 . 

现在来阐明势场应该满足什么样的条件才能看作微扰•微扰论的适用条 
件已经包含在这个要求内.设 a 为该势场显著地不等于零的那个区 
域空间尺度的数置级.我们首先假定该粒子 的能童 十分小，以致 h 的数量级至 
多等于1.此时 （45.3) 被积函数中的因子在数最级的估计中并不重要，该积 
分的数1级为 〆 ，故 


①这 M (45.2) 式的一个特解.其中还可以加进一个未受扰方枵 （45.1 >式的任意解 . BP ( 4 5.2) 式的 
• fi 边等于零时的任 .6 解. 
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我们就得下列条件 

I £/1 «当 Aa S 丨时. (45.4) 

ma 

要注意的是，此式右边具有简单的物理 含义； 它等于封闭在线度为 a 的体积内的 
—个粒子所具有的动能数最级（因为根据不确定度关系，粒子动量的数徼级为 
/ i / a ). 

我们来考虑一个特殊情形，设有一个十分浅的势阱，满足 （45. 4) 式所给的 
条件. 容易证明.在这样的势阱中并不存在负能级 （ R . Peierls 1929); 对一个球对 
称的势阱讲来，这种特殊情形已经在§33的例题中证明过•实际上，当£=0时， 
未受扰波函数变成一个常数，可以任意选定这个常数，我们暂定它等于1 ；^ ,0) = 
1. 由于 〆 "，在势阱中运动的波函数屮=丨显然到处不等 于零； 这 
个本征函数是无节点的，它属于基态，因此 E =0 仍是该粒子的最小能量值.由 
此可见，如果势阱足够浅，那么该粒子只能作无限 运动； 这个粒子不能被势阱所 
“俘获”•必须注意到，这是量子理论所特有的 结果； 经典力学中的粒子在任意势 
阱中都能作有限运动. 

应该强调指出，以上所讲的只是针对三维势阱而言的•在一维或两维势阱中 
(即在这样的势阱中， f / 只是一个或两个坐标变量的函数），总可以存在负能级 
( 见本节之末的例题）.原因在于，在一维或两维情形中，目前考虑的微扰论当能 

等于零（或很小）时不再适用①. 

在高能最情形下，此时有 Aa >>1,被积函数中的 e 4 '因子起着重要作用，并 
使积分值显著地减小.这种情形下 （45. 3) 式之解可以变换成另一种 形式； 为了 
推导这种形式，最好回到方程（ 4 5. 2) 直接求解.我们把微扰前的运动方向取作;^ 
轴； 则未受扰波函数的形式为 ( A % = e 〜 （常数因子暂定为 1) .我们来求下式之 
解： 


1 ' + k 2 ifj ' 1 


2m 

V 


Ue ik, , 


令⑴鉴于所假定的 A 值很大，我们在中只要保留^“因子经过一 


次或两次微商后所得之项就可 以了. 由此可得/的下列方 程式: 


①在网维悄形下可衣为（裉据二维波动方程的理论 岈知） 类似于 （45. 3> 的一个积分式.其中 
的 〆 被换成 hrHi ' McUW . Hi " 为零阶的第一类汉克;尔函数 ，而/ ^ = (* - »，）： + ( r - 
，） 2 •当*-时，这个汉克尔函数.从而整个枳分式.均以对数方式尥向无穷大. 

同押.在一维情形下，被积函败中含有因子其中的 r = | 1 -*‘丨，当4—0时,少山按|/<1 
Q 向无穷大. 
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故 


2ik^ = 2 -^, 
dx h 2 


广 =e " /= H 


(45.5) 


对这个积分进行估计,得1«^"1~^^,因此这种情形下的微扰论适用条 

件为 

\ U \ «-^- 1 ka = — , ka » l , (45.6) 

ma a ’ 

其中的 r = MAn 是该粒子的速度.我们注意到这个条件比 （45.4) 来得弱.因此， 

在低能粒子情形下，如果一个势场可以当作微扰来处理，那么在高能情形下，这 

个势场一定仍能当作微扰来处理，反之就不一定正确了①. 

这里所讲的微扰论的适用性，对库仑场而言还需另行考虑.在 = a / r 的场 

中，不可能分出一个有限空间区域，使得域外的 t / 比域内的小得很多.把 （45.6) 

式中的参敎 a 改写成距离变量 r , 就得欲求的适用 条件； 从而导出下列不等式： 


由此可见，对高能粒子而言，库仑场可以当作微扰②. 

最后，我们来推导一个公式，它能近似地给出某个粒子的波函数，只要这个 
粒子的能董£到处都远大于势能 f / (不加其它条件）•在 一级 近似中，这个波函 
数和坐标的关系，与自由运动（其方向取作 * 轴）的情形相同.因此我们可设屮 
呈屮=<^厂形式，其中的 F 是一个坐标的函数，它与 e ⑴相比变化得较慢（但是 
不能一般地认为它接近于1 ) •把它代人薛定谔方程中，可得 F 的方程式 

O ( 45 _ 8 〉 

由此得 

<A = e ik, F =常数 x 卜， (45.9) 

这就是欲求的表式•但需注意，此式在远距离处并不适用.在方程 （45. 8) 中，我 
们略去了含有 F 二级微商的 AF 项. 在远距离处， dV / dx 1 和一级微商扣一 
起趋于零，但它对横坐标;^的偏微商并不趋于零，只有满足 x << h 2 条件时， 


① 一维«形下.微扰论的适用条件 （45. 6>式对所有的成立.三维情形下推得的 （45.4) 式对一维 
悄形并不适用，因为所得的珍⑴函数具有发散性（见前一附 注〉. 

② 必须注«.对 = •的场而言，（45.5)式当》//(/ +: r 2 ) 很大时枳分是发敗的（对数发敢） . 闪 
此用微扰论求出的库仑场中的波函数.在绕 * 轴的狭阀锥内不能适用. 
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第六章微扰论 


它们才能被忽略掉. 


习 题 


1. 试求一维浅势阱中的能级•假定它已满足 （45.4) 式，并且积分^ i / d * 
是收敛的. 

解 ：我们 先假定能级丨£丨<< If / I ,这个假定将被以后的结果所证实.那么，在 
下列薛定谭方程的右边 

^ = ^[U( X )-EU, 

我们可以略去势阱范围内的£，并把 必看作 常数，不失其普遍性，可令等于1: 


此式对 dx •积分，积分 限为： 1：义两点，并且 a « x t « l // c , 其 中的 a 为势所 宽度， 


而 / c = V 2 m \ E \/ h . 由于 t / (幻的积分是收敛的，式右的积分可延伸到从 - 00到 
+ 00的整个值域： 


# r 

dx ... h 2 J -« 


Udx. 



在远离势阱处，波函数呈 (A 的形式.把它代入 （1) 式，我们得 


或 


- 2 k = y \.. udx 


由此可见，能级是一个很小的量，比阱深还高一个数量级（二级小量），与假设相 
符. 

2. 求二维浅势阱 i / = (/( r ) 中的能级（/•为平面中的极坐 标）； 假定积分 

[" rUdr 是收 敛的. 

J 0 

解：和 上題一样做法，我们得到阱内的方程为 


2m 


V . 


( r df) = Y l 

此式对 f ■从0到 r , 积分 （ 其中的 << r , << \/k) ，结果得 


d 

~dr 


d(/r 

dr r « r , 



rU ( r ) dr . 


在远离势阱处，两维自由运动的方程为 


⑴ 



( r ^) + F £ ^ =0 - 

它有（无穷远处为零的）解屮 = 常数 X H ^'^ i / cr )； 当这个函数的宗量值很小时， 
H o ° 中的首项与 In / cr 成正比 •记住 这一点，我们在 r _ a 处，把阱内外的屮的对 
数导数等同起来[阱内的少对数导数等于 （1) 式的右边]，得 

alh-a^afo 

由此得 

|£ 卜 碁-{-引 j : o . 

我们看到，能级比阱深（指数式地）小得很多. 



第七章 

准经典情形 


§46准经典情形下的波函数 

如^各粒子的德布罗意波长在所给问题中远小于确定该问题各种条件的特 
征尺度 I 该系统就接近于经典性质，正如波动光学当波长趋近于零时过渡到几 
何光学那样. 

让我们对 准经典 系统的性质作进一步的研究.为此，我们在薛定谔方程 


Z 2 ^- A > + (£-{/)^=0 


中作下列 替换： 


沙 = e 


对函数 O ■我们得到以下 方程： 


? 士 (▽，)、 z ^t A ^ =E ~ u - 


(46. 1) 

(46.2) 


由于该系统的性质已经假定是准经典的 ，0" 就可展成 fc 的幂 级数： 

<t = ( T 0 + ( fe / i ) or , + ( fi / i ) J cr 2 +•••• (46.3) 

我们先考虑最简单的情形，即单粒子的一维运动. （46. 2) 式此时化简成 

士” = E - U(X) ， (46 . 4) 

其中的撇9■代表对坐标 X 的微商. 

在一级近似中，可令 O "=0 r 。， 并在方程中略去含有 ft 的项： 


2 m 


E-U(x). 


由此得 


o-o = ± y/2m[E -U(x)]dx. 



8 46 准经典情形下的波函数 


这个被积函数正好就是用坐标函数表出的该粒子的经典动量/ «(*> .我们把根号 
前带有+号的定义为函数 〆 *),则有 


<7 0 = ± | pdx , p = y 2 m{E - U ) , (46.5) 

这与波函数的极限表式 （6. 1) 所预期的完全一致 ®. 只有 （46.4) 式左边的第二 
项远小于第一项时，这样的近似才是合理的，也就是必须有 <<1 或 

l£(^) I <<L 

在一级近似中，按 （46. 5) 式我们有 〆 故所得条件可写成 

I 说）卜 *， (46 6) 


其中的 AU ) =2 TT / i / p (幻是该粒子的德布罗意波长，它通过经典函数 />(*) 表为 
* 的函数.因此我们得到了一个定量的准 经典条 件：该 粒子的波长在 X ~\ 的间 
距内必须很少改变.这里导出的公式不适用于不满足这个条件的空间区域. 

条件 （46. 6) 可以写成另一种形式，只要注意到 


dx dx 


y /2 m ( E - U ) 


m dU 
p dx 


mF 

P 


其中的 F = - dU / dx 为粒子在外场中所受的经 典力. 用此力表示 可得: 



由此式可知，如果粒子的动量太小，准经典近似就不 适用这 种不适用性，特别明 
显地表现在回点附近，所谓回点，就是从经典力学看来粒子在该点处应该停止前 
进，并开始反向运动.这些回点是由方程式 P (幻=0即£ =叭*)确定的•当 P —0 
时，德布罗意波长趋向无穷大，显然不能再假定它很小 • 

但是必须指出，准经典近似的成立只靠条件 （46.6) 或（ 4 6. 7) 有可能是不够 
的.原因在于，这个条件是从微分方程 （46. 4) 各项的估计中导出的，而所略去的 
那项含有卨阶导数.实际上，我们在估计中必须规定该式之解的各后继展开项都 
是一些小量，但这个要求并不能用略去一项小量来保证.臂如说，如果 (7(*) 之 
解中含有一项，该项大体上随坐标*线性地增长，方程中的二次导数是一个小燉 
并不能防止该项在足够远处变成很大.当势场能够延伸到远超过特征长度&的 
距离处，并在该处具有足够明显的变化时，就有可能发生上述 情况； 见后面对 
(46. 丨丨） 式的讨论.因而准经典近似对于研究波函数在远距离处的行为来讲.并 
不成立. 


①大家知道 ， Jpd * 为 作用最 的不含时部分.一个粒子的总的力学作用 *5 为5 = - E ,± I pdx . tr 0 
中没冇-价这一项 . W 为我们考虑的是不含时的波 函败弘 
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我们来计算展式 （46.3) 中的次一项•由 （46.4) 式中的一级项给出 


故 


积分得 


+ Y (r " u =0, 

7, ' 2a' 0 ~ 2p 

o'. = - yin P . 


(46.8) 


式中略去了积分常数. 

将上式代人 （46. 3) 和 （46. 1) 中，我们得下列形式的波 函数： 

卜舍叩(士 P 心） + |哪（ - 七卜). ( 46 9) 

波函数中存在的1/#因子有一简单的解释.在 * 与 : t + d * 坐标范围内发现 
粒子的概率由1必1 2 所给出，它基本上和成正比.这正是我们对一个“准经 
典"粒子所预期的结果，因为在经典运动中，一个粒子在 cb 间隔内所经历的时 
间，与该粒子的速度（或动量）成反比. 

在“经典禁区”内，该处的 £<"(*), 函数 P (*) 成为纯虚量，从而指数上的 
量都成为实量.波函数在这种区域内的一般形式为 

"i/ l/,ld ") + ^f exp (i/ lpld *)- (4610) 

但应记住，准经典近似的精确度，并不允许波函数中保留一个小的指数项，让它 
和大的指数项加在 一起； 在这种意义下，通常 （46. 10) 式中的两项不允许同时都 
保留. 

尽管通常用不到波函数中的高次项，但为了说明准经典近似精确度的某些 
特性起见，我们来推导展式 （46. 3) 中的再下一项. 

由 （46. 4) 中的 fc 2 项得 

« + < + ~ y <t "' =0, 

故 [ o ■。和 O ", 用（46_ 5) 和 （46. 8) 代人] 

积分之（第一项用分部积分），并引人力得 

_ _丄^丄 



8 47 准经典情形中的边界条件 


这种近似下的波函数具有下列 形式： 


'(1 U 


或 


常数 




)/ p d * 


(46. 11 


指数前的系数中出现虚修正项，相当于波函数的相位中亦即幂次的+ Jh * 


上添加了一个修正项.这个修正项正比于 / i , 亦即数 M 级为 A / L . 

(46. 1丨）式括号内的第二和第三项必须远小于 1. 对第二项.这一条件与 
(46.7) 式 相同； 对第三项的积分进行估计后可以知道，仅当 F 2 在距离 ~ Z •处足 
够快地趋于零时.才能得出（46_ 7) 式. 


§47准经典情形中的边界条件 


设为一回点，故叭 *0 =£，并假定对所有*>«均有，故回点的 
右侧为经典 禁区. 波函数应在该区内 衰减. 离回点足够远处，它具有下列 形式： 

(-七 IPH )，（_) ( A 1 ) 

相当于 （46_ 10) 式中的第 一项. 在这个回点的左侧，波函数可用 （ 4 6. 9) 式所示的 
薛定腭方程两个准经典解的实线性组合 描述： 

— S — (士厂 •—) + t exp ( (x<a) (47 2) 

为了求出这个实线性组合中的系数，有必要研究之值从正[此时 
(47.1) 式成立]到负时波函数的变化•但这要通过回点的邻区，该区内准经典近 
似不再成立 ，需 要考虑薛定谔方程的 精确解 •对于小的 I*-a I ,我们有 

E - U(x) «» F 0 (* - a) , F 0 = - ^ I <0; (47.3) 

在这区域内，这是一个均匀场中的运动 问题. 这个问题的薛定谔方程精确解已见 
§24,(47. 丨）和 （47. 2) 式中的系数关系，可以通过与回点两边精确解的渐近式 
(24. 5 ) 和 （ 24. 6 ) 的比较 导出. 我们注意到，由 （ 47. 3 ) 可得 /»(*) = 
^2mF 0 (x-a) ，故下列积分 



等于 （24. 5) 中指数函数的宗量.或 （24. 6) 中正弦函数的 宗量. 在这一讨论中十 
分重要的是，展式 （47. 3) 的成立区和准经典区部分 重脅： 如果整个势场中的运 
动儿乎全是准经典的 （ 正如我们假设的那样），则可找到足够小的 U _ « I 值，使 
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得展式 （47. 3) 得以成立，同时此值又足够大，使得准经典条件得以满足，从而可 
用渐近式 （24.5) 和 （24.6) ①. 

但是，还存在着另一种方法，更具方法论上的意义，它用不着精确解.为此， 
我们要把形式地看作是复变量 * 的函数，并把 * - a 由正到负的路径选得 
离点足够远，使得准经典条件能在整个路径上形式地得到满足 （ A . Zwaan , 
19 29).然后我们再来考虑也能满足展式（ 4 7. 3) 的那些值，使得波函数 
(47. 1) 具有下列形式 

必 ( *) = ^^iy^i^ exp { ~iL v 2mlFJ( … )d 4 


(47.4) 

在复变量 a ： 的上半平面内绕点作半径为 p 的半圆，我们来考察一下沿 
此半圆自右到左运动时上述函数的变化•在此半圆上有 


-pc'* , •/ x - adx — —p 3/ ' ^ cos + isin ) 


相位从0变到 ir ，（4 7 .4) 式指数因子的模先是增大(当0 <小 <| ir 时卜随后 

下降到1•到达半圆的终点，指数幂变成纯虚童，并等于 

- 女 [^/2m\F 0 \(a - x) dx = -士 j^p(x)dx. 

(47. 4) 式指数前的系数中，沿此半圆的变化为 

(x-a)- ,/4 -^(a-x)- ,/4 e- ,9/4 . 

因此 ，（ 4 7.4) 式整个函数变成 （47.2) 式中的第二项，且有系数 C 2 = yCe - | " /4 . 

通过上半面只能定出 （ 4 7. 2) 式的 C 2 系数，这一点可作简单解释.如果我们 
沿上述半圆反方向（即自左到右）追踪函数 (47. 2) 的变化，就会发现第一项与第 
二项相比从一开始就指数式地很快减小.可是准经典近似不允许0中包含一个 
指数式小项与一个大的主项加在一起，这就是为什么沿此半圆通过时“丢失”了 
(47.2) 中的第一项. 


欲求系数 C , ，我们必须自右向左地通过复变量下半平面上的半圆.用同 
样方法，我们发现 （47. 4) 式现在变成 （47. 2) 中的第一项，且有系数 C , = 



①展式（ 4 7.3> 对|*-<1丨 << 乙成为场 ！/<*> 变化的特征距离.准经典条件 （46. 7) ® 求 
h / 这两个条件是相容的.因为准经典运动远离回点 （即 |*- a |_ t ) , 使得» 
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因此 *> a 的波函数 （47.1) 对应于 *< a 的下列 函数： 

，A= | C0S (i// dx+ ^ ir )- 

这个对应规则可写成另一种形式，与经典禁区究竟位于回点的哪—侧无关 
( Kramers , 1926 ) : 

"⑷ >£ 时 ^%f exp {-ilf/ d H} 

- ►{/(*) <£时 ^：cos | | J pd * | - -^-1 T J . (47.5) 

我们再一次强调，从证明中显然可知.这个规则是和加在回点一侧的特殊边 
界条件有关的，在这个意义下，它只能用于特定的 方向. 规则（4 7 . 5) 是根据进人 
经典禁区时这个边界条件导出的，应用时，必须从经典禁区岀发过渡到经 
典通区，如式中箭头所示① • 

如果经典通区的边界（在 *=« 点）有一无穷高“势壁”，波函数在点的 
边界条件为 =0( 见§ 18). 此时准经典近似直到势壁本身都成立，其波函数为 



少= 0 (x > a )- 


§48玻尔-索末菲置子化规则 

属于离散谱且最子数〃值很高的态全都是准经典态，因为 " 是态的编号，它 
给出了本征函数的节点数（见§21)，而相邻节点的间距具有德布罗意波波长的 
数*级 . n 大时，这个间距小，故其波长远小于运动区的尺度 • 

我们来推导准经典情形中确定量子能级的一个 条件. 为此，我们考虑下列— 
维势阱中粒子的有限运动；其经典通区界于两个回点之间② • 

按规则 （47. 5), 由 * =6处的边界条件给出（此点右边的）波函数 

中= 声 C08 [士 /" 户如 - 士 17 ] ’ （48.1) 


① 反向过渡是没冇意义的，因为 （47. 5) 右边的波函数即使作很小的改变，也能使式左的函数产 
生一个指数式增大的项 • 

② 经典力学中，粒子在这样的场内将作周期运动 ，其 周期（从 ： t = 6运动到再折回到6点所需 
的时间）为 

7 . =2 r^ =2m rii 

v Jk p 

是粒子速度. 
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把此规则用于: r = a 点的左边，得同一函数，但具下列 形式： 

为了使以上两式在整个区内相同，它们的相位相加起来（是一个常数）必须等于 
TT 的整 倍数： 



(这时 c = ( - iyc ，）. 由此得 

^-Jpdx = n + -L, (48.2) 

其中 jpdx =2^ pdx 是对粒子经典运动的整个周期 积分. 这就是准经典情形中 
确定粒子的各个定态的条件，相当于旧1子论中的玻尔-索末菲 量子化 规则. 

这个量称为浸渐 不变量 （参见《力 学》， §49). 它使得量子化条 
件 (48. 2) 可以写成 

1(E) =h(n + l/2) 

在§41已经提到过，当足够慢地，“浸渐地"改变参量时，系统留在给 定的； > 态不 
变•我们看到，在准经典极限下，这一断言同经典理论中当缓慢改变参量时浸渐 
不变量保持为常量这一点是一致的. 

很容易看出，整数 a 等于波函数的零点数，因而它是定态的编号.波函数 

(48. 1) 中的相位从处的 -+ TT 增加到 * = a 处的 (n + + ) tt , 从而使这个 

区内的余弦函数共有 n 次等于零（在区域 b ^ x ^ a 以外，波函数递减，而且在有 
限的距离内无零点）① • 

如前所述，准经典情形中的 n 值是很大的•但应强调，保留 （48.2) 中 n 上所 
加的 +仍然 是合理 的：计 及波函数相位的随后几个修正项后 ，（48. 2〉的右边只 

多出 一些〜 A / L 的项，它们要比1小 得多； 见§46末尾的说明②. 

把这些波函数归一化时，1少1 2 的积分可限制在区域6 矣* 内，因为此区之 
外的是指数式衰 减的. 由于 （ 4 8. 1 ) 中余弦函数的宗量是一个剧变函数，我们 

① 严格来讲•零点数要用 is ! 点附近波函数的销确形式来计算.这样做的结果 .疗定 /■此处的结论. 

② 某些情形下•由 稍确薛 定两方程得到的能级楮确表式作为 ft 子数 n 的 函数） 当 <■— «时 
仍能保持其 形式； 例如库仑场中的能级和谙振子的能级.对于这些情形.本来只能对 n 大的值适用的 
( 48 .2>式.能够给出函数 £( n ) 的精确表式. 
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可以足够精确地把余弦函数的平方改成它的平均值这就得出 

卜 |2 心 -H: 治 T : = 1 ， 

其中的 w =2 ir / r 为经典周期运动的 频率. 因此归一化的准经典函数为 

力 = 7^。 8 ( + /»). (48 3) 

应该注意，频率 w —般说来随能级而异，它是能量的函数- 

对 （48.2) 式还可作另一种解释.积分值等于该粒子的经典封闭相迹 

所包围的面积（相迹是该粒子的相空间即 P * 平面中的一条曲线）.把这个面积 

划分成若干格，每格的面积为 2 ir / i , 我们共得 n 格； 而数值 n 就等于能童不超过 

所给值（对应于所考虑相迹的那个能最值）的谩子态总数.因此我们可以这样 

说，准经典情形下每一个量子态对应于相空间中面积为 2lTft 的一个 相格. 换句 

话说,相空间体积元 ApA * 中所 M 的态数为 

她. (48.4) 

2*irfe 

如果用波数 A = p / h 代替动量，这个态数可写成 AA ： A */2 Tr . 这个式子，正如我们 
所预期的那样，与波动场中熟知的本征振动数的表式完全相同 （见 《场论》， 


§52). 

从鼋子化规则（ 4 8. 2) 式出发，可.以阐明能谱中能级分布的一般特征•令 
为两个相邻能级的间距，即量子数 n 相差为1的两个能级的能量差.由于比 
能级本身之值小得很多（当《很大时），故按（ 4 8.2)式可写作 

j > =2 rrh . 


iS . dE/dp = v ，故 


因此得 



AE = = ho ). (48.5) 

由此可见两个相邻能级的间距等于对一些相邻能级而言（这些能级的 
n 值之差远小于 n 值本身），频率《可以近似地看作常数.因此我们得出这样的 
结论，在能谱准经典部分的任一小段内，能级是等距分布的，其间距为这个 
结论是预料中的事，因为在准经典情形下，不同能级间的跃迁频率应该是经典频 


率 w 的幣 数倍. 
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任一物理:敎/的矩阵元在经典力学极限情形下变成什么，这个问题值得研 
究.为此我们从下列事实出发，任一最子态中的平均值/在极限情形下应该变 
成该量的经典值，只要该态本身在这种极限情形下能够给出粒子沿一定轨道的 
运动.和这种状态相对应的波包是由能量相近的一组定态叠加而成的（见 §6). 
这种态的波函数呈以下 形式： 

其中的系数，只有在量子数 n 的某一区间 An 内（丨« << n ), 才显著地不 

等 于零； n 的数值假定为很大，因为定态是准经典的•按/的平均值定义有 

/= / = XI 

对的求和可用对《与5=/«- 0 的求和来 代替： 

/ = XZ a »W 

N » 

按 （48.5) 式，我们已令上式中的％,,=««>• 

用准经典波函数算出的人，矩阵元，其数值随 m - n 的增大而剧减，同时它又 
是量子数/ •的 一个缓变函数（当 / n - n 给定后）•因此我们可以近似地写作 

/ = SS fl - a/.e™" = X lo - |J Z 乂广’， 

n m n B 

其中引进了下列 记号： 

f , -Si ♦..* > 

« 为鼠子数 n 在 An 区间内的某一平均值•但是 Z 1«»| 2 =丨；故 

/= f /，' 

所得的求和式呈通常的傅里叶级数形式•由于/在极限情形下应与经典量/(0 
完全一致，我们就得到这样的 结论： 在极限情形下，矩阵元人■■变成经典函数 /(*) 
的傅里叶展式中的/_分量. 

同理，连续谱状态间的跃迁矩阵元变成 /(<) 的傅里叶积分式中的展开式分 
最.此时定态波函数应按能煨除以的 s 函数归一化 • 

以上所述的所有结果，可以直接推广到多自由度的系统中去，这个系统作着 
有限运动，并在（经 典） 力学中能用哈密顿-雅可比方法完全分离其变凿（所谓 
条件周期运动见《力学>, §52). 变镦分离以后，每一个自由度归结于一个一维 
运动，其相应的 M 子化规则呈下列 形式： 

=2 irft ( n i + r .), (48. 6) 

其中的积分是取广义坐标 fl , 的整个变化周期， r , 是数墩级为1的一个数.其值依 
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赖于所给自由度的边界条件的性质 ®. 

在任意多维运动（不是条件周期运动）的一般情形下，准经典敏子化条件的 
表述要作更深远的考虑②•但是相空间中的“相格”概念仍然适用（在准经典近 
似下） .根据它与给定空间体积元中的波动场本征振动数的前述关系，这—点是 
很明 显的. 在一般情形下，具有 * 个自由度的系统在相空间体积元中具有 


AN = 


(2-irM* 


(48.7) 


个量子态®. 


习 题 


1. 一个粒子运动于满足准经典条件的（非有心力）势场 <7( r ) 中，求其分立 


能级的总数（近似值） • 

解：动 量值在之间，位置在 dV 之内的一个相空间体积元中“所 
属"的态数等于 


(2妯) 3 ' 


当 / •给定后，粒子（作经典运动）所能具有的动量满足条件£ = 


t 


+ "(/■)< 


0. 把= V ~ 2 m [/( r ) 代入上式，得离散谱的状态总数为 



式中对 t /<0 的空间区域进行积分.如果"在无穷远处按 r — | 的规律衰减而 s < 
2, 按§ 18 的结果，这个积分是发散的（总态数为无穷多） • 

2. 同上题，但在准经典有心力场 f / U ) 中 （ B . JI . noKpoBCKHii ). 

解：由 于有心力场中的能级对角动量方向而言是简并的，态数不等于能级 

数.对给定的角动量值 W 而言，显然，其态数等于在势场 =t/ ( r ) 中 


① 例如，对有心力场中的运动而言，我们有 

jp,dr=2vh ( n , +_ ^~) , jpt d 0 = 2irh | - m ♦J . 

^ = 2 n Am . 

其中的 \= n - Z - l 为径 ft 子数.最后一个等式说明为角动饊的•-分即等于 

② 见 Keller J B , Annals of Physics , 1958 ,4： 180. 

③ 特别 fi 对一个粒子，就是单位坐标空间体积中动罱值介于内的状态数.这解释 
了平 《波 （15. 8) 的两种归一化方法的一致性，见 4 0页的 附注. 
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作一维运动的（无简并）能级数•当/•给定且能量 E ^ O 时，动量化的最大可能值 
为 p r „., = ^ -2 mU ta _. 故态数 （ 即能级数）等于 




对 dM/h 求积分（代替准经典情形 中对/ 求和），即得欲求的离散谱能级总 
数，它等于 


§49有心力场中的准经典运动 


我们知道，有心力场中运动的粒子波函数可以分为角部和径部 •我们 先考虑 
前者 • 

角部波函数和^角的关系（由量子数 m 所确定）很简单，不发生寻求近似表 
式的问题.至于和极角0的关系，按照一般规则，当钕子数/很大时就变成准经 
典关系（它的条件以后将更精确地表述） - 

我们在这里只准备推导磁■子数等于零 （ m =0) 时的角函数准经典表式（在 
应用中最重要）①.这个角部函数和勒让德多项式 P ,( co 9 0) [见（28_7)式]只差 
—个常因子，满足下列微分方程 

d 2 P , dP , 

-^+cot 0-^ + /(/ + l ) P , =0. (49. 1) 

作替换 

P,(cos 0) = x( - 0) . (49.2) 

•/sin 0 

可化成 

， + [( /+ +) 2+ 士> =0 _ (49 3) 

这个式子不含一次微商，并和一维薛定谔方程具有相同的形式. 

(49. 3) 式中，相应的德布罗意波长为 

A=2ir [( i+ y) 2+ ^] 7 - 


①在 m = / 的相反悄形下.将对应于位于赤迫平 = 3 ■内的经典轨道运动.这是 W 为 P '^ cose ) = 
常数 xsini , 当 i—oe 时，这 个函数 （因 Iftf 有 I ( H 2 ) 所有的值 rti 言都 G 于零. 



§49 有心力场中的准经典运动 


• 163 • 


导数 d ( & ) / dx 必须很小[条件 （ 4 6. 6)] ，这一要求给出下列不等式 

01 »l, ( ir -0)/» l . (49.4) 

这就是角部波函数为准经典的条件•当 i 很大时.这些条件对所有的6值差不多 
都能满足，只有十分接近于0或 ir 的0值除外. 

当 （49. 4) 式的条件满足时，（ 49 . 3) 式方括号中的第二项与第一项相比可以 
略去： 

^+(^y)V=o. 

这个方程的解为 

X = -/sin 0P,( cos 0) = i 4 sin [ | / +-^- j 0 + a ] , (49. 5) 

式中的 / I 和 a 是常数. 

当角度 0<< 1 时， （49. 丨 ） 式中可令 cot 0 = 1/0;同时把 /(/ + 1 ) 近似写成 
( Z + + ) 1 ， 得下列 方程： 


A0 2 



它具有零阶贝塞尔函 数解： 

P,(cos 0) = J 0 [ (/+ y ) e ] , 0«1. (49.6) 

其中的常因子已令等于丨，因为 0=0 时必须有 P , =丨. P , 的近似表式 （49_6) 对 
0<<1的所有角度都是成 立的. 例如，它也可以应用到1/« «0«1的角度范围 
内，在这种情形下，它和 （49. 5) 式应该完全一致，因为 （49. 5) 式对 0>>1// 的所 
有0都是成立的.当扨 >>1 时，这个贝塞尔函数可以用宗量很大时的渐近表式 
代替，我们得 

(系数中的•^与 Z 相比可以 略去卜 与（ 4 9.5)式比较，我们发现4 = 

因此我们最后得到以下的 P,(cos 0) 表式，适用于准经典情 形①： 

4 


① 注意: /(/ + 丨）換成 （/ + 1/2) 2 的结果•使所得的表式中，在0换成甘-0后，多乘一个 （ -丨广因子. 
这正是 P ,( cos 0) 函数所应有的性质. 
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P/( cos 0) 


in [( z+ y) 


0 + 




^/sin 6 

由此得归一化的球谐函数 Y w [参考 （28. 8) 式]: 


Y„ 


“n [(/+ + ) “ +tt 
v^sin § 


(49.7) 


(49.8) 


现在来讨论波函数的 径部. 在§32中已经讲过 i ( r ) = r /?( r ) 函数满足的方 
程，等同于具有下列势能的一维薛定谔方程： 

H 2 1( 1 + 1) 


= U 0 


2 m 


因此，只要把势能理解成为此处的 t /,( r ) 函数，我们就可以利用前几节所得的结 
果. 


/= °的情形最简单.离心能等于零，如果 i /( r ) 满足 （<46. 6) 式的必要条件， 
径部波函数将在整个空间成为准经 典的. 由于 r =0 时必须有| = 0,所以这个准 
经典函数 y ( r ) 由（ 47 .6)式（式中的 a = 0) 所确定 • 

如果/#0,离心能也必须满足 （46.6) 式的 条件. 在 r 很小的区域内，该处的 
离心能与总能量具有相同的数敏级，波长 A =2 Tr ； i/p ~ r / Z , 则条件 （46. 6) 给出 
/>>1 •由此可见，如果/不大，准经典条件在 r 很小的区域内被离心能所破坏•容 

易证明，如果把势能 G ( r ) 中的系数/(/ + 1)改成 + 


I Z+ T ) 

U ,( r )= U ( r ) + ^- ' , (49.9) 

再按一维运动的公式计算，可得准经典波函数 Wr ) 的正确相位值①. 

准经典近似对库仑场 t /= ± a 八是否适用的问题需作特殊考虑.在整个运 
动区域内最重要的部分相当于|{/1 ~ 1£1 亦即距离 r ~ a / lfc ’| 的区域.这个区域 

内的准经典运动条件，要求波长 A ~ 2 irh / y 2 mlEI 远小于该区域的线度 a / IEI , 
由此得 

|£| (49. 10) 

n 

即能1绝对值必须远小于第一玻尔轨道上的粒子能量值 •（49. 10) 式也可写成 
下列 形式： 


① 例 如在自由运动 （//=0>的坫 简单悄形下，采用（ 49 .9> 式的 t /, •当 r 很大时 .根据 （48.丨> 式算出 
的波 闲 数相位 的确和 （33. 12) 式的相位相问 . 
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Tv 


(49.11) 


其中的 / l £ l / m 为粒子速度.应该注意，这个条件与库仑场的微扰论适用条 
件 （45. 7) 式相反. 

至于 r 很小的区域 （ \ U ( r ) I » E ) ，对库仑斥力场而言并不值得注意，因为 
以>£时，准经典波函数是指数式衰减的•可是在引力场中，当 Z 很小时，粒子有 
可能穿人>> 1£1 的区域内，这就产生了准经典近似的适用界限问题■应用— 
般条件 （46.7), 令其中的 

dU - a 


F=- 


dr 


p >s/2m I U I 〜 


结果发现，准经典近似的适用区域局限于下列距离： 

r>> “’ 

也就是远大于第一玻尔轨道“半径”的距离. 

习 题 


(49.12) 


如果 r — 0 时，势场按 ± a/r (； s >2) 的方式趋向无穷，求波函数在原点附近 
的行为. 

解：当 r 足够小时，波长为 



■/ml U \ ■Jma 


所以 

^ L r i ■“ «l ； 

& y/ma 

可见已满足准经典条件.在引力场中时 £/— - 00 .此时原点附近的区域为 
经典通区，径向波函数故 

ijj ~ r T " 1 . 

在斥力场中， r 很小的区域为经典禁区•此时波函数当 r ~*° 时指數式地趋于 
零.略去指数函数的系数，我们有 

卜 exp ( - + |〔/> dr |) 或卜 exp [ 十 

§50势垒的贯穿 


我们来考虑一个粒子在图13所示的场中运动，此场的特点是存在着一个势 
垒，亦即存在着势能叭*)超过粒子总能量£的一个 区域. 经典力学中，势垒对 
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粒子讲来是“不可穿透 ”的； 但是在量子力 
学中，一个粒子可以“穿过势垒 "：其 概率不 
等于零 ®. 这个现象也称为隧道效应.如果 
势场叭*)满足准经典条件，该势垒的透射 
系数可以表成一般形式.需要指出的是，准 
经典条件会得出势垒必须是很“宽”的结 
论，因此准经典情形下的透射系数是很小 
的 • 

为了不中断后面的计算，我们先来求解下列问题.假定在回点：右侧（该 
处的 U ( x ) <£) 的准经典波函数呈以下的行波 形式： 

=^：exp /> d * + -^- i-rr j . (50.1) 

我们来求*</>区域内这个态的波函数.这可和 §47 中的步骤一样，采用复变蜇 
* 的平面.令 

E - U ( x )^ F 0 ( x - b ), F 0 >0, 

可把 （50. 丨）式写成 

M = (2 m F 0 )-(,-6) - eXP {i (2mfo)l/4 /! 勺， 

沿上半平面的下列半圆自右至左地 通过： 




\ fx ~ - bdx 


—<\> + icos 



相位 (<> 从 0 变到 IT . lA ( d 函数的模先是递减，随后增大，到达半圆末端的函数值 
为 

M = (2mF 0 ) ， /4 (6-*) ， /4 e- eXP {i/! ( 2 <) ++&}• 

我们就得到下列对应规则 

时 f exp {i/X iir } 

— * < 6 时 (50 - 2) 


① 这类例子已见§25.越 2. 

② 沿下半平面 ri 右向左通过时函数的換宄增后减.到达左实轴上 （办 —- ir ) 变成一个指数式 
小 t . 把它始终加到 （50.2) 衍数式大的项上将足不合理的.在必（*〉为栴数式大的区域内.由于准经典近 
似的不精确性，会丢掉衍数式小的修正项.而这个修正项当杏—-取时又能变成指败式大项， W 而后#也 
就会被丢掉. 
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必须强调，此式预先假定了经典通区内波函数的特殊形状（向右运动的行波）， 
应用时只能从通区过渡到禁区. 

现在来计算穿过势垒的透射系数.设粒子自 I 区由左向右射向 势垒. 则在势 
垒后面的 m 区内，只能有穿过势垒向右运动的波，此区内的波函数可写成 

^ = Jr exp (TL P Ax+ \' l，n ) > (50 . 3) 

式中的是粒子速度，0是流 密度. 应用规则 （50. 2), 可以求出势垒内部 
n 区的波 函数： 

^ = J^\ exp (j\l[ pdx \) = 

= Vi^ exp (+l/:H-+IW). (504) 

最后，应用规则 （47. 5)，可得势垒前面 I 区的波 函数： 

必 = 2 eXp (1/! 

如果我们令 

Z>=exp (-吾 J Ipldx ), (50.5) 

上式变成 

iff =^：cos (士 J pdx + ) = 

= ^ exp ( i // d * + T iir ) + 

★ xp (- 士/»). 

第一项代表射向势垒的波 （*— - » 时变成平面波少 = e _ M , 第二项代表反射 
波.所选的归一化已使人射波具有单位流密度，因此透射波的流密度 0 就等于 
所求的势垒透射系数_注意此公式只当指数幂很大因而 D 本身很小时才能适 
用.① 

前面已经假定了场叭 *) 在整个势垒范围内满足准经典条件（只有在回点 
的邻区除外）.但在实际上我们常常遇到这样的势垒，它的势能曲线在一侧降落 
得极快，使得准经典近似无法应用 • 在这种情况下， （50.5) 式 D 中的指数因子仍 

①0为指数式小置，这与丨区内人射波和反射波的振幅相等这个事实有关；两者之间指数式小的 
差别住准经典近似中被 丟掉. 
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保持不变，但其前面的系数[在 （50. 5) 式中等于丨]有所不同.要算出这个系数, 
我们必须算出非准经典区内的精确波函数，并据此定出势垒内部的准经典波函 
数 • 


习 题 

1. 求图 14 所示的势垒的透射系数：* <0 时 U ( x ) =0,* >0 B + V { x ) = U 0 - 
只需算出指数因子. 

解： 简单计算后给出下列 结果： 

°~ eXp [ 

2. 求一粒子（角动量等于零）逸出一球对称势阱的概率，该势阱当 r < r 。 时 

U ( r ) = 。时 U ( r ) =+( 图 15) •① 




解 ：球对 称问题可以归结为一维问题，因此以前所得的公式可以直接应用. 
我们有 

2 m ^ £ j dr J . 

算出此积分，最后得 

w ~ exp { - [ arcco8 - ]}• 

在 r 0 ^0 的极限情形下，此式变成 


①这 个问题 首先由 r . a >. r a « 0BUM ( 1928) 以及由 R . W . Gumey 和 E . U . C on don ( 1929) 在关于放射 
性 o 衰变的理论中讨论过. 
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-tV"£ ) =exp t"~^}- 

这个公式，当指数幂很大即 a/hv » 1时可以适用.这个条件和库仑场中的准经 
典运动条件 （49. 丨丨）式一致. 

3. 设 i /(*) 由两个对称的势阱（图16中的 I 和 n ) 夹一个势垒所组成.如果 
该势垒对粒子不可穿透，则其能级对两个势阱相同，相当于粒子在其中一个势阱 
中运动时所具有的那些能级.势垒的可穿透 
这一事实，使得以上的每个能级分裂成两个 
相邻能级，对应于粒子同时在两个势阱中运 
动时的两种不同状态.试求分裂宽度[假定势 
场叭*)是准经典的]. 

解：略 去穿过势垒的概率， 1/(*) 场中的 
薛定谔方程的近似解可以采用准经典波函数 
少。（*),这个波函数描述在一个势阱中（譬如 
阱 I )以某个能量运动的粒子，它在该阱 
两侧指数式 衰减； （*) 假定是这样归一化 
的，使得 W 对阱丨的积分等于 1. 计入小的透射概率以后，能级£。分裂成£：，和£ 2 
两能级，对应于这两个能级的正确零级近似波函数，是少。 （*) 和少。（ -*) 的对称 
和反对称 组合： 



=-p[^ 0 (*) +iAo( -*)]. -*)]• ( 1 ) 

^ V 2 

阱 I 中，</>。（ -*) 与必0(*)相比小至可略；阱 D 中则 反之. 故乘积必 0 (*)少 0 ( -*) 
处处都小至可略. （1) 式中的两个函数可这样归一化，使它们的平方值对阱 I 加 
阱 n 积分后都等于 1. 

薛定谔方程为 


Vo +^( E 0 - U)iff 0 =0, \\i" x + 学 (£, - U)tji v = 0 , 

第一式乘以 ( A , 第二式乘以也后，两式相减，然后对 d * 从0到00 积分. 考虑到 * = 
0 时，|/», 和 〆 ， = o , 以及 


屮。 J 。 < Pl^ x = 


农' 


我们得 


E x - E 0 = -^ M 0) f 0 (0). 

m 

同理，我们发现 £ 2 -£。具有相同的表式，但差一负号，故 
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E 1 ~ E \ =~-^o(°)^'o(°)- 


根据（4"7.1)式，以及 （48. 3) 式中系数 C , 我们有 

么 (0) = v & xp ( 叫， 〆 。 (0) =7 满， 

其中的 v 。 = ^/2( U 0 - E 0 、/m •故 


w $ exp (_| j : •… ldx ). 

«是对应于能量£。的回点，见图 16. 

4. 粒子穿过一抛物势垒 U ( x ) = 试求透射系数 Z ) 的精确值（假定 

D 不是很小）. ( E . C . Kemble 1935)®. 

解•.不管 fc 和 E 的数值如何，在足够大的 1*1 距离处运动是准经典的，该处的 


P = 





•x -/mk + E 



薛定谔方程之解的渐近式为 


其中引用了下列 记号： 




1/4 



我们只对这样的解感兴 趣：当 X -^ + OB 时此解只含自左向右运动 （ 已经越过 
势垒） 的波. 我们令 


00 时，少 =& 抑 <*- |/2 , (1) 

*—_oc 时，少 =e - 〜（ -f) -'- |/2 +Ae ift,i (. (2) 

(2) 式中的第一项代表入射波，第二项为反射波 （ 波的行进方向是它的相位增加 
方向） ./4 和 fl 之间的关系可以从以下的事实出发求出 ，即屮 的渐近表式在 f 复 
变量平面上的足够远的整个区域内都是成立的.现在来考察函数 （ 1 ) 沿 f 上半 
平面内半径 p 很大的一个半圓周上的变化. 

^ =pe'*, if 2 =p 2 ( - sin 2tf> + icos 2«f>). 

4> 从 0 变到 TT . 绕此半圆的结果，函数（丨）变成 （2) 中的第二项，具有系数 

A=B(e i, ) it - ,/i = -iBe~ (3) 

在路径的<伞< tt ) 段内，模 le ^ 丨是指数式大量，此时 （2) 中第一项的指 


①此题之解也 ai 应用到任一势辛 i /(*> 顶点附近的透射•只® 1/(*) 在极大值附近依 赖于* 的平 


fi. 



§51 准经典矩阵元的计算 


数式小量被丢掉①. 

按 （2) 中入射波所选的归一化，粒子数守恒条件为 
UI 2 + IBI 2 =1, 

由 （3) 和 （4) 得到所求的透射系数 

D = IBI 2 =1/( 1 

此式对任何£：都成立，如果能量的绝对值很大并且是负的，则得 D 
(50_5)式一致.对£>0,量 

R = l -D = 1/(1 +e 2w ) 

是势垒之上的反射系数. 

§51准经典矩阵元的计算 

要直接计算任一物理量/对准经典波函数而言的矩阵元，存在着很大的困 
难.我们假定，所求矩阵元中的那两个跃迁态的能景值并不十分靠近，使得该矩 
阵元不能化成/的傅里叶分量 （§48). 困难的产生，在于这样的波函数都呈指数 
形式（指数幂是一个很大的虚最），被积函数呈现急剧的振荡. 

我们来考虑一维的情形[在势场叭*)中运动]，为简单计，假定该物理量的 
算符只是一个坐标函数/ '(*) •设也和 A 为对应于粒 
子能攢值£，和 E 2 (且 E 2 >£,，图 17) 的两个波 函数； 

我们假 定也和 A 都取为实函数.现在要计算下列积 
分： 

f,i = I tl/Jil> 2 dx. (51-1) 

按 （47.5) ，在回点 * = a , 的两侧区域，但不在 a , 

°2 a i 

点的紧邻区域内，波函数呈下列 形式： 



(51.2) 

* >«1 , <A| =-^=cos|-|-J p t dx . 

对 t 也有同样的式子（下标 1 改成 2). 

可是，如果把波函数的这些渐近式代人 （51. 丨）式中进行积分计算，并不 



(4) 

，与 


①通过下半平®求4是不恰当的.因为在与终袖点处的於 ffi 由（2>式绐出] W 联的路段 
( - n < 4 >< 上，项与项相比是一个指数式小量. 
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能得到正确的 结果. 我们将在下面看到，原因在于这个积分是一个指数式的小 
量，而被积函数本身却并不很小.因此被积函数只要相对地作出很小的改变， 
它的积分值一般讲来就会有成数景级的 变化. 这种困难可以用以下的方法加 
以避免 • 

我们把少 2 函数表成 A =中 ; + A ' 也就是把余弦函数（在的区域内） 
表成两个指数式 之和. 按照 （50. 2) 式，我们有 

… 2 , ，A；= r7iT exp (ilf./ 2d H)* 

^ = ^7 exp li/./ jda: 'T i7r ] 

屮 2 函数是必/的共轭复函数[屮 2 _ =(<)•】. 

积分式 （51. 丨）也被分为两个复共扼积分之和/ |2 =/| * 2 +/| - 2 
算的. 首先，我们注意到下列积分是收 敛的： 

/l2 = J 

实际上，尽管 < 函数在 * < a 2 区域内指数式地增长，但是 九函数 在 * <a , 区域内 
按指数形式更快地趋于零（由 于在： r < a 2 区域内到处都有 | p ,| > | p 2 |). 

我们把坐标 * 看作一个复变置，并把积分路线从实轴移到上半平面.当； * 多 
出一个正的虚增量时,必,函数（在 * >0,区域内）中出现一个递增项，但是 f 函 
数仍递减得更快，因为在 *> a ，区 域内到处都有 p 2 >/),. 结果使被积函数 衰减. 

移动后的积分路线不再通过实轴上的 x = a , 两点（这两点附近准经典近 
似不能适用）.因此在整个积分路线上，我们可以应用少,和函数在上半平面 
中的渐近式，这些表式是 

必 1 = 2[2mdy C -E,)]^ eXP Hi., ), 

^ = 2l2m(f/-\)]- eXP ( ~if ai V 2m (^~^)dx), (51.4) 

其中的根号是这样选取的，使得 *< a , , a 2 时它们在实轴上取正值. 

在下列积分 式中： 

/，；= 7^ / eXP (l/], V 2 m(U-E,)d X - 

~^T f y /2 m ( U - E 2 ) dx ) x -- (51.5) 

h ) a 2 y K 2, ) [( U - E ,)( U - E 2 )] wt， K J 

我们希望改变积分路径，使得指数因子尽可能减小.上式中的指数幂只在 

叭 *) =* 的点具有一个极值（因为尽#£ 2 时，指数幂对 * 的微商在其它点都不 


(51.3) 


，这是我们想要计 
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等于零）•因此积分路径改变到上半平面内的唯 一限制 
是，该路径必须绕过 f / ( * ) 函数的 奇点； 按照线性微分方 
程的一般理论，这些奇点也就是必（*)波函数的奇点.积 
分路径的具体选择依赖于场的实际 形状. 如果 
叭 *) 函数在上半平面只有的一个奇点，那么该积分 
可取图18所示的那种路径 进行. 这个奇点的邻域在该积 
分中占有重要地位，使得欲求的矩阵元 / l2 =2 Re _/； 2 实际 
上和下列指数幂很小的表式成 正比： 

/ |2 ~ exp ( J j y/2m( E 2 - U) dx - j y ^2 m ( E , - U) da ： | j (51.6) 

(/ I . JlaHflay 1932)®. 

这两个积分式的积分下限可取经典通区中的任意点；很明显，积分式的虚部 
不依赖于这两个点的具体选择 方式. 如果叭幻函数在上半平面具有好几个奇 
点，则 （51.6) 式中应该取这样的*。点，使得式中的指数幂具有最小的绝对值 ®. 

当两个能量£,和相差不多的时候，公式 （51. 6) 可以 简化. 这时，根据 
§48的结果，矩阵元简化为经典最 /[*(<)] 对时间的傅里叶积分•令= 

并按 ，展开，得 



图18 



下列这个量 


J = exp (- ftj 21 Im r ). 



(51.6 a ) 


可以看成是复时间，即在 * 的复平面上粒子到 * 。点所用的时间 （而〃 （*) = 


t /-£(*)) ]/ m 是相应的“复速度”）.不难看出 ，（51. 6 a ) 实际上给出的是， 
在条件 Im r » 1之下/ [ x ( t )] 的复傅里叶展开的拆迁式 • 

用同一方法，可计算有心力场运动中的准经典矩阵元•但是 U ( r ) 现在必须 
理解成为有效势能（势能与离心能之和），对/值不同的态而言，有效势能是不同 


① 在 <51.5) 和 <51.6) 式的推导中.我们把波函数改成了它们的渐近式，由于采用了图 1 S 所示的枳 
分路径，这个积分式的数 租级就 决定于被积函数的数》级；因此被积函数的很小改变对积分值不会有很 

大影响. 

② 我们已经假定了 /(*) 本身并没有夺点•还要注意,估计矩阵元数 墩级的 （51. 式，是在指数式前 
面的系数具有••正常 ”数录 级的前提下写出的.当然.可能存在一碑特殊悄况使得这一系数变成“非正常 
地”小.一个 aro 单的例子是 /(*) =常败，这时由于波 s 数的正交性使得矩阵元成为芩.这种情况在 
(51.6) 式上看不出来. 
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的•为了在以后的问题中进一步应用这个方法起见，我们把两个不同态中的有效 
势能写成仏 （ r ). 和 t / 2 ( r ) 的一般形式_此时 ，（51.5) 被积函数中的指数幂不但在 
",(「）或％(『）等于无穷大那些点具有极值，并且还在满足下列方程那些点具有 
极值： 

U 2 ( r ) ~ U t ( r ) = E 2 - E ,. (51.7) 

因此在以下公式内 

/_j - exp (-士 lm [ J ^/2 m ( E 2 - U 2 ) dr - 

-f v /2m ( £ > - f/ .) dr J ) , (51.8) 

r 。 的可能值中不只包括和 t / 2 ( r ) 的各个奇点，并且还包括 （51.7) 式的各个 
根. 

有心力场情形还有一个不同之处，在 （51. 1) 式中它对 dr 的积分是从 0( 不 
是从 -® ) 到》 的： 

/|2 = | o xJXi^ r - 

这里有两种情况必须区别，如果被积函数是 r 的偶函数，那么这个积分式可以在 
形式上延伸到从 - 00到+ 00的整个区间，从而和以前的情形毫无区别.如果 
",(!■) 和％(/■)都是 r 的偶函数 [{；( - r ) 上述情况就有可能发生.此时 

的波函数 Ah ) 和或者是偶函数或者是奇函数①（见§21),假若/(/0函数 
也是偶的或奇的，乘积就有可能是偶函数 • 

另一方面，如果被积函数不是偶函数[如果 t /( r ) 不是偶函数，就有这种情 
况]，那么积分路径的起点就不能从 r =0 点移开，而 且〜 =0点的值就应包含在 
(51. 8) 式的的各种可能值中. 

习 题 

1. 计算 = 场中的准经典矩阵元（只算指数因子）. 

解： t /(*) 只有 X — - os 时变成无 穷大. 相应地可令 （51. 6) 中的*。= - * .这 
个积分可以延伸到 * = + 00 . 方括号内每一项积分时，都在其下限 - 00 处 发散. 
因此我们先计算从到+»的积分，然后再取极限：结果得 

几〜 exp [ -》-«•)]， 

其中的《, = /lEym , v 2 = ^/2 E 2 /m 为无穷远处 （*-> oo ) 的粒子速度，该处的运 
①为偶函数时，径向波函数 ff ( r ) 的奇偶决定于/的奇偶.这可从 r 很小时的 / f ( r ) 看出来（此 

时有 
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动是自由运动. 

2. 与题丨相同，但在库仑场 U = a / r 中，求 Z =0 的两个态间的准经典跃迁矩 
阵元. 

解： Z /(0 函数的唯一奇点是厂 =0. 相应的积分式已在§50題2中算过.按 
(51.8) 式，结果得 

几~哪[〒(士-士 )1. 

3. 同第一题，求非谐振子的跃迁矩阵元，其势能为 

U ( x ) +办 4 

在下列条件下 计算： 

hw « E t , E 2 « — . ( 1) 

P 

解： 对正文中所讲有限运动的推广表明，公式 （51.6) 仍旧成立，应当选取两 
个点±00作为 * 。，这两个点都带来一个数量级的贡献.我们有 

fn ~ ex P ( _+ [ /•了 - f :: ^2 m ( U - E x )dx ]). 

在（丨）式条件之下，给出主要贡献的区域是 

«|*| (2) 

其中 

宇* 2 »£" E 2 ,^ x \ 

将指數展开为（£,. 〆 (/)的幂级数（这时零次项互相抵消）并忽略逆 r 4 , 得 
- / ^2 (d\x\ r dlid \ 

/ij ~ exp ( 



在区间 （ 2 ) 中对数发散的积分应予舍去，即在上限 v /( mw 2 )//3 时和在下限 


a 2 ~ /£ 2 /( mo ) 2 ) 及 a : ~ a , ~ 」 E 、/ 、 mco 2 ) 时，结果得 

, I E 2 , m 2 (o 4 L E i . m 2 (d \ 

/l2 ~ eXp ( ~2h^ n ~pE ： + 2h^ n jE；)- 

引入态的数目， 

n t E x / ha ), n 2 ^ E 2 / ha ), 



( a 2 -M |)/2 


可将答案写成 
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既然在解题过程中存在较大的 * 值，这个解答在 /(*) 不过快地趋近无穷大时是 
成 立的. 如果将 /( x ) 展开成为多项式，那么它的幕次应该比 （七- 小。 

§52准经典情形下的跃迁概率 

势垒贯穿是经典力学中完全不可能实现的一个例子.准经典情形下这个过 
程的概率是一个指数式的 小擀. 它的有关指数幂可用下法确定. 

考虑任一系统从一态到另一态的跃迁，我们解出相应的经典运动方程，求出 
其跃迁“轨 道”； 但是根据经典力学中并不出现这种过程的事实，这必然是复数 
解-例如，我们发现，系统从一态形式上跃迁到另一态的那个“跃迁点”％ —般讲 
来是一个复 数点； 该点的位置由经典守恒律所 确定. 然后我们来计算系统的作用 
缺 5 .(9, .9 o ) + S 2 ( q 0 , q 2 ) ，该系统在第一个态中从某个初位置出发运动到“跃 
迁点”</«,再在第二个态中从 <7。点出发到达最后的 <7 2 位置.所求的这一过程的 
概率由下式给出 

w ~ ex P { + S 2 ( 9o , 92 )] }. (52. 1) 

如果“跃迁点”的位置不是唯一的，则应从中选取这样的点，使得 （52. 1) 式 
中的指数幕具有最小的绝对值 [ 当然，这个绝对值还应足够的大，使得 （52. 1) 式 
仍能成立].① 

(52. 1) 式是和§51中计算准经典矩阵元时导出的规则一致的，但应指出， 
采用矩阵元的平方去计算跃迁概率中指数前的系数，将是不正确的. 

基于（52_丨）式的复经典轨道法是一个普遍方法，它可适用于具有任意多自 
由度的系统中的跃迁 （ Jl . fl . na H « ay ,1932). 如果跃迁点是实数但位于经典禁区 
内，则（在一维运动的简单情形下 ）（52. 丨）式与势垒贯穿的概率式 （50. 5) 相同 • 

垒顶之上的反射 

让我们把 （52. 1) 式应用于垒顶反射的一维问题，所谓垒顶之上的反射，就 
是指粒子能置超过势垒高度时发生的反射.在这种情形下， 9 。就取粒子运动反 
向点（“回点”）*。的复坐标，也就是方程 U ( x ) =£:的复根.我们来看一下，怎样 
能更精确地算出包括指数前系数在内的反射系数. 

我们必须（像§50那样）再一次建立势垒远右侧的波函数 （透射波） 与远左 
侧的波函数（人射和反射波）间的关系.采用§ 4 7和§50中类似的方法，把必看 
作 S 变量*的函数，不难做到这一点. 

把透射波写成下列形式 


①如果该系统的势能本身具冇奇点，那么这咚奇点也应算人 v 。 的 sj 能值中. 
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V xp ( i /*, ―)， 

式中的 *, 为实轴上的 任一点 ，我们来追究它沿上半平面中曲线 C 的变化， C 围绕 
(在足够远处）回点 * 。（图 19); 这条曲线的整个敁后部分必须位于很远的左区， 
使得人射波的近似（准经典）波函数中的误差 
远小于欲求的小量绕过％点致使 
改变符号，回到实轴后 < 函数就 
变成向左传播的反射波由于人射波和 
透射波的振幅吋以看作是相等的，所求的反 
射系数就简单地等于必-和必，的模最平方 
之比： 



R= lf：l =exp ( 'i Im / c pd *)- (52 - 2) 

导出此式后，指数幂的积分路线就可以任意 变形； 如果变换到图 19 所示的 
C ' 曲线，则上式积分化成从 * ，到的积分的两倍，我们得® 

A =eXf> ["^小"* 0 ) I ， •*») =Im f ° p ( x ) dx . (52.3) 

由于/ >(*) 在整个实轴上都是实量， * ，点的选法无界紧要.③注意 （52. 3) 中指数 
前的系数为 1 ( B . 71. riOKpOBCKHii , C . K . CaBBHH ,0. P . 1958) •④ 

如前所述，在: r D 的所有可能值中，我们应选这样一个值，使得 （52. 3) 式的指 
数幂具有最小的绝对值（并且此值必须远大于丨）®.这还暗示着，如果势能 (/(*) 
本身在上半平面具有奇点，对这些点而言，积分 <7(*, ,*。）具有较大的 值⑥; 否则 
指数幂将由这些奇点之一来确定，而指数前的系数将不会像 （52. 3) 中那样等于 
1- 如果 f /(*) 随着能量£的增大在上半平面某处变成无穷大的话，这个条件肯 
定无法满 足：此 时满足"=£的*。点在趋于极限时十分接近于满足 "= 00的\ 


① 如绕 *0 点下面的曲线（例如.简单地沿实轴 >,少.函数躭转变成人射波. 

② 此处给出的证明出自朗道 （1961). 

③ 在某些悄况下.值得注意的不仅是人射波和反射波的振 镇关系 .还有它们的相位关系.这一关系 
是 S 25 中所述的系数 o 和 P 所反映的反射波的振《所决定的.通过 h 面的讨论不难枒出，从左边射来的 
波的反射振幅是 

(_f) = _ iexp [+( 

式中的因子 （- i ) 就与通过回点时指数前的系数的相位变化有关. 

④ 正文中此结果的推导是由朗道作出的. 

⑤ 当然•我们只考虑 f >0的％点，即位于上半平面的点. 

⑥ 注意这时围19中的积分路径（:应该从函 数叭 幻的奇点下方通过. 
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点，因而这两个点对反射系数作出的贡献大小差不多[积分 ( rU ， ，％) - 1 ], 公 
式 （52.3) 不再成立•在极限情形下，当£大到使得积分值远小于1时，微扰论开 
始适用（见题 2 )®. 


习 题 


1 . 采用精确到指数因子的准经典近似，求一氘核和一重核（当作有库仑场 
的固定力心）碰撞时氘核的衰变概率 （ E . M .^ Htl ) mHu ,1939). 

解：对 反应概率的主要贡献来自零轨道角动量的碰撞，准经典近似中这就是 
对头撞，粒子的运动变成一维运动. 

令£为氘核能量，以€为单位， 6 是氘核的质子和中子的结 合能； £,和为 
所释放中子和质子的能量，同样以 e 为 单位. 我们还采用无量纲坐标 9 = er / Ze 2 
( Ze 是重核的电荷），并用 9 。代表 9 在“跃迁点”的值（一般是复值），亦即氘核 
“衰变时刻”的值.我们可写出 


= y * 2 .. £ /. = T V ^ + ^ T , £； = ^ + 7 _, (1) 

‘ ^ Vo Vo 

其中和〜是.衰变时刻各粒子的速度，以 y e / m 为单位， m 是核子质量； t » n 是 
实量并与释出中子的速度相等，但\和 匕都是 复量.由跃迁点处的能量和动量守 
恒条件给出 

( 2 ) 


故有 


E p + = E - \ , v f + v n = 2 vj . 


v p =2 i + v n , = i + v n , — = E + l - v \- 2\ v n . 

9o 


跃迁前系统的作用量相当于氘在核场中直到衰变点为止的 运动； 它的虚部为 
ImS, =Ze 2 J^lm f° ^4(£-+) d 9 = 

= Ze'^J^lm 1 2q 0 v d -^；cosh _ 1 」 q 0 E J . 

跃迁后，作用量相当于中子和质子离开衰变点的 运动： 


(3) 


ImS2= Ze 2 J^ lm {f, 0 V " dq+ i J 2 ( E ^j) 6q } = 

= Ze2 J^ lm { - v - ( lo - + y^-arcosh ^q 0 E p }. 


(4) 


据 （52. 1), 此过程的概率为 


①中间情形押由 B. /!. IlOKpOBCKHA 和 M. XM/iaTHHKOB 研究过 （ 氷 3 丁 <!> ,40,1713,1961 ) 



(5) 


Im [ ^J-arcosh y/q 0 E f -^arcosh ^/q^E ] J. 


与两个反双曲余弦函数来自 （4) 和 （3) 式的事实相一致，它们的虚部必须分别与 
^^，和 Imh 具有相同的符号，后两者的符号在 （2) 式之解中已经这样选定 ：使得 
Im (5, + S 2 ) >0. 

由于《;与^成指数依赖关系，衰变（具有任意的心和值）的 
总概率由指数幂（作为£„的函数）的最小绝对值 给出. 分析表明，此事发生在 
— 0时.此时有％ =1/(£ + 1),从 （5) 式得 


yv[ 7Sr arcc09 展 ~/ E arccoa 


这个公式的成立条件是指数幂必须远大于 1. 

对^ 的非零值算出作用量 s = s, + s 2 的虚部后，我们可以求出所释放粒子 
的能量分布.在邻近=0处，我们有① 

Im 5( £ 0 ) - ImS (0 )»£.(^|^) f o - 

计算导数后给出 

dw f 2 Ze 2 fm r \ 3 - E 

— 叫 —rVT £ -l(£-i )( £ + i) j + 

+ ^ T 7 arccos Vpl )• 

2. 如粒子能量满足微扰论条件，求垒顶之上的反射系数 • 

解 ：采用 （43. 丨）式，初态和末态波函数是沿相反方向行进的两个平面波，分 
别按单位流密度归一化和按动量除以 2 irfc 的 S 函数归一化，式中的 Av = dp '/ 
2 iTfc ， 而//是反射后动量，算出对 〆 的枳分（计及5函数）后得 

« = f /(*) e 2 ^' d *| 2 . (1) 

如果微扰论的适用条件得到满足，此式即成立，这个条件为 Ua/hv << l , a 为势 
垒宽度（见§45附注 3), 同时有.后一条件保证了尺 （/>) 函数的非指數 
性； 不然的话，（1)式的成立问題尚需作进一步的研究 • 

3. 当 f / U ) 函数在 *=* 。处具有一个斜率间断点时，试求在准经典势垒垒顶 
之上的反射系教. 

解 ：如果 （；（*) 函数对实的*值具有某种奇点，则反射系数主要由该点附近 


①I =0时，函数 Im . S ( D 科一个尖点，从尖点出发不竹对正的和负的 M 负值对应于中子被诹核 
俘获）.函数值都增长. 
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的场所决定，并可用微扰论形式地加以计算，并不要求微扰论对所有的 x 都成 
立； 准经典条件的满足已经足够.我们就得到題2的 （1) 式，唯一差别是入射粒 
子的动量必须改成 〆 x ) 在奇点处的值. 

目前情形下我们取斜率间断点为*=0点，因此在这点附近有 
*>0时 f /= - F lXi *<0时 i /= - F 2 x . 

尸,不同于 F 2 . 对*进行积分时，可在被积函数中引进一个阻尼因子 e **，， 积分做 
出后再令 A _»0. 结果为 


式中的/>。 = P (0). 

§53 浸渐微扰作用下的跃迁 

我们在§41中已经提到过，在微扰随时间的变化十分缓慢的极限情形下， 
系统自一态到另一态的跃迁概率趋 于零. 现在来定最地研究这个问题，算出在缓 
变（浸渐）微扰作用下的跃迁概率（/1.；1.；1 3 叫叮,1961). 

设系统的哈密顿敏为时间的缓变函数，当 /-» ± 00时趋向一定的极限.并设 
和匕 （0 是由薛定谔方程也解出的本征函数和能量本征值 

(依赖于时间参 量）； 由于#的时间变化具有浸渐性，^和也的时间变化也是缓 
慢的.我们面临的问题是，如果时该系统处于也态，求+ 00时系统处 
于某一必 2 态的概率 w l2 . 

微扰的缓变性意味着“跃迁 过程” 具有很长的持续时间，因而作用鼠的改变 
(由积分式 - J " £(0 dt 给出)很大.在这个意义上所设问题具有准经典性，所求 
的概率主要由下列* = *。值 确定： 

( *0 ) = 芯2 ( *0 ) ， ( 53. 1 ) 

<»相当于经典力学中的“跃迁 时刻” （参考 §52); 实际上，这样的跃迁在经典力 
学中当然是不可能的，它表现于方程式 （53. 丨）具有复根.与此有关，就有必要研 
究 1 为复参量时在 <=< 0 点的邻域内薛定谔方程之解所具有的特性，在点处两 
个能最本征值变成相等. 

我们将看到，在该点跗近本征函数也，於 2 将随 d 虽烈变化.为了求出其关系， 
我们先令的线性组合为 A ，〜，并满足下列 条件： 

I ( p\Aq = I tp\Aq =0, j ( p ,< p 2 dq = 1. (53.2) 

只聲适当选择复组合系数 0 的函数），总能做到这一点 和％ 在 t = t Q 处没有 
奇点. 
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现在把本征函数写成下列线性组合 形式： 

i // = a l < p i + a t ( p 2 . (53. 3) 

要注意的是，当“时间、为复变世时，由于势能 WO <)'"(<) 算符[呈 

(17. 4) 形式]仍等于它的转置算符 （A = A ) 但不再厄米 

把 （53. 3) 式代人薛定谔方程，对该式左乘％或然后对 d 7 积分. 引人下 
列 记号： 


W i4 (0 = j <Pi 台 <Pi dl f ， (53.4) 

考虑到哈密顿 量的上 述性质我们有 = W 2 ,, 结果得下列方 程组： 

//"<»,+ W l2 a, = Ea 1 , 

(53.5) 

H n a, + H 2 i a 2 = Ea r 

这个方程组有非零解的条件为 （ W l2 -£) 2 =//,,// 32 ，此式之根给出了能 t 本征 
值： 

£ = //,, ± ^ H n H 22 . (53. 6) 

把它代人 （53.5) 式中，得 



由 （53.6) 式可知，为使在点两个本征值相等，其中的//,,或 W 22 在该点 
应等 于零； 我们假定它是•在正则点，一个函数一般讲来随》-«。而趋于零，因 
此有 

£(0 -£0。）= * 常数 x （53.8) 

即£(0在<=<。处具有支点.我们还有故在 t = * 。点只有一个本征 
函数 < p r 

现在我们看到，所设问题在形式上完全类似于§52中讨论过的垒顶反射问 
题.我们有“对时间为准经典的”少 0) 波函数，代替了 §52中对坐标为准经典的 
函数，希望求出 t ^ + oo 时波函数中的项，而当 «—- «时波函数为 
nt) = i / j 、 e —. 这类似于用 *4 + 00 的透射波求出的反射波问题.欲 

求的跃迁概率为％, = lc 2 l 2 . 作用量 S = - ]*£(*) 山是由具有复支点的 £(0 函 


数的时间积分给出[正如积分中的 〆 ：*) 函数具有复支点那样]，因此，所 

考虑的问题，可以通过 < 复平面上从很大负值到很大正值的一个积分回路加以 
解决，正如§52中对 * 复平面所作的那样，我们不在这里重复这种推导. 

我们假定实轴上有£ 2 此时回路必须位于复变景 < 的上半平面（该处 
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的比值^@ / »/ 6 _+' /> 是增长的）.结果得下列公式[类似于（52.2)式] 

w 2i =exp |ylm E ( l)dl j , (53.9) 

其中的积分沿图 19 所示的回路 （ 自左向右）进行. 

在支点之左的回路上有£ = ，支点之右的回路上有£ = £ 2 .因此可把 
(53.9) 写成 

w 2l = exp | -21m J a> 2l (t)dl J , (53. 10) 

其中的 w 2 , =( E 2 - £,)/ A , t , 为实轴*上的任一点 ；《„ 点应选 （53. 1) 式的一个复 
根，此根位于上半平面内，并使（53_ 10) 式中的指数幂具有最小的绝对值①.除了 
以上自1态直接跃迁到2态以外，还可能有通过几个中间态的“跃迁方 式”； 其 
概率也可用类似的公式 表出. 例如按 1—3—2 的“方式”进行跃迁时 ，（53. 10) 式 
中的积分应改成以下两个积分之和 

r > f . P > 

w 3 l ( Odt+J o) M ⑴山， 

式中的两个积分上限分别为£：,(0.£,(0以及仏（0,仏0)的两个“交点”.以 
上的积分式，是采用同时围绕这两个复交点的一个回路后得出的.② 

习 题 


确定服从下列方程 

^ + oj 2 (t)x =0 ( 1 ) 

dt 

的经典振子，当其频率 tl >(0 由 ♦ - »时的 W , 到 t -> + 00时的《|> 2 作緩慢变化时， 
其浸渐不变量的变化 （ A . M.flHXHe,1960). 

解 ：方程 （1) 是由薛定谔方程经过下列变换 而来： 

x—*t ； p(x)/h = k(x)—*0}(t) 

变换后，这个问题在形式上等价于在§25中讨论过的势垒反射问題.这就把浸 
渐不变量变化的计算引向反射振蝠的计算. 

将 不00时 （1) 式的解写成 

-oo , 

* = A 2 e'" 2 ' + Aj e' ' mi ', x—*oo . 

根据 （25.6)， 有 


① 的可能值中尚须包含能使£(0成为无穷大 之点； 对这*点而言 （53.9 > 式指数前的系数不等 

于 I . 

② 连 续讲的 中间态问題霱另行考 
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A 2 = aA t + PA '. (2) 

振子的浸渐不变量等于因此 

/, = ma ) t x 2 = 2 m ( o , 1/4, l J , / 2 = 2 mo ) 2 1/4 2 1 2 , 

将 （2) 式代入，得 

l 2 =2 m(oA ( lal 2 + \ p \ 2 \ A x \ 2 +2 Re ( /!?)]. 

利用 （25.7) 式，此式在我们目前的情况具有下列 形式： 
lal ： = 10 1 2 +« U |/ a » 2 ，得 

=4 nuo 2 [ l /3 l J U , l 2 + Re ( oj 8 ， / lJ )]. (3) 

我们在这里讨论的 W (0 缓慢变化的情况相当于上一节中势垒反射的准经 
典 情况. 在这种情况下,/3是指数式的小量，而 (事 先假设 6/0) 在 
t 的实轴上没有奇点和零点）.上一节中讲过的计算反射振幅的方法给出/ 2 -/, 
的估计是 

A / = / 3 - ~ 1/3 1 ~ exp | -21 m J < u ( () d ( j , 

式中 t 。 是 t 。 的上半平面上对 A / 给出最大贡献的一个特殊点.这个公式与§51 
中（见卷 I ) 中所讨论的简谐振子情况的结果 一致. 当 w 2 (0 在上半平面有简单 
零点时，用上节的公式还可以求出指数因子前面的系数.（参见177页的脚注） 
注意， （3) 式的第二项，亦即主要项是依赖于振动的初相位的，当对初相位 
平均时得 

a 7 = 2«/,, 


式 是" 反射系 数”. 
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经典力学和 M •子力学中，角动量守恒定律都是 封闭系 统空间各向同性的结 
果，这一点，早已用角动量和旋转对称性之间的关系论述过•但在量子力学中，这 
个关系具有特别深远的意义，它确定了角动量这个概念的基本内容，特别是由于 
粒子角动量的经典定义/" X /；在量子力学中不再具有直接含义，因为位置和动量 
不能同时测最. 

我们在§28中看到，如果/和 m 的值已给定，粒子波函数的角部关系就被 
确定，从而它在旋转下的所有对称性质也被确定.这些性质最一般的表述可归结 
为波函数在坐标系转动下的变换规律. 

多粒子系统的波函数少 t .« (角 动量/ ■及其分量 M 的值业已给定）只有当坐 
标系绕轴转动时才能保持不变①，任何改变 z 轴方向的转动，结果都会使角动 
量分量没有定值.这意味着，在新的坐标系中，这个波函数一般变为具有给定 
L 值但有不同 Af 值的 2 L +丨个函数的叠加（即线性组合）•我们可以说，坐标系 
转动后 ,2 L + 1 个函数^变成了它们相互的线性组合®.其变换规律（即组合系 
数与坐标轴转动角之间的函数关系）完全由/•值确定.因此角动 M 被赋予置子 
数的含义，它能对一个系统的各个态按照坐标系转动下的变换性质加以分类.角 
动敷概念的这一方面，在量子力学中特别重要，因为它和角部波函数的显示式没 
有直接的 联系； 不用这些显示式也能表出这组函数的相互变换规律. 

我们来考虑一个复合粒子，例如一个原子核，它整个地静止并且处于某一确 

① 除 7 ■—个不重要的相位因子外 • 

② 用数学术《来说•这绀函数构成了旋转群的一个不可约表示.得以进行相互线性变换的这绀函 
数中的独 iffi 数的个数•称为该表示的维败 ： 并且这个数作函数绀的相互线性变换中不可能少. 
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定内部状态中.除了内能外，由于核内粒子的运动，它还具有确定的角动量值 L . 
这个角动最可以有 2 L + 1种不同的空间取向.因此，当我们考虑这个复合粒子的 
整体运动时，除了坐标外.还必须增加一个离散变量：它的内部角动量在空间某 
—选定方向上的投影. 

根据我们对角动景概念的上述理解，有关它的起源问题显得并不重要.我们 
可以从中归结出“内禀”角动量的概念，用以描述粒子，不管这个粒子是“复合” 
的还是“基本”的 • 

因此，在量子力学中，每个基本粒子必须赋予一个与其空间运动无关的“内 
禀”角动董.基本粒子的这个性质 是量子 理论中特有的（在 ft — 0 的极限下消 
失），因此在原则上不存在经典解释① • 

一个粒子的内樂角动量称为该粒子的自旋，以便区别于粒子空间运动所产 
生的角动量，所谓轨道角动*②.我们所讲的粒子可以是一个基本粒子，也可以 
是某些方面类似于基本粒子的一个复合粒子（例如一个原 子核）•― 个粒子的自 
旋（和轨道角动童一样，以 A 为量度单位）用$来代表 • 

对于有自旋的粒子，用波函数描述其状态时，这个波函数必须不但能确定该 
粒子处于不同空间位置的概率，而且也能确定其自旋具有各种可能取向的概率 . 
因此，这个波函数不但依赖于三个连续变量，即粒子的三个坐标，而且还依赖于 
一个离散的自旋变量，它给出自旋在空间某一指定方向轴）的投影并取为数 
有限的离散值，我们用 o •代表这个自旋变世. 

令 少为这样的波函数.实质上它代表了对应于不同^值的一组 
不同的坐标 函数； 这些函数称为波函数的各个自旋分量 ■ 

下列积分 

J \> l /( x , y , zia ) I'dK 

确定了粒子具有某个^值的概率.粒子具有任意的 c 值并处于 dV 体积元内的 
概率为 

dV ^ \ i /,( x , y , 2i ( r ) | 2 . 

a 

t 子力学的自旋算符，作用于波函数的自旋变量^上•换句话说，它以某种 
方式把波函数的各个分量进行相互线性 变换这 个算符的形状将在以后建立.但 
从最一般的考虑很易知道，算符应该满足和轨道角动 量—样 的对易 
关系. 


① 例如，把《本粒子的内禀角动供想象为••绕&身轴"旋转的结果，这是完全没冇意义的. 

② 电子具有内*角 动數的 物理槪念是由 C . 乌伦贝克 （ Uhlenbeck ) 和 S •高兹求特 （ G 0 U d » mil > 于 
1925年提出的.1927年 W . 泡利 （ Pauli ) 把0旋引人 ft 子力学中. 



• 186 - 


第八章自 旋 


角动量算符和无限小旋转算符基本上相同•在§26中推导轨道角动量算符 
的具体表式时，我们考虑了旋转算符作用在一个坐标函数上所得的结果.在自旋 
的情形下，这一推导失去意义，因为自旋算符不是作用在坐标上，而是作用在自 
旋变 M 上的.因此，为了求得对易关系式，我们必须把一般形式的无限小旋转操 
作看作一般的坐标系 旋转. 如果我们先绕 a . 轴再绕 y 轴连接进行两次无限小旋 
转，或者把次序倒过来，先绕 y 轴再绕 * 轴，经过直接计算后很易证明，以上两种 
操作结果的差别等于绕 2 轴的一个无限小旋转（转过的角度等于绕 * 轴和）'轴 
的两个转角的乘积）.我们不准备进行这种简单的计算，它的结果仍得通常的角 
动量分量算符之间的对易关 系式； 由此可见，这一对易关系式对自旋算符讲来也 
必成立： 

[5 r ,jJ = ii ., = ii A r , = ii ,. (54. 1) 

由这个关系式导出的所有物理结论也都应成立. 

对易关系式（5 4 . 1 ) 能使我们求出所有可能的自旋绝对值和所有可能的自 
旋分量值 . §27中导出的所有结果 [(27. 7) — （27. 9) 式]仅仅应用了对易关系 
式，因此这些结果在这里也能全部适用，只要把上述各式中的 L 换成 s 就可以 
了.根据（2"7.7)式，自旋 z 分量的本征值是递差数为1的一组数值•但是我们不 
能像轨道角动童的分量那样断定这些数值一定都是整数 [ §27之初给出的推 

导在这里不能成立，因为它是以 （26. M ) 式的^算符为基础的，这个表式只对轨 
道角动量成立]. 

其次 A 这套本征值具有上下限，这两个上下限的绝对值相等而符号相反， 
我们用表示之的最大值和最小值之差2*必须是一个整数或零.因此 s 可 

取0,士 ，1 . I ， . 值- 

于是，自旋平方的本征值等于 

s 2 =5(* + 1), (54.2) 

其中的 s 可以是一个整数（包括零）也可以是一个半整数 . s 给定后，自旋的 4 分 
量可取 s , s - l , …， - s , 等 2 s + l 个不同的 数值. 因此，自旋为 s 的粒子波函数具 
有2* + 1个分凿①. 

实验表明，大多数的基本粒子[电子，正电子，质子，中子，^子和所有的超子 
(八， S , S )] 具有+的自旋■此外，也有些基本粒子 （ TT 介子和 K 介子）的自旋等 


①由于每类粒子的:—个给定值.故在经典力学极限情形下自旋角动*于零.对轨 
进角动 a 讲来由于/可取任意值，这样的论证就失去意义.过渡到经典力学时 ， a e 于零同时 / q 向无穷 
大， SJ 是乘积 w 仍为有限值. 
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于零. 

—个粒子的总角动 a 等于它的轨道角动 敏 1加上自旋 s . 这两个算符作用 
于函数的不同变量上，当然是彼此对易的 .总角动敏 

J = 1 +s (54.3) 

的本征值，与两个不同粒子的轨道角动量之和一样，取决于“矢量模型”的相加 
法则 （§31). 这就是说，给定了 /和 s 以后，总角动景可取/ + s ，/ + s - I ，...， 

l /- sl 等值•因此，轨道角动最/不等于零的一个电子(自旋为具有总角动最 
_/ = f ± + ; Z =0 时 j •只有一个值 _/ = +• 

多粒子系统的总角动量算符等于每个粒子的角动璧算符/之和，它的本 
征值仍用矢量模型法则加以 确定. 角动量•/可以表成下列 形状： 

J = L + S , 夂， S = ^ s 0 , (54.4) 

a a 

其中的 S 可称为该系统的总自旋， L 可称为该系统的总轨道角动量.我们注意 
到，如果该系统的总自旋为半整数（整数），则总角动量也是半整数（整数），因为 
轨道 角动敏 永远是整数.特别是，如果该系统是由偶数个同类粒子组成的，它的 
总自旋永远是整数，从而它的总角动量也是整数. 

一个粒子的总角动 M 箅符 /( 或一个多粒子系统的 _/), 和轨道角动量算符 
或自旋算符满足同样的对易关系，这个关系是任意角动量所应满足的普遍的对 
易 关系. 由这个对易关系所导出的角动景矩阵元公式 （27. 13), 对任意的角动最 
讲来也都成立，只要这些矩阵元是由该角动量的本征态所定义的.对任意矢置的 
矩阵元，公式 （29. 7 ~ 10) 也同样成立 （ 改变相应的记号）. 

习 题 

自旋为•的粒子处于 Sl = +的态中，求该自旋在/轴上的投影取各可能值 
的概率，设/轴和2轴的夹角为 0. 

解 ：平均 后的自旋矢量 s 显然沿 2 轴，且其数值等于^•把它投影到/轴上， 

求得自旋沿 Z ' 轴的平均值为 S -,. = y COS 0. 另一方面，我们又有 i ,. = 

■ y ( ) ,其中的 w , 为 s ,. = 的概率.考虑到 +w _ = 1,我们得 

w 4 = cos 2 ( 0 / 2 ) , w . = sin 2 ( 0 / 2 ). 
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§55自旋算符 

在本章以后各节中，我们不想讨论波函数与坐标的关系.例如，当我们讲到 
坐标系旋转后函数的行为时，我们可以假定该粒子处于原点，使得它的坐 
标在旋转中保持不变，这样得到的结果将标志出函数对自旋变 M 而言 
的行为. 

变量 O ' 和普通变量（坐标变量）的区别在于它的离散性.一个线性算符作用 
在离散变 * ^的函数上，所得的最普遍形式为 

(,/>/>) ( tr ) = （55.1) 

it' 

其中的人„.是一些常数.我们把/少放在括号内是为了强调在它后面所跟的自旋 
宗 ffi 不是属于原函数而是属于用算符/作用后所得的那个函数.容易证明， 
/„.是和按通常规则 （11. 5) 所定义的算符矩阵元一致的 ®. 

(11. 5) 中对坐标的积分现在换成对离散变 ® 求和，所以矩阵元的定义为 

= s (55.2) 

a 

其中和是算符 I 的本征函数.属于本征值 •，和 cr 2; 每个函数 
对应于一个态，粒子处于此态时具有确定的\值,亦即此时波函数只有一个分 ft 
不等于 零®: 

=S a „ t , =S aai , (55.3) 

根据 （55. 1), 

^ H ,( 〆 ）= 各 H 、 

把上式及的表式代人 （55. 2), 该式恒得到 满足； 证毕 • 

由此可见，作用于 o ■的函数上的算符可以表成一个 （2 s + 1) 行 （2 s + 1) 列的 
矩阵.特别是自旋算符本身，作用在波函数上后.按 （55.1) 有 

( S (/ f )(< r ) = ^ s aa . ip (( r '). (55.4) 

tr' 

按照§54末段所述，矩阵 H 乂与§27所得的矩阵 HZ , 相同，只是把字母 
乙和对改成 s 和 o ■: 


① 注意 （55. 丨）式右边矩阵元的下标次序与 （11. 11) 式中的通常次序相反. 

② 史明确地说，我们应写成 

Kt ⑷ =^(x,y,x)S iriir . 

(55.3) 中略去 r 坐标因子，在那里并不 重要. 

我们必须再一次强调\的特定本征值力或 <r 2 有别于独立变& a. 



§ 55 自旋算符 


. 189 . 


= ( S .)<r-I.<r =y\/(*+0-)( S -0- +1 ) ， 

… I = -(')—■.» = - y * 八 ~ 


)(S -£T +1) , 


(55.5) 


(*丄.》 =o ■- 
这就确定了自旋算符 - 

在自旋为+卜 =+ W = ± + )的重要情形下，这些矩阵是两行两列的，具 


有下列形式 


其中 ® 


** 1 A 

S = y ^« 


(55.6) 


H : X : V ,=(: -° i ). (55 . 7) 

这些矩阵称为泡利矩阵.矩阵 t =士之确是对角的，因为它是用\本身的本征函 
数组来定义的 ®. 

下面是泡利矩阵的一些特殊性质.把 （55. 7) 中的矩阵直接相乘，得下列方 
程： 

} (55.8) 

由上式及一般对易关系 （54. 1), 得 

& { & k + =25^, (55.9) 

亦即泡利矩阵彼此反对易■根据以上诸式，不难验证下列有用的公式： 

a -2 = 3, (o' ' o)( & ' b) =a • b + i& • a xb. (55.10) 

式中的和 6 是任意矢 量③. 按照上列诸式，由矩阵弋组成的任意标量多项式， 


① （55.7) 中所列的矩阵，行和 列都按 泛的值编号，行数对应于矩阵元的第一个脚标.列数则对应于 
二个脚标. B 前情形下， 这岬编 号数为^ 

以由波函数各个分》组成的一个列 矩阵： 


第二个脚标. B 前情形下，这 岬编号 数为+•和 _+■ (55. 4 > 式所示的算符，其作用是把矩阵的第行乘 


1> = 




卜(-州 

② 用同一宇母代表自旋分筐和泡利矩阵•不会发生混淆.因为后者总是带有符号. 

③ （55.8) — (55.10) 右边与 a 无关之项.当然应该理解成为乘有一个两行两列单位 矩阵. 
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都可以化简成一个与■无关的项以及&的线 性项； 因此，合箅符的任意标童函 
数都可化成一个线性函数（见题 1). 最后，泡利矩阵及其乘积的迹（对角元之 
和）为 

tro", = 0, trm = 25 it . (55.11) 

本章的以后几节，将对波函数的自旋性质，包括在坐标系任意旋转下的行 
为，进行详细的讨论，但是我们可以立刻看出波函数的一种重要性质，即绕2轴 
转动下它们的行为. 

假定绕轴转动无限小角3办.这种转动的算符，珥通过角动*算符 （ 目前情 
形下是自旋算符）表成 I +沾小 • I . 因此，作为转动的结果，函数组变成 
ijf ( cr ) + 5少 ( <7 ) ，其中 

Sip (a) =iS(f> • i,^(cr) = iai//(a) S<t >, 

把上式写成杣/山|) ziovHo ") 形式，并进行积分，我们发现转过有限角杏时 
少（^)变成 

^'(cr) =^(tr)e' a *. (55.12) 

特别是转过 2 ir 角 后,! Mo ") 要乘以因子 e 211 ' 这个因子对所有的 tr 而言都 
是一样的，它等于（ - l ) h (2 cr 和 2 s 的宇称永远相 同）. 由此可见，当坐标系绕轴 
旋转一整周以后，自旋为整数的粒子波函数回到原值，而自旋为半整数的粒子波 
函数要变一符号. 


习 题 

1. 试把标量 fl+A • 汐的任意函数化成对泡利矩阵为线性的另一个函数. 

解 ：为了 确定所求公式 /( fl + A • 在）=4 + fl . ■中的系数，我们注意到，当取 
■ s 轴沿 6 的方向时，算符■的本征值为 a ±6, 算符 /(<1+6.合〉 的相应本 
征值为 /(a ±6) •从而求出 

A =y[/(a+6) +f(a-b)], B = ( b/2b)[f(a + b) -f(a-b)]. 

2. 自旋为 f 的两个粒子处于 S = s , +* 2 具有定值 （0 或丨）的态中，求标积 
S , • s 2 的数值 • 

解 ：按一般公式（31.3)(这个公式对任意两个角动量的相加都成立），我们 
得 

1 3 

S = 1 时 s, • s 2 = — ; S = 0 时 s , • s 2 =— — . 

3. s 算符 （ 自旋值 s 为任意）的各次幂中哪些是线性独立的？ 

解：由 纟,及其所有可能本征值之差组成的下列算符 
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• (*, ^ + s ) 

作用于任一波函數上等于零，故这个算符本身等于零.由此可见 .（ i ,) 2 ** 1 可以通 
过\算符的较低次的乘幂表出，因此只有丨到 2 s 的乘幂是线性独立的 • 

§56旋置 


自旋为零时，波函数只有一个分量少 （0) .用自旋算符作用后变成零:# = 
0. S 和无限小旋转算符之间的关系说明，自旋为零的粒子波函数在坐标系转动 
下是不变的，也就是说它是一个标景. 


自旋为+的粒子波函数具有两个分最 ，少 (+ ) 和必(_ +卜为进一步推广 
方便计，我们分别用上指标丨和2来区别这两个分量.这个具有两个分景的蠍 


^( 1 ) 

, (56.1) 

少（ - y ), 

称为一个旋置. 

坐标系的任意转动中，旋量的分量作线性 变换： 

ip ' = aif /' + bip 2 , ip 2 = cifi ' + dip 2 . (56. 2) 

上式可写成 



W(j 咖 y, u= 



(56.3) 


其中 &是变 换矩阵 ®. 它的矩阵元一般是坐标轴转角的复函数.这些矩阵元之间 
存在着—些关系，这些关系直接来自旋量作为粒子波函数的物理条件 
我们来考虑双线性型 

W — - W , (56.4) 

其中必和是两个旋量.经简单计算后，得 

ip ' 4 >" — ij / 2 ( J )' = ( ad - be ) ( i //' ( j ) 2 - if / 2 ♦' ) , 

亦即坐标系转动后， （56. 4) 式变成它自身•但如只有一个函数变成自身，这个函 
数就可看作自旋为零，因而它必是一个 标蠹； 也就是说,不管坐标系怎样转动，这 
个函数必须保持不变.从而有 

ad - be = 1 , (56.5) 

即变换矩阵的行列式等于 1.® 


① 记号〜 表明矩阵&的行乘以列也 

② 这样两个1的变换称为二元变换. 
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进一步的关系来自对下式的 要求： 

• AV " + W . (56.6) 

此式确定了空间某一给定点找到粒子的概率，它应是—个标量，凡使一组量的模 

最平方之和保持不变的变换，是一个么正变换，因此必有 =&- i ( 见§ 12) •按 
条件（56.5)，逆矩阵为 



把它和下列厄米共轭矩阵等同 起来: 



a , b = -c . (56.7) 

鉴于关系式 （56. 5) 和 （56. 7) , a , b , c , d 四个复貴中实际上只含三个独立的 
实参量，对应于定义三维坐标系转动所需的三个角度. 

比较（ 56 . 4 )和（ 56 . 6 )两个标量式，可知 f 和 V 必须分别地按少 3 和 
的规律变换.应用 （56. 5) 和 （56. 7) 很易验证这一点①. 

旋量代数可以表成类似于张置代数的 形式. 为此，除了逆 变分置 外 
(具有上指标），还引人下式定义的协 变分量 （具有下指 标）： 

<Pi =必 2 ， 4 h = (56.8) 

两个旋凿的 不变釐 组合式 （56. 4 )还可以写成标积 形式： 

=^' 4 >, +^ 2 <#> 2 (56.9) 

和张量代数一样，今后凡在同一项中重复出现同一指标者，就意味着对该指标 
(叠标） 求和. 在旋量代数中，我们应该记住下列规则.根据 

矿 1 K = 屮 ' 小 ' Hi = - i/f 2 <t > 2 = u*. 

所以 

矿 <f>x =-矿 

由此可知任一旋量和它自己的标积等于零： 

沙 V * =0. 

根据前面的讨论和 t 像 〆 •和 f 那样变换 ， BP 


① 这个性质与时间反演对称性密切相联.后者 （见 § 18 > 包括把波 Hi 数改成 它的复共轭.时 间反演 
T •角动 S 分 S 也变号.因此 ■/ 和 - + ) 的 g 共 SB 函数必然具冇 A 旋投影 分别为 
和+的那些分撤的性质. 


(56.10) 

(56.11) 



(56.12) 

乘积 6 •必也 可写作带有转置矩阵 6 •的 必汐•，由 于 6 为么正，我 们有卜 =0-', 
故沙、= ( 〆 •、,或① 

<=( 〆 &)*• (56. 13) 

仿照通常张 量代数 中从矢量过渡到张量的情形，我们也可以引进离 秩旋置 
的概念.如果一量 〆 ** 具有四个分量，它们按两个一秩旋量的分量乘积 〆 f 的规 
律变换，则这个*称为二秩旋儆.除了逆变分量山〜外，还可以考虑协变分景 < A Am 
和混合分量它们分别按乘积 A 扎和的变换规律变换.任意秩旋量都可 
用同法定义. 

旋最的逆变分量和协变分贵的相互变换可写成 

= gU l =0。 (56.14) 

其中 

(〜)=(，)= (二） (56.15) 

为二维矢量空间中的度规 旋置. 例如，我们有 

K = , «/»am = , 

因此有少, 2 = _屮！ = - i // 1 ' =•!/] = 〆 等等. 

«^本身构成一个二秩反对称单位旋量.容易看出它的各分量值在坐标系变 
换下保持不变.且有 

(56.16) 

其中5! =5' =1,5； =5； =0. 

和通常的张最代数一样，旋量代数中也有两种基本运算 法则： 乘法，以及对 
—对指标的缩并.两个旋量相乘 给出一 个更高秩的旋 量：例 如由二秩旋量 0 A(1 和 
三秩旋量可以组成一个五秩旋凿一对指标的缩并（即对一个协变 
指标和一个逆变指标的各个分量求和）使一个旋量降低两秩.例如旋量 〜厂对 
指标 M 和 P 的缩并给出三秩旋量的缩并给出标贵</»：：•这里有一条规则 
和 （56. 10) 式表明的规则相 似：如 果我们把被缩并的两个指标上下对调一下，该 
旋 S 就改变符号（即 W •根据这一规则，如有一旋量对某两个指标是对 

称的，对这两个指标缩并的结果就等于零，因此，对一个两秩对称旋量讲来， 
我们有 W =0. 

一个 n 秩旋量如果对它的所有指标都是对称的，则称为对称旋量.从非对称 


①记号 央在 6的左侧>代表分毅（九為）作为一行乘以矩阵 j ) 的列. 
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旋缳出发，可以通过对称化手续造出一个对称旋量，这种对称化手续，就是把所 
有指标进行各种可能的对换，然后把所得的分璜全部相加起来.如上所述，从一 
个对称旋量的分量出发，不可能（通过缩并）造出更低秩的旋量. 

只有二秩旋量可以对它的所有指标反对称.因为每一个指标只能取两个值， 
在三个或更多个指标中，最少有两个指标必然会取相同的数值，从而使该（全反 
对称）旋量的各个分量都恒等于零.任意一个二秩反对称旋量等于一个单位旋 
» ^，乘以一个标量.根据上述理由，我们可得下列关 系式： 

〜 少，+ 心 t =0, (56.17) 

(其中的 t 是任一旋量），这是因为式左的表式是一个三秩反对称旋量（我们很 
易验证）. 

如果把一个旋量乘以其自身，并对其中的一对指标缩并，就成为一个对另一 
对指标为反对称的 旋量： 

如上所述，这个旋量应该等于旋殷乘以一个标量.这个标屋因子应该这样来 
确定，使得对另一对指标再缩并后能够得到正确的结果，据 此有： 

H (56.18) 

旋量的各个分最是</^...的复共轭量.它按逆变旋量^的各个分童变 
换，反之亦然.因此，任一旋贵的各个分量的模景平方之和是二个不变贵. 

§57具有任意自旋的粒子波函数 

纯形式地讲过任意秩的旋量代数以后，现在可以转人下一个问 题：研 究具有 
任意自旋的粒子波函数的性质. 

这个问题最好通过自 旋为+ 的一组粒子来 考虑. 总自旋2分董的最大可能 

值是这是由于对每个粒子都有 S ,=+ 而得的结果（亦即所有粒子的自旋都 
取同一方向，沿 z 轴）•在这种情形下，我们可以明确地说该系统的总自旋 S 也等 
于 + n . 

这时，这个多粒子系统的波函数 a ，…， 》■•) ，除了'必 ( …，+ ) 

分量外，其它的分最都等于零.如果把这个波函数写成《个旋量的乘积形式 
，式中的每个旋量隶属于其中的一个粒子，那么，每个旋董中只有 
=1的分最不等于零.因此只有…不等于零.所有这些乘积的集合组成一个 
«秩旋量，并且对所有的指标对称.如果变换坐标系（使得各个粒子的自旋不再 
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沿 z 轴）.我们就可以得到一个对称性与以前相同但具有普遍形式的„秩旋量. 
波函数的“自旋”性质，实质上就是这组波函数对坐标系的旋转而言所具有 

的性质，这种性质对于自旋为 s 的一个粒子，以及对 n = 2 s 个自旋为^■的粒子所 

组成的总自旋为3的一个多粒子系统，都是一样的.因此得出结论，自旋为 J 的 
一个粒子，它的波函数是一个 n =2 s 秩的对称旋量 ■ 

容易证明，一个 2 s 秩对称旋最的独立分最数确是等于 2 s + 1•因为 2 s 个指 
标为1,零个指标为2的那些分景是相 同的； 2 s -1 个指标为1有一个指标为2 
的那些分量也是相同的，以此类推直到有零个指标为1有2,个指标为2为止 • 
从数学上讲，各种对称旋最提供了一种分类方案，用以区分坐标系旋转时一 
组量可能具有的各种变换方式•如果有 2 S + 1 个不同的量，变换成为它们之间的 
线性组合（同时这组量不管怎样地进行线性组合，其总数不能 减少） ，则可断言， 
它们的变换规律等同于一个2 s 秩对称旋最的分量的变换规律①•任意—组任意 
数目的函数，当坐标系旋转后如果变换成为它们之间的线性组合，这组函数就可 
化成（经过适当的线性变换后）一个或几个对称旋最. 

因此一个 n 秩任意旋量必_…可以化成 n 秩、 n -2 秩、/1-4秩…的对称旋 
里，其实际步骤如下.把旋童也对所有的指标对称化，可以组成一个„秩对 
称旋量.其次，原来的旋最…中任选一对指标加以缩并，可得具有…等形 
式的各种„ -2 秩旋1,再把这些旋量分别对称化后，得到许多„ -2 秩对称旋 
量■在少……中把两对指标缩并后，再把所得旋量对称化，即得各种《 -4 秩对称 
旋最，如此类推. 

我们再来确立 2 s 秩对称旋量的各个分量与 2 s + 1个函数必（^)之间的关系 
(其中的 £T =s j -1, …， - s ). 下列分量 

II…1 53*^2 

中，有 s + o •个指标为1,有 s - o ■个指标为2,它所对应的自旋沿 2 轴的投影值为 
实际上，如果我们再考虑个自旋为 f 的粒子所组成 的一个 系统，来代替 
自旋为 s 的一个粒子，则上述分鼉相当于下列乘积： 


•/II 2 2 

中 9…X P •••; 

这个乘积隶属于这样的一个态，其中有 S +0■个粒子具有自旋投影 f ,有 S - o ■个 
粒子具有自旋投影 -+， 故其总投影为 + +<r) -y(5-<r) =0-. 最后，选择上 


①换句话说.各种对称旋聚构成了旋转群的各种不可约表示（见 §98) 



• 196 • 


第八章自 旋 


述旋最分墩和 ( Me ) 函数的比例系数，使得下式能够 成立： 

土 |一)| 2 ' X , Id (57.1) 

这个和应是一个标量，因为它等于粒子在£间某一给定点的概率.在上式右边的 
求和中 ，（3+(7) 个指标都等于1的分量共有 

㈤ ！ 

(s+<r)! (s - cr ) ! 

个.由此可见，函数 o ') 和旋量分量间的关系为 

…) 士 (57 . 2) 

(57. 2) 式不但保证满足条件 （57. 1), 而且容易证明还满足下列更普遍的条 
件： 

广 U ( - a ), (57.3) 

a 

其中的是两个不同的同秩旋量，而沙 （ O '), < P (( T ) 是按 （57. 2) 式由这 
些旋量所导出的函数 ，（ 因子的来源是由于当我们把上述旋最分量的指 
标全部上升后，符号的变更次数等于其中取值为2的指标数. 

(55. 5) 式确定了自旋算符作用于波函数必（(^上所得的结果.不难求出这 

些算符作用于具有 2 S 秩旋租形式的一个波函数上所得的结果.对自旋为+的情 

形讲来，函数於(+卜 < A ( -+) 等于旋敲的分量必 l ,< A ' 根据 （55. 6) 和 （55. 7) 
式，自旋算符作用在这些分量上的结果为 

(' =y^ J . (K = -yi^ 2 , ( 1 = , 

, . . (57.4) 

(Kilt 、 1 =Y<P' ， ( 心少 ) 2 =yi 少 ' ， (i » 2 = - Y^ 2 . 

为了过渡到任意自旋的一般情形，我们再考虑 25 个自旋为 I 的粒子所组成 

2 

的一个系统，并把它的波函数写成 2 s 个旋 量的 乘积.该系统的自旋算符等于每 
个粒子的自旋算符之和，每个粒子的自旋算符只作用于该粒子的旋景上，作用的 
结果由 （57. 4) 式给出•经过以上的考虑后，我们再回到任意对称旋傲的情形，即 
回到自旋为 s 的一个粒子的波函数情形，就可得下列公式： 

(;>) 茄=宁少石 " 系_ +’， 

( 5 »^- = 
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I » (f I - (T »• 9 • ~ O 

(5>) 气 (57.5) 

到目前为止，我们把基本粒子内禀角动量的波函数称为旋 M . 但从纯形式的 


观点看来，一个单粒子的自旋角动量，和忽略内部结构的任一系统作为一个整体 
所具有的总角动 M ，两者没有什么区别.因此很明显，空间旋转下旋量的变换性 


质对总角动最为的一个粒子或粒子系统的波 函数也 ■同样适用，与所考虑的是 
自旋还是轨道角动量 无关. 本征函数在坐标系转动下的变换规律与 2) 秩对 
称旋量的分量变换规律之间，必然存在着一定的关系 • 


建立这种关系时，应该明确地区别波函数依赖于角动嫌投影 m 的两个不同 


方面（当）值为给定 时）. 可以把波函数看作各种不同 m 值的概率振幅，也可以 
把它看作具有给定 m 值的本征函数. 

以上两个方面我们已在§55之初提过，在那里研究了与箅符的本征值 
\ = o ■。相对应的“本征函数”两者的数学区别特别明显地表现在自旋为 * = 


f 的粒子的例子中.这种情形下的自旋函数对变量 a 而言是一个一秩逆变旋 


蛰，也就是应该用旋置记号写成5=。.因而对而言它是一个协变旋量. 

这种情况显然具有普遍性 ：仿效 （57. 2) 式，本征函数可化成 V 秩协变对 
称旋 ft 的有关分 量①： 



(2j)\ 

)! U - m )\ 


'jnr^ 


(57.6) 


角动为整数的本征函数就是球谐函数特别是7 = 1的重要情形，三 
个球谐函数\„为 



Y - i= ：； i V^ 9in 0e， ' r=Ti J^： {n - ±in ^' 

这里 n 为径矢方向的单位矢量•上式表明，以上三个函数就其变换性质讲来，和 
—个矢的下列三个分最 相当： 

•A.o 屮 "= - 士 (a.+ia ， )A._, = 士 (a.-ia r ) (57.7) 


①这一结果也坷用另一方式异出.如采把 角动# 为）的粒子态的波 函数屮 对本征函数组 
V a „、 .则系数《.为不 ( aim 值的概率幅.在这个意义下，它们对应于自旋波闲数的••分 

从 rW 给出其变换规律.另一方面.少在空间某点之值与所选的坐标系无关，亦即 ;I -是一 个标与 

(57.3) 式的标*扣比.我们看到<| >1 府按（ -1 广 变换. 
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将此式与 （57. 6) 式比较，可知一个二秩对称旋量的各个分撤可按下式表为某一 
矢量的分墩 


或 




(57.8) 


少 12 = =^( a . _ia r) ' +ia >). ( 57 . 9 > 


反之，有 


a, = i^2^ u , a, =*(〆 -山 n ) , a, =-^( +^ 2： ). (57. 

很易验证，在这样的定义下我们有下列 等式： 


10 ) 


小 ,， =a . b, (57.11) 

其中的 fl 和6为对应于对称旋最於〜和/〃的矢量.不难验证下列旋量对应于下 
列矢 


^( p ^+^ y ^ axb . (57. 12) 

(57. 10> 式可用泡利矩阵缩写成 

«=涂《，< = 爹.<, (57.13) 

式中■的矩阵指标写成上指标与下指标的形式，与 < 的旋量指标位置相对应. 
上式的来源容易通过一个特例来理解，即把二秩 旋景％ 取作一秩旋量 〆 和复共 

轭旋童</_的 乘积. 于是就是（波函数为，的粒 子的） 自旋平均值， 


它显然是一个 矢康. 

(57. 8) 或 （57. 9) 式是下列普遍规则的一个特殊情形 ：一切 2> 偶秩对称旋 
1,当_/为整数时可以化成一个_/秩对称张量，并且该张 tt 在任意两个指标缩并 
后等 于零； 这种张量我们称为 不可约 张置. 

这一结论也可以从下列事实看出，我们通过简单的验算，不难证明这样的旋 
量和张量具有同样的独立分量数（等于 2)+1)®. 如果把所研究的旋量看作某些 
二 秩旋歐 的乘积，并把所研究的张最看作某些矢墩的乘积，则旋 m 与张墩之间的 
分敏关系式就可通过 （57. 8) 到 （57. 10) 式导出. 


① 一个对称旋墩的混合分 ft 可以写成 < 形式.不必 K 分 〆 《和必 

② 从数学方酣讲来. 一个） 秩不可约张 RO ' 为粮数）的 2 y + l 个分《,2 ; ' + 丨个 Yp 球莳闲败；以及 2) 
R X + 称旋#的2> + I 个分 tt . 郎给出旋转舴的问一个不 》 T 约衣示. 
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1. 改写 （57. 4) 式 ，把其中自旋 1/2 的算符用矢量云的旋量分量表出. 

解 ：根据 （57.9) 式，可以建立矢量左和旋量 P 间的关系.定义 （57.4) 可改 


W=」^( W+W). 

2-J2 

2. 求自旋算符作用于自旋为丨的粒子矢量波函数上所得的公式. 

解：矢 量函教炉的分量与旋量分量必〜间的关系已由 （ 57. 9 ) 式 给出， 
按 （57. 5) 式得 

h = . *>- =•!>.. h = 0 . 

(其中屮，±吵,）或 

其余的公式可把上式中的:诸指标循环置换后得到.这些公式可合并成下 
列形式 

_ ie iiAr 

复矢量妒可写成 妒 = e M (u + i » ) 形式，其中的《和*>为实矢量，适当选择相 
位《可使它们相互正交 •！/ 和》所确定的平面具有这样的性质，使得自旋沿该平 
面法线方向的投影值只能等于 ±1. 


§58有限转动算符 

现在回到旋量的变换问题，说明怎样用坐标轴的转角具体表出它的变换 
系数. 

根据角动量算符（目前情形下是自旋算符）的定义，1 “ S<pn • S 就是绕指定 
方向 /!( 单位矢世）转动^>角的箅符.把它应用到自旋为+的粒子波函数亦即一 

秩旋敏时，该算符中必须令5=绕同一方向转动有限角#的转动算符相应 
地由下式给出[参考 （15. 13) 式] 

= ex P ( Y ilf>n ' ) ; (58.1) 

和泡利矩阵的任意函数一样（见§55例题1)，上式可化成泡利矩阵的线 性式： 

U m = cos -^-<p + in • ^sin (58.2) 


例如，绕 z 轴转动时, 
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. , 1 1 / e ir/1 0 \ 

妒） = cos ?+ i — n ? = ( 0 (58.3) 

这意味着旋敏的两个分锹在这样的转动下按下式 变换： 

中 '. =W n ， =^e-^, 

特别是，转动 2 T 7 角，旋墩的分馈都 变号； 任意奇数秩的旋镊因而也有这个性质 
(参考§55末尾）. 

同样，我们也能求出绕 * 轴或>轴转动 P 角的变换 矩阵： 

UAcp) = 


0,(.( p ) = 

我们可注意绕>•轴转•^角的特例，对此，有 

中 、. =<lf 2 ,. V = -< a '. 

即 

if /' = i / f , , ij / 2 = if / j . (58. 5) 

现在不难写出坐标轴任意转动的变换矩阵，把它表为确定转动的欧拉角的 
函数. 

—个由欧拉角 a , 沒 .7 定义的坐标轴的转动，可 
分三步完成（丨）先绕 z 轴转《角（0忘《矣277,)(2)再 
绕新位置的 V 轴（图20中的 0/ V 线，称为节线）转/? 

角 （0 矣泠矣 70,(3) 最后绕 z '轴 U 轴的最终位罝）转 
y 角 （ 0 矣 7 矣 2tt ) ①. 

显然， a 和沒角就是新/轴相对于;三轴的 
球极角史和 0： a =< p ,/3 = d . 

与坐标轴的上述转动相应，整个变换矩阵等于 
(58. 3) 和 （58. 4) 式的三个矩阵的 乘积： 


①”: 和 x ’ yV 系水远为右手坐标系，正角和转轴方 向呈右 T •螺錠 关系. 

此处的欧拉角（》子力学中常爪> 与第一卷（力 学） 535定义的不冏之处，在于第二 次转动 现在不 M 
绕* 轴.而 fi 绕>1轴 . Of . 办.7炻和第一# (力学》 中采用 的#！ . e , 央角 （ v . fl 不代衣球极角）间的关系为 《P = 

a+-~-ir^=^.^ =y--y-ir. 
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0(a,P ， y) =0,(y)0 r (fi)U.(a), 
这些矩阵相乘后，我们最后得 


f >( a ./3, y ) = 




(58.6) 


根据定义，高秩旋跫可按一秩旋量的分量乘积进行变换.但是在物理应用 
中，我们感兴趣的不是旋量本身的变换规律，而是波函数 

令函数组也 „(m 描述角动量具有定值_/的一个态，用的是 

印坐标系，并令 </ v 描述同一个态但用*>7 轴； 前者的 m 是 y , 的值，后者的 / n ' 
是人 的值.这两组函数呈线性关系，我们把它写成下列 形式： 

K = X (58.7) 

系数对 m ' 和 m 而言组成一个2 ; + 1维矩阵，称为有限转动矩阵，它的矩 
阵元是轴相对于:轴转动的欧拉角 < x , p,y 的函数. 

有限转动矩阵可以通过函数的旋鼋表示构造出来 ._/ = + 时，两个函数 


^ m ( m = 构成一秩协变 旋量. 按 （56. 13), 从到:的变换是由 


(58. 6) 式的矩阵&实现，故 6(+) = 6.①其矩阵元可写成 
Oif =e i "' T d ： ， ^ , (^)e i - t 


其中 dif (扪 的值见 下表: 



T 

= \ 

1 . . 1 . 

cos —p sin —p 

'I 

1 1 
- sin —fi cos —p 


(58.8) 


对任意的_/值，函 数组也■•与 2) 秩对称协变旋量分量的关系见 （ 5 7 . 6 > 式 . 2) 


秩旋遣分 t 的变换矩阵就是 2) 个矩阵的乘积，其中的每个矩阵作用在一 
个旋墩指标上.把这个乘积乘出来，并写回到，得到下列变换 矩阵： 


①注意（58.7> 中的矩阵指标，它相当于用屮-排成的行去乘矩阵 咨 …的列 （58. 7) 可写成= 
(0 V 5 ⑺） •，与 （56. 13) 式 一致. 



0^L(a ， /3 ， r) =e i "'Ml l ； , .(^)e i "", (58.9) 

函数^ »(/3) 为① 

X ( sin I 厂 " P ;： cos 奶， (58.10) 

其中 

Pi o M ( co Si 8) = ( ~ 1} ( 1 - cos /3) .*( 1 + cos 办） “ x 
2/1! 

(58.11) 

称为雅可比多项式 ®. 我们注意到 

C - cosp ) =( - l )" P ：»- ) ( cos /3). (58.12) 

函数具有一系列对称性质，这可从 （58. 丨丨）和 （58. 12) 式导出，但直接 
从转动变换系数的定义出发去求，比较简单. 

矩阵6 …是 么正的，它是转动变换矩阵，由于 （ a , 沒， 7 )转动的逆变换是 
(- y . -/3, - a ), 对实矩阵，就有下列 关系： 

_/3) C (/3). (58.13) 

下列各式也都 成立： 

= d ^.„.( p ), (58.14) 

(- 幻=(-丨广又.,.，. (58.15) 

^•L(0) =S mm . J 

_/ = +时，由 （58. 8) 式可知以上诸式显然 成立； 推广到任意的 y 时，根据变换矩阵 

的上述构造方法，可知以上诸式成立. 

转动 1 T -/3 角，可用77角和-/3角两个相继转动来 完成： 

dU-/8) = g dU)d( -/3)= 

=(-1) H „( -/3), 


① 计算 A . R . Edmomis , Angular Momenlum in Quantum Mechanics Princeton . 1957. (58. 9) 的 

定义和 Edmond * fc 采用的不同之处•在于对换了 a 和 y . 本 _ fi 的定义在处理过程中》得更 f | 然一些. 

② 关于这种多项式和超几何 级畋的 关系.见数学附娬的 （ c . 丨丨） 式. 


或利用 （58. 13) 式可得 


§58有限转动算符 


-^)=(-1 m .( fi ). (58.16) 

绕同一轴转动两次，与转角的先后次序 无关. 先转-/3角再转 it 角，将得同一结 
果.把此结果与 （58. 16) 式比较，得到 

(58.17) 

由 （58. 17),(58. 14) 和 （58. 13) 可得 

=( - D "'-" dZ ( fi ) =( -1)"—^：( - p ). (58.18) 

应用 （58. 13), 到 （58. 18) 诸式，我们可以导出全矩阵元0丄的各种对称性 
质•特别是，对复共轭函数有 

D'S ； (a,p,y) =D'J} m ( - a ,/3, - y ) = ( - 1 m («,|8， y ). 

(58.19) 

从数学上讲，矩阵6 (;> 给出了旋转群的 2j + l 维不可约么正表示（见后面 
§98). 因此有正交 关系： 

(58.20) 

其中 da ) = sin pdaApdy . 

函数组对下标 m 和 /«' 的正交性为因子 e i( 保证； 对指标_/的正交性 

来自 <?■_ 对此，有 

\] ( I 3) d ^( p ) . y 9 in ^= (58.21) 

最后，为参考计，我们给出参量具有特殊值的几个函数的表式.对 ; =1 , 
我们有 



(58.22) 

对整数> =/和 m '=0, 由 （58. 10) 和 （58. 11) 式得 

=( ~ D m d ^( p ) = ( -\)" J ^^\ p ；( cosp ). (58.23) 
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此式的推导容易从原定义 （58. 7) 式看出.我们把 （58. 7) 右边的少,„.的值指定给 
z 轴，此轴上有（对 _/ = /) 

Y i -.( n ,.) = (58.24) 

式左的也••就是球谐函数 Y ,„(/3, a ) ，其球极角 ( psa . eEiS 给出 2' 轴的方向，将 
(58.24) 代人 （58.7) 式，得 

上式等同于 （58. 23) 式. 

最后，列出 m 或具有最大可能值时的函数表式： 

0 )=( = 

§59粒子的部分极化 

适当地选择2轴的方向总能使所给旋量 〆 ( 自旋为+的粒子波函数)的一 

个分量（例如 < A 2 ) 等于零 • 这是因为空间方向由两个参镇（两个角度）所确定，这 
就是说，可供我们使用的参量数，正好等于欲使一个分量为零（复分董 y 的实部 
和虚部都等于零）的条件数. 

从物理上讲来，这表明自旋为+的粒子（为明确起见，我们把它说成是电 
子）如果处于某一自旋波函数所描述的态中，那就存在一个空间方向，该粒子沿 
此方向的自旋投影具有 <7 = •^的定值.处于这样的态中的电子可称为完全极 
化的. 

但是也存在着另一种电子态，称为部分极化态.这种态是一个混合态（对自 
旋而言的混合态），不能用波函数描述，只能用密度矩阵加以描述（参考§ 14). 

电子的自旋密度矩阵或极化密度矩阵是一个二秩 旋最 〆 '满足以下归一化 
条件： 

p\ =p\ +p\ = 1 . (59- 1) 

并满足“厄米” 条件： 

( P A J * =P\ - (59.2) 

在纯自旋态（即完全极化态）情形下, 〆 p 可以化成波函数 〆 的分攢 乘积： 


(58.25) 


(58.26) 


(59.3) 
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密度矩阵的“对角”分景 p 1 , 和 p % 确定了电子自旋的 z 分最值为和 


的概率，因此该分量的平均值为 


= y(p . ：). 


由 （ 59 . 1 ) 式得 


^ I ~ 2 *' ^ 2 "" 2 ! 

在纯态情形下 = s , ± is , 的平均值由下式算出 

W 

i _ = if/*' s _ if/* 

按 （55.6) 和 （55.7) 式，算符人由下列矩阵给出： 


我们得 

与此相应，在混合态中有 


H::) ， H?:) 

i ♦ = W , * - = W . 


P 2 = S - . P , = * ♦- 

采用泡利矩阵，可把 （59. 4), (59. 5) 合并成 

p \= U S \ +2& \- s )- 


(59.4) 


(59.5) 


(59.6) 


由此可见，电子极化密度矩阵的所有分量可以通过自旋矢量的分量平均值 
表出. 换句话说,实矢量 S 完全确定了自旋为+的粒子的极化性质.在完全极化 


的情形下，这个矢量的一个分量（适当选择 Z 轴方向后）等于另两个分量等于 

零. 在非极化态的相反情形下，三个分量都等 于零. 在任意部分极化和任意坐标 
系的一般情形下，我们有不等式0矣 p 矣1,其中的 

称为电子的极化度. 

自旋值为 s 的粒子，密度矩阵是一个 4 S 秩旋量，对前 2 s 个指标和后 
2 s 个指标都是对称的.并满足下列 条件： 

=1， (59.7) 

WWW (59.8) 

计算这个密度矩阵的独立分量数时，我们注意到指标 A , M …（或，…）的 
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各组可能值中，实际上只可能有 2 s + 1组不同的值，再考虑到 〆 诸分量间存 
在着 （59.7) 式的关系，因此不同分 g 数等于 （2 .v + 1) 2 -i =4 s(s + 丨 ） .这些分鼉 
虽然都是复 fiU 旦 （59. 8) 式表明并不因此而增加部分极化粒子态的独立分量 
数，它仍等于① 4 s( s + l ). 为比较起见，我们指出，粒子的完全极化态是由4.，个 
鼂确定的 （2 s + 1个波函数的复分最,加上一个归一化条件和一个对描述状 
态而言并不重要的公共相因子）. 

旋敏 〆 -“ m ..和一切如 秩旋敏一样，等同于一组如, 4 s - 2,…，0秩不可约张 
在目前情形下，对每一个秩数讲来，只有一个不可约张量，这是由于旋量 
的对称性，每次缩并时只能有一种缩并 方法： 从 A …中 （任〉 选一个指 

标并从 p . o •，…中选一个指标相缩并.除此以外，标景 （0 秩张缺）-•般不存在，它 
由于条件 （59.7) 而变为 1. 

§60时间反演和克拉默定理 


量子力学中对时间变号所具的对称性，反映为下列事实，如果少是该系统 
的某一定态波函数，则“时间反演”后的波函数（记作 </) 可以描述同一能看的 
某一可能态•在§ 18末曾经指出，少 T 等同于复共轭函数•这一简单结论，是对 
不考虑自旋的粒子波函数而 言的. 当有自旋时，尚需作进一步的修改. 

我们把自旋为 s 的粒子波函数写成逆变旋镦 (2 s 秩） 形式. 但当变成复 
共轭函数 〆 _ 后，这个函数却按协变旋置的分量变换.因此时间反演变换相当 
于把波函数少 Aw ' 变成这样一组新的波函数，它的协变分最按下式 确定： 

H . • (60.1) 

给定了一组指标值 A , …后，一个旋量的协变分量和逆变分董，相当于不 
同符号的角动量投 影值. 因此 用函数 必,„ 表示时，时间反演相当于把变成 
也这正是我们预料的结果，因为时间变号时要改变角动量的方向.由 （60. 1) 
式给出的精确关系为 

<-„=屮二（ -1)*' (60.2) 

可见，时间反演操作所需的少,„ — 二变换意味着下列变 换②： 

— U _1厂. 

重复操作一次后，得 

H.-A -WU - D - a ( ~\ r ，a =^.J - l ) 21 . (60.3) 

可见只有当自旋为整数时，两次时间反演使波函数回到原 值：如 果自旋为半整 


① 治出 f 这些《等于 N 时给出了矢 ft J 诸分最及其所饵的2.3,…，2^•次乘幕和乘枳的漭平均 ( ft . 
这#能化成较低次的乘幕（参芩§55例独 3). 

② 注息球術闲数的复共轭规则，按 （28.9) 式，它与 （60. 3) 的一般规则相一致. 
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数.则波函数变号. 

现在来研究任一多粒子系统，设粒子间具有相互作用.考虑了相对论性的相 
互作用以后，一般地说,这个系统的轨道角动 a 和自旋角动量不再分别守恒.只 
有总角动量•/是守恒 M . 如果没有外场存在，该系统的每个能级具有2> + 1重简 
并.加人外场后简并有所解除.产生的问题是能否把简并完全解除，使该系统只 
有非简并能级.这个问题与时间反演对称性密切相关 • 

在经典电动力学中，如果时间变号时电场不变号而磁场变号，则方程具有不 
变性.①运动的这一基本性质，应 该在景 子力学中得到保持.因此，不但在封闭系 
统中，而且在任意外电场中（当磁场不存在时），都应具有时间反演对称性 • 

系统波函数是一些《秩旋量 〆 M '，"两倍于所有粒子自旋之和卜=2 S 弋卜 

这个和不一定等于该系统的总自旋 S . 

如前所述，我们可以肯定，在任意电场中，波函数及其时间反演函数必须对 
应于具有相同能量的态•如果这个能级是非简并的，这两个态必须相同，即其波 
函数只能相差一个常因子[当然，两者都必须用同型的（协变或逆变的）旋最表 
出]. 

令少 L ... 或用 （60.1) 式写作 

f … (60.4) 

其中是一 常数. 上式两边都取复共轭，得 

广 = C .‘. 

把式左的指标下降，同时把式右的指标上升•这相当于上式两边乘以 U 鉍…， 
并对 A ， M ,. ••等指标 求和； 同时在式右应用下列 公式： 

心 aW =( -1) W .' 

结果得 

把 （60.4) 式的 〆 f 代人上式，我们得 

此式应该恒等地得到满足，即必须有 （ -丨厂=1.但由于 ICI 2 永远是正的，显 
然，只有 n 是偶数时（即和式 Ss „ 为整数时）才有可能 • 《为奇数时（ X *..为半整数 
时）条件 （60. 4) 不能满足•② 

由此得出结论，只有对粒子自旋之和为整数值的一个系统，电场才有可能完 
全解除 简并. 对于自旋之和为半幣数的系统，在任意电场中所有的能级都必然是 


① 参考第二卷， {场论 >§17.尚可参考后面§丨丨1之末 • 

② 3和式是整数（半 粮数） 时•系统总自旋 S 的所有可能值也都是粮数（半整 数）. 
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如果该电场具有 高度的 对称性（立方对称性）.尚有 SJ 能存在四甫简并（参考§99及其习 题）. 
H . A . Kramera 1930. 

从字面上讲.把旋«称为实旋*的是没有*义的.因为它的复共轭旋量具有不同的 变换* 律. 


双重简并的①，两个复共轭旋量对应于具有同一能量的两个不同态②. 

再作一点数学方面的注释.具有实常数（：的 （60.4) 式，在数学上相当于旋 
量的诸分量能够对应于一组实量的条件，可以称作使旋量为“实”的条件 ® .奇数 
的《不能满足条件 （60. 4)，意味着没有一个实童能够对应于一个奇数秩的旋 
量•反之，对偶数的《，条件 （60.4) 可以满足， C 可以是实数.特别是，一个实矢量 
可以对应于一个二秩对称旋量，只要 C = 1 时 （60.4) 得到 满足： 

C =<1>^ 

[这不难从 （57. 8) 和 （57. 9) 看出 ] .C = l 的 （60. 4) 式实际上是任意偶数秩的对 
称 旋敏成 为“实”1的条件. 


0) ②③ 
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§61同类粒子的不可分辨性原理 

经典力学中，全同粒子（臂如说一组电子）尽管其物理性质全同，但并不失 
去它们的"个别性” •我们可以设想这些粒子已在某一时刻“编号”，随后跟踪它 
们在各自轨道上的 运动； 因而这些粒子可以在任一时刻加以鉴别_ 

M 子力学中的情况则完全不同 • 我们早已多次指出，由于不确定性原理•电 
子的轨道概念不再具有任何意义.如在某一时刻精确地知道了一个电子的位置， 
即使在无限接近的随后时刻，它的坐标不再具有 定值. 因此，在某一时刻把这些 
电子加以定位和编号，对以后时刻的鉴别工作毫无帮助；如果我们定位了其中— 
个电子，则在另一时刻的空间某点，我们无法说出这些电子中究竟哪一个电子到 
达了该点. 

由此可见，在量子力学中，我们在原则上不可能对一组同类粒子进行个别追 
踪从而鉴别它们.我们可以这样说，量子力学中的全同粒子完全失去了它们的 
“个别性'同类粒子在物理性质方面的全同性在这里具有十分深远的意义；它 
导致了同类粒子的完全不可分辨性 • 

这个所谓同类粒子的不可分辨性原理，在研究同类粒子所组成的蟥子力学 
系统时具有根本的 意义我 们先考虑只含两个同类粒子的系统.由于粒子的全同 
性，这两个粒子相互对换后所得的态，必须在物理上与原态完全相同•这就是说， 
对换的结果，该系统的波函数只能改变一个不重要的相因子•令屮为该 
系统的波函数和^分别代表每个粒子的三个坐标和一个自旋投影量的集合. 
那么我们必须有 

.ii) ) ， 

其中的 a 是某一实常数.再把它对换一次，就回到原态，同时函数被乘以 e 2 ' 
因此得 e 2i ° = l ， 或沙=±1■故 
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= ±屮(厶, f ,). 

由此得出结论，波函数只有两种可能性：或者是对称的（粒子对换后保持不 
变），或者是反对称的（对换 后变一 符号）•十分明显 ，一个 给定系统的所有各态 
的波函数必须具有相同的对称性；要不然，由不同对称性的态脅加而成的一个状 
态波函数,将会既不对称又不反对称. 

这个结论，可以立刻推广到任意多个同类粒子所组成的系统中去 •这是 很明 
M 的.由于粒子的全同性.如果其中的任意一对粒子具有如上所述的某—种性 
质，臂如说.具有对称的波函数，则对这类粒子中的任意其它 —对粒 子而言，也应 
具有同样的对 称性. 因此，当我们对换其中的任意一对粒子后，同类粒子的波函 
数或者保持不变（因此也可以说把其中的粒子进行任意置换后，该波函数保持 
+变），或者每对换一次变一次 符号. 前一种情形称为对称的波函数，后一种情 
形称为反对称的波函数. 

粒子的性质是由对称的还是由反对称的波函数来描写，这取决于该类粒子 
的本质，由反对称函数描述的粒子称为遵循费米-狄拉克统计的粒子（简称费 
米子） ，由对称函数描述的粒子称为遵循玻色-爱因斯坦统计的粒子 （简 称玻色 
子)①. 

根据相对论域子力学的规律，可证（见第四卷， §25) 粒子所遵循的统计法 
则和其自旋具有单值关系 ：自旋 为半整数的粒子都是费米子，自旋为整数的粒子 
都是玻色子. 

复合粒子的统计，是由该粒子中所含的费米基本粒子的奇偶数确定的.因为 
对换两个全同的复合粒子相当于同时对换几对全同的基本 粒子. 玻色粒子的对 
换不改变波函数，费米粒子的对换改变波函数的符号.因此，含有奇数个费米基 
本粒子的 S 合粒子遵循费米统计，含有偶数个费米基本粒子的复合粒子遵循玻 
色 统计. 这个结论当然和上段所述的一般规则是一致的，因为一个复合粒子的自 
旋是整数还是半整数，决定于它的组成中自旋为半整数的粒子共有偶数个还是 
奇数个. 

例如，原子 M 为奇数的（即中子和质子的总数为奇 数的） 原子核遵循费米统 
汁， 而原子量为偶数的原子核遵循玻色统计.对原子讲来，除 f 原子核外还有电 
子，它的统计显然由原子最和原子序数之和的奇偶来确定. 

我们来考虑一个由/ V 个全同粒子所组成的系统.粒子间的相互作用可以略 


① 这个木 ifi . 原先 M 对間类粒子所组成的理体所应 it 捆哪种统 i I . 法则 IW 3•的 . «中的粒子 W . 
行反对 称的成 对称的波闲数.我们这甩所名.虑的.实际上不仅足不 M 的统计规垅问歧.而且主要玷不問的 
力卞规 iHH 独.费术统卟足 山费 ) K ； 于 I 92 6 年针对电子提出的，它与 最子力 学的关系则山狄拉克所阐明 
( 1926) •玻色统汁 a 山玻色针对光歌7-提出的.并被爱 W 斯坦 （1924) 所推广. 
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去不计.令也，必 2 ,…为每个粒子可能单独具有的各种定态波函数.给出了各个 
粒子所占的各种状态数以后，该系统的整个状态就被确定.产生的问题是怎样用 
…波函数构成整个系统的波函数 

令 ，…，心为 W 个单个粒子所占态的各种编号（其中有些编号可能相 
同）.对于一个玻色子系统，波函数 ,&,•••&) 是由下列乘积对不同下标/>,, 
，…加以所有可能的 S 换后求和给 出的： 

(61. 1> 

这个求和式显然具有所需的对称性.例如，对两个处于不同态的粒子所 
组成的系统，有 

屮 ( H ) (61.2) 


引人1/0是为了归 一化； 所有的…函数都是正交的，并且假定是归一化 
的. 

—般情形下，对于粒子数^为任意值的一个系统，归一化波函数为 

少 =( - yyj - ) ) 畛,’， （61.3) 

式中对不同下标 />,, p 2 ，…，的所有置换求 和，％ 为数值都等于 i 的下标个数 
(有 S ' 上式的4 I 2 对 f ,, 匕，…，6.积分时，除了每项的模盪平方值以外 
所有的交叉项都等于 零①； 由于 （61.3) 式一共有 / V ! /( N t \ N } \ …）项，从 

而得到 （61. 3) 式中的归一化因子. 

对于费米子系统，波函数是乘积 （61. 1 ) 的反对称组合.对双粒子系统有 


= 古【屮 '( 彡 •) 屮〜(在 2 )-必'(&)、(在 | )]. ( 61 . 4 ) 


对 yv 个粒子的一般情形，波函数可以写成一个行 列式： 

•A'd) … \(fv) 

夂⑹ 、 U 2 ) …、⑹ 


<A = 




> K、(D ) … 


(61.5) 


交换两个粒子相当于行列式中两列对换，使上式变号. 

由 （ 61 . 5 ) 式可得下列重要结论.如果在 P ,， p 2 ,…中有两个数值相同，行列 
式中就有两行相同，这个行列式等 于零. 只有当…之值全部不同时，这个 


① ft § 63 - S 65 中.对 f 的枳分竹时理解为包括对坐标的枳分以及对 cr 的求和. 
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行列式才不等 于零. 由此可见，由遵循费米统计的同类粒子所组成的系统中，不 
可能有两个（或更多个）粒子在同一时刻处于同一态•这就是泡利原理（1 925 ). 

§62交换作用 

不考虑粒子自旋的薛定谔方程以及由它求出的结果并不是奄无用处的.因 
为粒子之间的电作用与粒子的自旋无关①•从数学上讲来，这就是说具有电作用 
的多粒子系统（没有磁场）的哈密顿量不含自旋算符•把它作用在波函数上不影 
响自旋变量.由于这一点，波函数的每一个分量，实际上都能满足这个薛定谔方 
程； 换句话说，这个多粒子系统的波函数可以写成下列乘积形式： 

屮（在名…）=尤（°"| > cr 2 ,---) tp (. r , , r 1 ，- ) 

其中的函数只依赖于粒子的坐标，而 j 函数只依赖于粒子的自旋.我们把前者 
称为坐标波函数或轨道波函数，把后者称为自旋波函数.薛定谔方程实质上只确 
定坐标函数史，留下一个未定的;^函数.在某些场合，当我们不需要考虑粒子自 
旋的时候，我们就可以应用薛定谔方程并把波函数看作仅是坐标的函数，正像我 
们迄今为止所做的那样. 

但应指出，尽管粒子间的电作用与自旋无关，该系统的能量却与总自旋存在 
着一定的特殊关系，这种关系最终讲来是由同类粒子的不可分辨性原理产 生的. 

我们来考虑一个只含两个全同粒子的 系统. 求解薛定谔方程可得一系列能 
级，每一能级有一个确定的坐标波函数 cpir , ， r 2 ) 与之对应，这些波函数必须是 
对称的或反对称的•因为，粒子的全同性使得该系统的哈密顿稱 （从 而还有它的 
薛定谔方程）对粒子的对换保持 不变. 如果能级都是无简并的，则坐标 r , 和心对 
换后史 （》■, ，/' 2 )函数只能改变一个常 因子； 再把它对换—次，我们就可以证明这 
个常因子只能等于±1.② 

先设粒子的自旋等 于零. 这样的粒子根本不存在自旋因子，因而波函数化为 
一个坐标函数这个函数必须是对称的（由于自旋为零的粒子服从玻 
色统计）.这样一来，由薛定谔方程解得的能级实际上不能全部存在，亦即其中 
对应于反对称函数 p 的能级对这个系统是不存在的. 

两个全同粒子的对换，相当于坐标系（以这两个粒子的联线中点为 原点） 的 
反演变换.另一方面，反演的结果是口函数多出一个 （ -丨广因子，/为这两个粒 
子相对运动的轨道角动摄（见 §30). 这一考虑和上段所得的结论比较，我们可 
以肯定，两个自旋为零的同类粒子所组成的系统只能具冇偶数值的轨道角 动量. 


① 这只在非 ffl 对论近似中才 fi 正确的.冬虑/相对论效应后.带电粒子间的作用与自旋有关. 

② 冇简并时，我们可以把《于同一能级的那些简讣波闲败适当地线性组合起来•使得这个条件仍 
被鳙足. 
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其次，假定该系统是由自旋为+的两个粒子（譬如说电子）组成的.那么，该 

系统的完整波函数[即 Mr , ，/^)函数和 G 旋函数 ,< t 2 ) 的乘积]对这两个粒 
子的对换必须反对称.如果坐标函数是对称的，自旋函数就必须反对称，或则反 
之.我们把自旋函数写成旋墩形式，它是一个两秩旋敁 〆 '其中的每个指标对应 
于一个粒子的自旋.对称旋量对应于这两个粒子自旋的对称函数，反 
对称旋量 ( A > = 对应于反对称函数.但是我们知道，一个二秩对称旋最描 

述总自旋为1的系统，反对称旋 M 则可化成一个标量，它所对应的总自旋等 
于零. 

由此可得下列 结论. 与薛定谔方程的对称解 #(»•,, r 2 ) 相对应的能级，只有 
该系统的总自旋等于零的时候，亦即这两个电子的自旋彼此“反平行”使得总自 
旋等于零的时候，才能存在.另一方面，反对称函数史所对应的那些能 
级.要求总自旋值等于1，也就是这两个电子的自旋必须彼此“平行”. 

换句话说，多电子系统的那些能撤允许值依赖于该系统的总自旋.由于这个 
原因.我们可以把这种依赖关系说成是粒子间的一种特殊作用的结果•这种作用 
称为“交换作 用”. 它是一种纯粹的 S 子效应，过渡到经典力学极限情形时就（和 
自旋一样）全部消失. 

下列情况是我们所讨论的双电子系统所特 有的. 每一个能级对应于一个确 
定的自旋值:0或 1. 以后将会看到 （§63), 自旋值与能级之间的这种单值对应 

关系•在任意数 H 的多电子系统中仍然 成立. 但是，自旋大于 f 的粒子所组成的 
系统并不具有这样的性质. 

我们来考虑一个双粒子系统，每个粒子的自旋为 s .这个系统的自旋波函数 
是一个如秩 旋量： • 

2 * 2 < 

X 9 

其中的一半 （2 s 个）指标对应于一个粒子的自旋，另一半指标对应于另一个粒子 
的自旋.这个旋 m 对每一组指标而言是分别对 称的. 两个粒子的对换，相当于把 
第一组的所有指标 A , M , …和第二组的所有指标 p , o •，…相对换.为了求得总自 
旋为 S 的自旋函数，上述旋量必须缩并掉 2.,- S 对指标（每对指标中含有 A • 
…中的一个指标和 p , o ■.…中的一个指标），并且对其余的指标对称化，结果得 
到一个2 S 秩对称旋量.我们知道，旋麗对—对指标的缩并，意味着对这些指标进 
行反对称组合_因此当粒子对换以后，自旋波函数将乘以 （ -丨 > 2 •- s . 

另一方面，当粒子对换以后，双粒子系统的完整波函数必须乘以（-丨） 2 '(即 
5 为整数时乘以 +l ,. v 为半整数时乘以 -1) .根据这一点，坐标波函数的对换对 
称性由 （- I ) •因子所给出，它只和 S 有关. 由此得出结论，由两个全同粒子所组 
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成的一个系统的坐标波函数，当总自旋为偶数时是对称的，奇数时是反对称的. 

回忆前述粒子对换和坐标系反演间的关系，我们还可以肯定，当系统的自旋 
S 为偶（奇）数时，该系统只能具有偶（奇）数的轨道角动景. 

在这里还可以看出，该系统的能量允许值和总自旋之间也存在着一定的关 
系，但是这种关系不一定是单值的.对应于对称（反对称）坐标波函数的各种能 
级中， S 可以等于任一偶（奇）数值. 

现在来计算一下，该系统中具有偶数或奇数 S 值的不同状态各有多少个 .S 
可取 2 . s + l 个不同值士力-丨，…,0•任一给定的 S , 又有 2 S + 1 个自旋 z 分量值 
不同的态[因此一起有 （2 s + l ) 2 个不同态 ]• 设 * 为整数，则在2* + 1个不同的 S 
值中，有 s + 1个是偶数，有 s 个是奇数.具有偶数 S 值的总态数共计为 
X (2 S + 1) =(2. ? + l)( i + l )； 

S -0.2 •… .2* 

剩下的 s (2 s + 1) 个态具有奇数的 S 值.同理，当 s 为半整数时，我们发现共有 
s (2 s + 1 ) 个态具有偶数的 S 值 ， （s + 1 ) (2 s + 1 ) 个态具有奇数的 S 值. 

习 题 

1. 把电子间的作用看作微扰，求双电子系统的能级的交换分裂. 

解 ：设粒 子分别（不考虑它们间的相互作用）处于轨道波函数为& ( r ) 和 
%(/■)的态中.它们的对称乘积和反对称乘积，分别对应于系统总自旋 S =0和 
S = 1 的 情形： 

爭 = 7[史 I ( r i ) 史2 ( r 2 ) ± ( r 2 ) 妒2 ( r i ) I . 

V 2 

粒子相互作用算符 f /( r 3 - r ,) 在这两种态中的平均值分别等于4 ±人其中的 
A = I U \< p i { r x )\ t \ v ,( r 2 )\ 1 AV x AV 1 , 

(•/称为变换积 分）. 由此可见，除了不具备交换性质的附加常数以外，能级位 
移分别为 At ’。=；, A £, = -_/( 下标表示 S 的值）.这些数值可以看作下列自旋交 
换算符 ( P 的本征值： 

V ,= - y/(l +4 s , - s 2 ) (1) 

( s , • 的本征值见 §55 题 2). 

例如，如果这两个电子属于不同的原子，则原子间距/?增大时交换积分指 


①狄拉赵最先使用这个算符. 
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数式地衰减.由■/的被积函数的结构显然可以看出，这个积分式取决于 〜（/•,) 
和 < P 2 ( r 2 ) 波函 数的“ 重叠程 度”； 根据离散谱状态波函数的漸近式[见 （2L 6 ) 
式]，可得 

=-Ly2m I £, I , k 2 = y y/2m \E t \ , 

£,和 £ 2 分别为这两个原子中的电子能级. 

2. 与上题同，但系统为三个电子. 

解：根 据题丨中的 （1) 式，三电子系统的“成对作用•’交换算符可写成下列形 
式： 

之 =-Sh(++2i 。 . 之 ). (1) 

式中按粒子对12,13,23求和 •之 算符对自旋值不同的态而言的矩阵 
元可用 （55.6) 式确定，并等于 

〈+，-+| k | - y . y ) =y - 

先求总自旋投影 M s = a , + o-j + o ■，具有最大允许值即=|■时的能量，也 

就是总自旋 S = | 时的能量，由算符（丨）的对角矩阵元 算出： 

=-(■/, 2 + +■/«). 

其次，来计算財 s =+ 的态. 这个值可以用三种不同方式实现，即 o -, , tr 2 , 

q 中的一个可以分别等于- + ( 其余两个为•因此，对这些态讲来，我们得 

到一个三次久期 方程. 如果注意到这个方程的一个根应该等于我们已经求出的 

S = " I ■态的能量，则方程的求解可以大大简化，这个久期方程可以被 △£• _ a £ 3/2 

所除尽 ：根据 这一点，我们可以不必算出三次方程中的常数项① • 

从久期方程式算得 

(^ E ) 3 + (, J l 2 + J n + J li )( AE ) 2 + 


①对粒子数较多的系统进行类似的计 W 时，这一方法特别有用. 
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+ [*/|2«/|3 + -/|2^23 + -/|3«/23 ~ ( ^12 + Ai + ^ + * #， = 0 f 

此式除以 ae + 人 2 + y L , +人 3 后，即可求得 s = •^态的两个 能级： 

丄 

A = ± ^ ( y；j + J ] 3 + J ' 2i ) - J, 2 Jn - JliJi } - ] - 

因此一起有三个能级，与 §63 题丨中算得的能级数一致. 

3. Be " 核在什么状态下可以褎变成为两个 a 粒子？ 

解：由于 a 粒子不存在自旋，两个 a 粒子所组成的系统只能具有偶轨道角 
动量（即该系统的总角动量），它的状态为偶态 •因此 B e 11 核只有取总角动量为偶 
数的偶态时，上述衰变才有可能实现 • 

§63 置换对称性 

根据只含两个粒子的系统的考虑，我们已经证明定态的坐标波函数史 （》•,. 
/ •:) 必须是对称的或反对称的.在一般情形下，系统由任意多个全同粒子所组成， 
薛定 if 方程之解（坐标波函数）对任意两个粒子的对换而言不一定对称或反对 
称，不像完整波函数（它包含了自旋因子）那样必须具有对称或反对称性.这是 
因为，只对换这两个粒子的坐标，并不等于这两个粒子的物理 对换. 粒子的物理 
全同性，在这里只能导出哈密顿量对粒子对换的不变性，因此如有 某—函 数为薛 
定谔方程之解，则该函数中的各种变量进行任意置换后，所得的各种函数也都是 
该方程之解. 

我们先对一般的对换问题作几点说明•在/ V 个粒子所组成的系统中，一共 
有/ V !种不同的置换方式•假想所有的粒子都编上了号码，每一种置换，就可以 
用1,2,…等号码的一个固定序列表示出来.从号码的自然序列1,2,…出发，通 
过粒子对的一系列对换可以得到各种序列.按照对换的总次数是偶数次还是奇 
数次.我们把对换完毕后所得的 S 换分别称为偶置换或奇置换.令卢为 yv 个粒 
子的置换算符，并引进心，当户为偶置换时 〜等于 丨，户为奇置换时 5 P = -1_如 
果函数 P 对所有粒子全都对称，我们有 

P ( P =< P , 

如果 P 对所有粒子全反对称，则有 

P(p = S P ( p . 

从任一函数 V ( r ,, r 2 ，…， 心） 出发，通过对称化运算可以给出一个对称函数， 
这个函数可写成 

妒 .，》 =常数 x $ (63. 1) 

/* 
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式中对所有可能的 a 换求和■通过交替（反对称化）运算还可以给出一个反对称 
函数，这个函数可写成 

=常数 X Z 8 P Pip . (63.2) 

P 

现在回过来研究全同粒子系统的波函数^所具有的 贾换性质①. 该系统的 
哈密顿量对所有的粒子对称，这一事实的数学含义是, i 和所有的置换算符 P 都 
对易. 但是 这些說 换算符并不是彼此对易的，因而它们不能同时对角化.这就表 
明，我们挑选不出这样的一组波函数 p 来，使得每一个函数 p 对所有的对换保 
持对称或反对 称②： 

我们来求函数 < p ( r , ，/ " 2 , …， /\)(或一组这样的函数）对个变1的置换而 
a 所能具有的各种对称类型•这种对称类型必须是“不能增添••的，这就是说，对 
这些函数进行任意的对称化运算或交替运算后，或者变成原来那组函数的线性 
组合，或者变成恒等于零. 

我们已知有两种运算，它们所给出的函数具有最大可能的对称性：这就是对 
所有变1的对称化运算，以及对所有变最的交替运算。这样的运算可作如下的 
推广. 

我们把 W 个变最或者换一个说法也是一样，把/ V 个下标丨，2, 
…， m 分成几组，各组分别含有 u 、…个 
元素（即变量 hM = n . 这一分割 

可以用一个图形（称为杨图）表示./ V , ,%，••• 

等数分别等于图中各行所含的格数（例如图 
21中，分别表示 /V = 22的6+4+4+3+3 + 

1 +1分割和7 + 5 + 5 + 3 + I + 1分 割）； 把 
1,2,3,…等数分别填人每格中（每格中填进 
一个数）.如果我们按格子数的递减次序自 
上而下把各行排好（如图21所示），这个图中不但有好几行而且还有好几列 • 

现在把任一函数 P ( r ,, r 2 ,..., r w ) 分别对每行中所填的那些变量对称化.经 
过这样的对称化以后，我们只能对不在同一行中的变績进行交替 运算； 对同—行 
中的一对变量进行交替运算后显然恒等于零. 

在每—行中挑出一 个变董 ，我们可以假定这些变量都在每行的第一 格中这 
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样假定并不失其普遍性（对称化后，每行中的变量次序是无所谓 的）； 现在对这 
些变量施行交替运算_随后把第一列删去，留下的“削减”图中，再在每一行中挑 
出一个变璜，然后对这些变景进行交替 运算； 这些变 M 又可以看作处于“削减 
图”的第一列.把这样的手续继续下去，我们圾后得到一个函数，这个函数起先 
是对每行中的变最对称化的，随后又对每列中的变量进行了交替运算.经过交替 
运算后，一般讲来.这个函数对每行中的变最就不再对称.它只对第一行中留下 
的未经交替运算的那一部分变置保持着对称性，这部分变量处于第一行末端比 
别行突出的那些方格中. 

把 yv 个变屋:用各种方式分配到一个杨图的各行中去以后（每行各格中的分 
配方式是无所谓的），我们就可以得到一组函数，当/ V 个变徵以任意方式置换 
时①，这组函数就变成它们的线性组合.但应强凋指出，这些函数并不都是线性 
独 立的； 独立函数的个数往往小于 w 个变敏分配于该图各行中所能具有的各种 
分配方式的总数.我们不打算详述这一点②. 

由此可见，一个杨图确定了一组具有一定的 a 换对称类型的函数.（对 
—个给定的 w 值）_出所有可能的杨图，可以得到所有可能的对称类型.这 
相当于把/ V 分割成几部分之和且每部分之值小于或等于/ V 时，一共有多少 
种不同的分割 方式； 例如々=4时，可能的分割方式有4,3 + 1，2 +2,2 + 1 + 

1 ,1 + 1 + 1 + !. 

系统的每一个能级和一个杨图相对应，该图确定了薛定谔方程的某组解答 
所具有的置换对 称性； 一般讲来，每一个能级有若干个不同函数与之相对应，这 

些函数在变量的 S 换下彼此线性变换.这种“置换简并”的存在，是由于每个 P 
算符和哈密顿最对易，但彼此不对易（见§10中段）.但是必须强调指出，这一点 
并不表示该能级不再具有其它的物理简并•所有这些不同的坐标波函数，乘上自 
旋函数以后，组合成为一个完整波函数，就可满足对称或反对称条件（由粒子的 
自旋决定）. 

在各种类型的 R 换对称性（对给定的/ V 而言）中，总有两种类型的对称性只 
能分别对应于一个函数.一种对应于一个所有变量的对称函数，另一种则对应于 
一个反对称 函数； 在前一种情形下，杨图只有一行（此行有/ V 格），第二种情形下 
杨图只有一列. 


① 也可以按相反次序施行对称化运 W 和夂抒运 W ; 先对每列的变》进行交 衧运算 .冉对每行 
的 变嫌进 行对称化运算.但这实际上不会得到新结91.用这两种//法求得的两套闲数.只差一个线 
性变换. 

② 彼此进行线性变换的一坩独立函数构成酋换群的一个不可约衣示的一组 s . a 立函数的个数躭 
是该表示的维数.对自旋+的粒子.这个数的推导见后《例题 I . 
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现在来考虑自旋波函数|(0' | ,0" 2 ,...,0^).它们对粒子置换所具有的对称 
类型同样由杨图给出，图中的变 M 现在是粒子自旋的 z 分董•产生的问题是，自 
旋波函数的杨图应该具有怎样的形状，才能与坐标函数的一个给定杨图相配合. 
先设粒子的自旋具有整数值，则完整波函数必必须对所有的粒子对称.由于这 
一点，自旋函数和坐标函数的对称性必须由同一杨图给出，从而完整波 函数屮 
可以表成这两种函数的特定的双线性 组合； 在这里我们不打算详述这样的线性 
组合问题. 

其次，设粒子的自旋为半整 数值. 则完整波函数必须对所有的粒子反对称. 
根据这一点可以证明，坐标函数的杨图和自旋函数的杨图必须具有对偶关系，亦 
即两者可以通过行列对调而相互得到（例如图21中的两个杨图）. 

让我们对自旋为 +的重 要情形（臂如对电子）进行较洋细的 考虑. 每一个自 

旋变量…现在只取两 个值. 由于一个函数对取值相同的两个任意变 

量反对称化后等于零，故函数 Y 只能对一对变量施行交替 运算； 如果对三个变景 
施行交替运算，其中必有两个变擐取值相同，故其结果等于零. 

由此可知，对一个多电子系统讲来，自旋函数的杨图中每一列只能有—格或 
两格（亦即此图只能有一行或两 行）； 对坐标函数的杨图而言，只能有一列或两 
列. 含有 N 个电子的系统中，置换对称性的类型数就等于把 W 分割成为一部分 

或两部分之和的可能分割方式数.当/ V 为偶数时，这个数值等于 +/V + I ( 第二 

部分分别为 0,1, …，,当 /V 为奇数时它等于 +(A» + 1) (第二部分分别为 

0，1 .…， + (/ V - l ) ) •例如 /V = 4 时，所有的杨图（坐标的和自旋的）如图22 
所示. 

容易证明，每一种对称类型（即每一杨 
图）对应于多电子系统的一个确定的总自旋 
S . 我们把自旋函数考虑成为旋置形式.即把 
它看做是一个 " 秩旋量;》>，这个旋量中的 
各个指标（每一个指标对应于一个单粒子的 
自旋）就是排列在杨图中的那些变最.我们来 
研究一个杨图，其第一行有 ' 格，第二行有 
/ V 2 格 （ yv , + yv 2 = n、r / v , ^/ V 2 ). 前面的 / v 2 列 
中，每列只有两格，这个旋量必须对每一列中的一对指标反对称.但是对第 
—行中后面剩下的 n = l \' -%格而言，还必须对这些格子中的变量为对称. 


□□ 




— | I I rr 


s^\ 


图22 
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我们知道，这样的一个 W 秩旋 St 可以化成一个 n 秩对称旋 a , 与总自旋 S = 
相对应.至于坐标函数的杨图，我们可以这样说，如果该图中只含一个 

格子的行数共有 n 行，这个图就对应于总自旋 s = f n . 当 yv 为偶数时，总自 

旋可取0到 士 / V 的各种整数值， yv 为奇数时，可取士到 > 的各种半整数值， 
这正是应有的结果. 

需要强调的是，杨图与总自旋之间的这种 一一 对应关系，只对自旋为+的粒 

子所组成的系统 成立； 这一点，已在上节的双粒子系统中看到.对自旋为 s 的 /V 
个粒子所组成的系统，自旋波函数由/ V 个 2 S 秩对称旋量的乘积所组成，是一个 
2 Ns 秩的旋缺.如果这个旋量按 /V 格的一个特定杨图进行对称化，一般讲来，可 
从这个对称旋歌的独立分量中构造岀几套线性组合，每套对应于系统的一个不 
同总自旋 S . 

自旋+粒子的自旋函数的杨图每列不能超过两格，同理，自旋为任意值 s 的 
粒子，每列不能超过 2 .S + 1 格. 

如果系统中的粒子数/ V 为 2 s + 1的整倍数，各种可能的杨图中含有一个每 
列为2.; + 1格的矩 形图. 它对应于总自旋的一个定值，即 S =0. 由此可以得出结 
论，如果两个（自 旋） 杨图能够拼成一个高为 2 s + 1的矩形，则两者的 S 值相 
同®.这是角动最相加法则的一个简单推论，该法则便是两个角动景只有绝对值 
相同时才有可能相加后得零. 

作为本节的结束，让我们回到早在§20末尾附注中提及的问题，对一个全 
同粒子系统讲来，我们不能断言最低能徵的定态波函数一定无节点.现在我们可 
以详述并解释其原由. 

如果波函数（指坐标函数）无节点，它必须对所有粒子 对称； 要是它对粒子 
1,2 的对换为反对称，在 r, =r 2 处将等于零.可是，如果该系统含有 3 个或 3 个以 
上的电子，就不可能有全对称的坐标波函数（坐标函数的杨图每行不能超过两 
格）.由此可见，尽管对应于最低本征值的薛定跸方程之解是无节点的（根据变 


①例如下列两 m (对于 * = i > 中， 


丈线 m 和虚线闹足两个互补杨图. 
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分法定理），这个解在物理上可能不 允许； 因而薛定谔方程的最小本征值不再对 
应于系统的基态，而基态波函数一般讲来将是有节点的.对于自旋为半整数 s 的 
粒子，这种情况出现于粒子数超过 2 S + 1 的系统中，对玻色子系统，全对称坐标 
波函数总是可以存在的. 


习 题 


1. 一个系统由 W 个自旋为+的粒子所组成，求具有不同总自旋值 s 的能级 
总數. 

解： 给定了该系统的一个总自旋投影值财 s = Ztr 以后，可以有 /( A / s ) 种不 
同方式给出以上的財,.值： 


f(Ms) = 




f ( M s ) 等于 N 个事物中一次取出 | + 1^个事物的组合数，因为我们可令 f + Af s 

个粒子的 cr •，其余粒子的 a = ~ y - 每一能级具有一个给定的 S 值，其中共 

有 2 S + 1 个不同的态，这些态的自旋投影值分别为 = S,S - 丨，…， - S . 因此容 
易证 明：具 有给定 S 值的不同能级数为 


n ( S ) =/(5) -/(S + 1) = 


(2 S + 1) 


OO! (f - 屮 


不同能级的总数为（当/ V 为偶数时） 


«= X n ( S ) =/(0)= 

S 

当/ V 为奇數时，则有 

厂 (w 

2. 系统由自旋为1的粒子所组成，求各种对称类型的自旋函数所具有的总 
自旋值 S , 设该系统的粒子数为 2,3,4. 

解： 对双粒子系统，这个对应关系由下列事实所确立：粒子对换后，自旋波函 


(f ) 2 
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数应乘以（ - l ) 2 *- s (见§62 末）. 对于 s = l 的粒子，由此得 


m 

S=0,2 

⑷ 



■SH 


(b) 


对于三粒子系统的各个杨图，可从（丨）出发以各种可能的方式添加一格后 
获得，结果可写成下列符号式： 


( a ) ( b ) 

□□><□ = rrn + m 

0.2 1 v LJ / 

V 

1.1,2,3 

(b) ⑻ 

日 x □ = P + 白 

1 1 V_ V 

Y 

0 . 1,2 


s 值见每图下面，三粒子系统（右边的图）的总自旋值来自双粒子系统和单粒子 
系统（左边的图）自旋的角动量相加法则①.式右各图的 S 值的分配可以这样来 
建立，先注意到上图第二式图 （ C ) (一列三格）对应于 s =0, 故图 （ b ) 的值为剩下 
的 1 和2,第一式中扣掉 （ b ) 后，知 （ a ) 的 S 值为 1 和3: 


S P B 

• 5 = 1,2 □ 

⑻ ( b ) ( c ) 


⑺ 


四粒子系统的杨图可在 （2) 基础上添加一格得到，但不能出现超过三格的 
列： 


①图的右边下面有两个丨.这是由于第一个丨来自角动最0和丨的相加.第二个丨来自角动撤2和 
1的相加. 
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这里图 （ c ) 可和 （ 丨）中的 （ a ) 并成三格高的矩形，故其 S 值也是0和2•图 
( b ) 的 S 值可从上面第二式剩下的數得到，图 （ a ) 则可从第一式剩下的 S 值得 
到： 



§64二次 量子化 •玻色统计情形 

在大贛全同粒子所组成的系统的理论中，有一种广泛使用的方法，称为二次 
置子化 方法，这个方法在相对论理论中尤为需要，在那里述及的是粒子数可变的 
系统 ®. 

令，…为一组完备的正交归一化的单粒子定态波函数②，它们 
可以是一组处于任意确定外场中的粒子态，但通常简单地取作—组平面波，也就 
是一组具有确定动 M 值（以及自旋投影值）的自由粒子波函数 • 为了使它成为离 
散态，我们考虑粒子运动于一个很大的但是有限的区域内，它的动 鼋分最 的本征 
值呈离散谱，相邻本征值的间距便和该区的线度成反比，并随线度的增大而趋 
于零. 

在一个自由粒子系统中，每个粒子的动量分别守恒，因此态的占有数亦即处 

① 二次 t 子化方法对辐射理论中的光子而言，是由 P . A . M •狄拉克 （1927) 所发 展的. 随后维格纳 
( E . Wigner ) 和约当 （ P . Jordan ) 把它推广到费米粒子情形 （1928 >• 

② 和§61 —样， f 代表粒子坐标及其 f ! 旋投影值，对 f 积分意味肴对坐标积分以及对泛求和. 



• 224 - 


第九章粒子的全同性 


于也凟 2 ,…各态中的粒子数 ' ，…也是守 恒的. 在一个相互作用的粒子系 

统中，每个粒子的动置并不守恒，因此占有数也不守恒.对于这样的系统，我们能 
考虑的只是占有数具有各种数值的概率分布.我们来寻求一种数学表述，其中以 
占有数（不是以粒子的坐标和自旋投影值）作为独立变量. 

在这种表述中，用狄拉克符号（见§ 11) 比较方便，用/ V ,,%,…来确定量子 
粒子的状态•与波函数（61_3)和（61.5)相对应的状态用|',%,...〉表示.而坐 
标变 M 和自旋变量已不再明显出现. 

与这种独立变 M 的选择相对应，各种物理量（包括系统的哈密顿量）的算符 
也应该改写成作用到占有数函数之上的形式•这样的表述，可以在算符的通常矩 
阵表示基础上得到.该算符的矩阵元必须与无相互作用粒子系统的定态波函数 
联系起来 考虑. 因为这样的态能用确定的占有数描述，能够显示出算符作用在占 
有数变 M 上的性质. 

我们先来考虑遵循玻色统计的多粒子 系统. 设力"是粒子 a 的某个物理 M 
算符，它只作用在6的函数上•我们引人下列 算符： 

，⑴ = (64.1) 

a 

它对所有的粒子对称 ( $是对所有的粒子求和)，现在来求这个算符对 

( 61 .3) 式波函数而言的矩阵元.首先，我们容易证明，只有 yv ,,/ v 2 ，…等值保持不 
变的跃迁矩阵元（对角矩 阵元） ，以及其中的一个数值增加1另一个数值减少1 

的那些跃迁矩阵元才不等于零.因为每一个算符只作用在 
«/%、（“）乘积中的一个函数上，所以不等于零的跃迁矩阵元中，只能有一个单粒 
子态发生 改变； 这就意味着某一态中的粒子数减少了一个，而在另一态中的粒子 
数相应地增加了 一个. 这类矩阵元的计算实际上很 简单； 读一遍不如自己算一 
遍.因此我们只给出计算结果.非对角矩阵元为 

</V..,yV,-l|F <l, |/V,-l,/V 4 ) =4 n (64.2) 

为简便计，我们只写出该矩阵元的非对角下标，略去了其余的下标.式中的义" 
为下列矩 阵元： 

A” ；卜⑴ 私 . (64.3) 

要注意的是算符 / y>U = l ，2, …）具有完全相同的形式，只是作用在不同名称的 
变上而已，所以积分和 a 无关•广"的对角矩阵元即 F ⑴在少..态中的 

平均值，我们用表示.计算后给出 


(64.4) 
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现在引人算符 d ,, 它在二 次景子 化方法中起着首要的 作用； 这个算符不是作 
用在坐标函数上，而是作用在 / V ,，/ V 2 ，…等变埴上，其定义 如下. 算符\作用在函 
数 I ',/ V 2 ，…〉上后，变景/ V ,的数值减少丨，同吋使这个波函数乘以 


在 …，，… 、 = 7^1/V, ， N”." ， N t -\. (64.5) 

我们可以说乂算符使第；个态的粒子数减少 一个； 因此称为粒子的湮没算符.可 
用矩阵形式表示.其不等于零的矩阵元为 

(yv,.-l laj / v ,.) = (64.6) 

根据定义[见 （ 11. 9) 式]的厄米共轭算符 5,* 的非零矩阵元只有 

( N .\ a ； |/V,.-1) = 〈况 -1| 少 ; >.=具 (64.7) 

这就表明，< 算符作用在 i / v ,， yv 2 ，…〉 函数上时，使 ' 的数值增加 1 : 

& i iN i — ，^，―> = ^/N i + 1 I /V, ,/V 2 , … ， yv, +1 . (64.8) 


换句话说 ，吖算 符使第 i 个态的粒子数增加一个，因此它称为粒子的产生算符. 

算符乘积 5. 作用在波函数上，所有的 / V ,,% ，…变 ft 显然都不变，而使该 
函数乘一常数，这是因为 < i , 算符使 A , 减少1但•算符又使 yv . 回至原值. (64.6) 
和（6 4 . 7) 式的两个矩阵直接相乘后，可证 5,* 的矩阵确是一个对角矩阵，并且 
对角矩阵元等于/ V ..我们可写作 

a , = (64.9) 

同法可证 

a, a* = N t +\. (64. 10) 

以上两式相减，得算符4，和吖的对易 关系： 

- a ,* a , = 1. (64. 11 ) 

i 和 & 不同的两算符作用在不同的变量 （/ V , 和 / V 4 ) 上，是对 易的： 

a i d k - d t d i = 0, 0 , 0 / - a t * a,. = 0 ( i¥=k). (64. 12) 

根据算符^,吖的上述性质，易证下列算符 

尹 ⑴= S A l ) d ； d t (64.13) 

与 （ M . 1 ) 式的算符相同•因为按 （ 6 4 . 6 ) ， （ 6 4 . 7 ) 算出的所有矩阵元等于 
(64.2) ,(64.4) 中的矩阵元.这是—个非常重要的结果 • （64 .〗 3) 式中的不 
过是一些 数值. 因此，我们可以把作用于坐标函数上的一个普通算符表为作用于 
新变量占有数夂函数上的算符. 

以上所得的结果，很容易推广到其它形式的算符上 .令 

^ <J， = ZA 2 '. (64.14) 

a >6 

其中的为同时属于两个粒子的一个物理最算符.因而作用在6及&的函数 
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上. 同样的计算表明，这个算符可以通过算符表为 

= \ 2 (* fc l / 2 ' \ lm ) d - a m d ,, (64.15) 

其中 

〈划 / 1 卞 ; n〉= J (A ； U, )<A ； (^)/ ( 2 V,(^ )^(f 2 )df,d^. 

这几个公式显然可以推广到对所有粒子对称的其它任意形式的算符上（例如 
卢⑴ = X /1 这些形式，等等）. 

通过这些公式，可用算符4和‘表达出具有/ V 个相互作用全同粒子的物理 
系统的哈密 顿量. 这种系统的哈密顿量对所有的粒子当然是对称的.在非相对论 
近似下①，可表成下列一般 形式： 

o a>b 

+ X "⑶ （ W f )+..., (64.16) 

a > b >e 

其中的为哈密顿釐中只依赖于第 a 个粒子坐标的 算符： 

= -( fiV 2 m ) Vj + f / (,, ( r .), (64.17) 

其中的为一个单粒子在外场中的势能 .（64. 16) 式中的其余部分为粒子 
间的相互作用 能景； 把它分成与两个、三个等粒子的坐标有关的项. 

哈密顿里的上述表式使我们可以直接应用 （64. 13),(64. 15) 以及类似的式 
子.得 

+ ~ [ ( | i/*' 1 I lm) a' a m a, + •••. (64. 18) 

2 ijy.m 

这就是欲求的哈密顿量表式，这个算符作用在占有数的函数上. 

对无相互作用的多粒子系统讲来 ，（64. 18) 式中只留下第一项： 

H = X H ^ ] a ； d t . (64.19) 

如取也为单粒子哈密顿量分 ⑴的本 征函数，则矩阵是一个对角矩阵，对角元 
等于该粒子诸能最本征值~故 

算符用 （64. 9) 式的本征值代入，可得系统能级表式 

I d 

i 

这是可以预料的明显结果. 



①不存在磁场时. 
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引人下列 j 算符，可使我们所作的表述更为精 练①： 

= s ^'( f ) = X dd (64.20) 

* ( 

其中的变可以看作参量.根据以上所述的算符可知算符 j 使该系统 
的粒子总数减少一个，算符^ •则使它增加 一个. 

容易证明算符•^•(心） 在& 点处产生一个粒子.因为算符 a *, •的作用结果，是 
产生一个处于 < A , U ) 态中的粒子.根据这一点，算符 &♦(&) 的作用结果，是产生 
—个状态波函数②为 = S ( f - f 。） 的粒子[根据公式 （5. 12)], 这 
个粒子具有确定的坐标值（和确定的自旋值）. 

算符 i 的对易关系可根据的关系立刻求得： 

⑷=0, (64.21) 

f （ f ’）=5( 在 - n . (64.22) 

二次最子化算符/•⑴可用算符 < A 表成 

户⑴=⑴ 4( f ) 屯， (64.23) 

其中的算符/⑴应该理解为作用在 j ( f ) 中含有参景 f 的函数上.这是因为如把 

(6 4 .20)的 j 和戈人上式并用定义（6 4 . 3), 我们又回到 （64. 13) 式.同样， 
(64. 15) 式变成 

= y J (64.24) 

特别是，系统的哈密顿量可用算符^表成 

« = / { +〆 ⑷"⑴⑷士⑷卜 + 

+y J i ’（ r ) 卜⑷ "⑺ u , ni ( niu ) 奸屯 '+ (64.25) 

仿效粒子处于屮态的概率密度式，必，由算符 j 组成的 ( f )^( f ) 算符， 
称为粒子密度算符.下列积分 


① 注意 （64.20) 与下式的相 似性： 

这是任意波函数展为完备函数组.现在又被1子化了一次•术语二次最子化方法一同即源出于此. 

② 6( “）是下列乘积的简写 

S(x-x 0 ) 5 ( y-y 0 )S(x-z 0 )Saa 0 . 
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々= J (64. 26) 
在二次1子化表述中代表系统的粒子总数 算符. 这是因为，把 （64. 20) 式的算符 
j 代人，并应用波函数的正交归一化性质，可得 

N=Id ； a r 

式中的每一项代 表第； 个态中的粒子数 算符； 根据（6 4 . 9) 式，其本征值等于占有 
数 '，对所有的/ V ,求和后，就是系统中的粒子总数①. 

M 后，如果系统是由几类不同的玻色子组成的，二次最子化方法中必须对每 
类粒子定义出 d 和 f 算符.属于不同类别的粒子算符显然是对易的. 

§65二次量子化•费米统计情形 


对服从费米统计的全同粒子所组成的多粒子系统而言，二次量子化方法的 
基本理论全部保持不变，但是么算符以及物理董的矩阵元公式自然有所不同 • 

波函数现在呈 （61.5) 形式. 由于这个函数的反对称性.首先就产生了 
正负号问题.这个问题在玻色统计情形是没有的，因为上节的波函数是对称波函 
数，它的符号一旦选定后，对粒子的所有置换均保持 不变. 为了确定 （61. 5) 式函 
数的符号起见，我们规定以下的选择 方法. 我们把所有的也态编好 号码. 然后令 
(61. 5) 行列式中的各行按以下次序排列： 

Pt <Pi <Pi < — <Pn, (65.1) 

这个行列式中的各列依次为6 等不 同变獻 的函数中不能 
有两个数值相同，不然，该行列式将等于零.换句话说，占有数％的取值只能是 
零或 1. 

我们再来考虑 （ M . 丨）形式的算符 F" 1 = ^ f ['\ 和§6 4 中的情形一样，只 

a 

有保持所有占有数不变的那些跃迁矩阵元，以及使一个占有数（/ V ,)减少 一（ 从1 
变到零）另一个占有数 （/ V 4 ) 增加一（从零变到丨）的那些跃迁矩阵元才不等于 
零_*_<4时，容易求得 

-1 严 , (65.2) 
其中 o ., i , 代表 yv , = o ， yv . = 1 •令符号代表第个态到第/个态的所有占 
有数之和®: 

nmk 


① 对一个具有给定粒子数的系统讲来.这个论述是自明的，这足 fj 由粒子系统哈密 (64. 19) 式 
的一种忭质，但推广到相对论理论中时，会产生新的不再 fj 明的结果（参考第四卷，§丨1>. 

② f > 4时 ，（65. 2) 式的》•次为2； ( * +丨 .i - 丨 >.佴， I — = * * 丨时.这个和式应令它等于零. 
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至于对角矩阵元，求得的结果就是以前的 （64. 4) 式： 

X ^ ，，/V .- (65.3) 

I 

为了把算符表成 （64. 13) 形式，算符 d , 必须按下列矩阵元来 定义： 

〈 0,klU = 〈 l,|a; |0,，> =( - if. 卜"， (65.4) 


以上两个矩阵相乘，当 A > i 时可得 

〈 1‘ ， 0»|0. 山 > |0 i) 0 t >(0,.0ja i |0 I ,l 1 ) = 



或 a ,0» J 0 ■山 > =(（65.5) 

如果 i = A ,< i ,+ 5, 矩阵为对角矩阵，它的矩阵元当 / V , = l 时等于1,当/ V , =0时等于 
零； 因此，可写成 

0=/ V ‘. (65.6) 

将以上两式代人 （64. 13) 式，确实得出 （65. 2), (65. 3) 式. 

将吖， A 按相反次序相乘，便得 



或 


与 （65. 7) 和 （65. 5) 比较，可知两式右边符号相反 ， BP 
a* d k + a k d* =0 ， i^k. 
对于对角矩阵我们求得 


(65.7) 


此式与 （65. 6) 式相加，得 
以上两式可合并写成 


aA ： =\~N„ 

+ d* a i = \ . 


a-a/ + a A * d, = 5^. 
经过同样的计算，可证乘积满足下列关 系式: 

d i a t + a k a t =0 


(65.8) 

(65.9) 
(65.10) 


(特别有«=0). 

由此可见,时, d ，和 d 4 ( 或吖） 算符反对易.而在玻色统计情形，这两个 
算符彼此对易.这种差别是十分自然的.在玻色统计情形下，算符4和 A 是完全 
独 立的； 每一个算符乂只作用在一个单独的变量况上，作用的结果并不依赖于 
其它占有数的数值.但在费米统计情形下，根据 （65.4) 式的定义，算符 《' 作用的 
结果不但与 ' 本身有关，并且和该态之前的所有占有数 有关. 因此，各个算符 
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A 的作用不能认为是彼此独立的. 

算符 A 和 < 的性质如此定义以后，留下的 （64. 13) 到 （64. 18) 的所有其它 

公式全部保持不变•用 （64. 20) 式定义的算符 j 表出的物理量算符的 （64. 23) 到 
(64. 25) 各式，也都很好地成立.但是 （64. 21 ),(64. 22) 式中的对易关系，现在要 
改成 

=5(m ， (65. m 

+< A (^)< A ( f ， ) =0. (65.12) 

如果系统由两类粒子所组成，则对每类粒子可以引进它的二次 ft 子化算符 
(已在上节之末提过）.玻色子算符和费米子算符彼此对易.至于异类费米子的 
算符，则在非相对论的理论范围内可以假定或则对易或则反 对易； 这两种假定， 
在二次量子化方法中得出同一结果. 

但在相对论理论中，不同的粒子可以进行相互转变，为了今后在该理论中的 
应用起见，我们就应假定不同费米子的产生算符和湮灭算符相互反对易.如果把 
同一复合粒子的两个不同内态看作两个“不同”粒子，这个假定就变得很明显. 
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§66原子的能级 

在非相对论近似下，原子的定态是由运动于核库仑场内彼此间具有电作用 
的多电子系统的薛定谔方程确 定的； 这个方程中不出现电子的自旋算符.我们知 
道，处于球对称外场中的一个多粒子系统，总轨道角动量 L 和态的宇称都是守恒 
的.因此，原子的每个定态将由轨道角动量的某个定值 L 及其宇称来标志.此外， 
全同粒子系统的定态坐标波函数具有一定的 W 换对称性，我们已在§63中看 
到，对一个多电子系统讲来，每一类 S 换对称性（即每一种杨图）对应于系统总 
自旋的某个定值.因此，原子的每个定态还由电子的总自旋 S 所标志. 

一个具有给定 S 和 L 值的能级是简并的，其简并度等于矢墩 S 和 L 的所有 
可能的空间取向数. L 和 S 的空间取向简并度分别为 2 A + 1和 2 S + 1. 因此，具 
有给定 i 和 S 值的一个能级的总简并度等于乘积 （2 i + 1)(2 S + 1). 

但在实际上，电子的电磁作用中含有依赖于其自旋的相对论效应•这些效 
应使得原子的能量不但依赖于矢量 L 和 S 的绝对值，而且还依赖于两者的相 
对方向.严格讲来，计及相对论作用以后，原子的总轨道角动_ L 和自旋 S 不 
再分别 守恒. 只有总角动量•/ = L + S 才是守 恒的； 这是来自封闭系统空间各 
向同性的一个普遍的精确守恒律.由于这一点，精确的能级应该用总角动1值 
J 来标志. 

但若相对论效应比较小（往往如此），则吋当作微扰处理，在这种微扰的作 
用下，具有给定 i 和 S 值的一个简并能级就“分裂”成为一组总角动獄_/值各不 
相同的（然而是靠 近的） 不同能级•这些能级（在一级近似下）由适当的久期方程 
( § 3 9 ) 所确定，它们的（零级 近似） 波函数则为原简并能级中具有给定 l 和 s 值 
的那套波函数的某种特定线性组合_在这样的近似下，我们就能和以前一样，把 
轨道角动最和自旋的绝对值（但不是它们的方向）看成是守恒的，并且仍用这些 
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/•和 S 值来标志所分裂的能级. 

由此可见，作为相对论效应的结果，具有给定 Z ■和 S 值的一个能级分裂成为 
一组具有不同 y 值的能级.这样的分裂就称为该能级的精 细结构 （或 多重分 
裂 ）• 我们知道.•/的取值可从 L + S 直到 IL - S I ;因此具有给定 L 和 S 值的一个 
能级分裂成为 2 S + 1 个（如果 L > S ) 或 2 L + 1 个（如果 L < S ) 不同的能级.每一 
个分裂能级，对•/矢 M 的方向而言，仍然是简 并的； 其简并度等于2 + 1 . 容易验 
证，数值2_/ + 1对所有可能的_/值求和之后果真等于 

(2 L + 1)(2 S + 1). 

原子能级（或称为该原子的谱项的常用记号，类似于具有确定角动 a 的单 
粒子态所用的记号 （ § 32 ) :总轨道角动域值 L 不同的态分别用以下的大写拉丁 
字母标 记之： 

L =0,1 ,2,3,4,5,6,7,8,9,10— 
S , P , D , F , G ， H , I , K , L ， M,N … 

这些字母的左上角标以数值 2 .S + 1, 称为该谱项的 多重度 0)( 但是必须记住，这 
个值只当 i 身 S 时才等于该能级的精细结构组分数）•总角动量_/值则放在拉丁 
字母的右下角.例如.符号分别表示 L = l,S = l /2,_/ = l /2 和3/2的 
能级. 

§67 原子中的电子态 

拥有一个以上电子的原子，是由运动于核场内的相互作用着的电子所组成 
的一个复杂系统.对于这样的系统，严格讲来，我们只可能考虑整个系统的态.但 
是我们发现，在颇为梢确的范围内.有可能在原子中引人每个单电子态的概念， 
这种态就是每个电子在原子核和其余电子所产生的某种等效有心力场中运动的 
定态.这种等效场，对原子中的不同电子讲来一般是不同的，它们必须同时加以 
确定，因为每个等效场都依赖于所有其它电子所处的态.这样的等效场称为自 
洽场. 

由于自洽场是球对称的，每个电子态就由它的轨道角动愤的某个定 值/来 
标志.具有某一给定/值的各个单电子态是用主董子数 n (按能敏的递增次序） 
加以编号的， n 的取值为 - 

n =/ + 1，/ +2,…； 

这样规定的编号次序，与氢原子采用的编号次序一致.但是必须注意 ，复 杂原子 
中/值不同的各个能级的能罱递增次序，一般不同于氢原子的 情形. 在氢原子 
中，能 M 不依赖于/,所以 n 值较大的态总是具有较高的能 M . 但在 复杂原 子中， 


① 2 S + I =1.2,3, …的能级.分别你为三取， … 能级. 
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以《 =5,/=0的能级为例，我们发现它处于 n =4,/=2能级的下面（这在§70中 
有更详细的讨论）. 

n 和/值不同的各种单电子态，习惯1：用一个数字标志它的主 M 子数，并在 
其后跟一个字母标志它的/ 值①: 例如用 4 d 表示 n =4,^=2的态.要对一个原子 
进行完全的描述，除了需要总的 MS , J 值以外，还需列举出所有电子的态.例如 
符号 U 2 P ’ P 。 代表氦原子的一个态，它的 L = l,S = lJ =0,并且两个电子分别处 
于 U 和 2 P 态.假如有几个电子处于/和 n 值相同的态中，为简便计，我们用一个 
幕指数表示之 ：例如 3 P 3 表示有两个电子处于 3 P 态内.原子中的电子在《和/值 
不同的各态中所具有的分布，称为电子组态. 

给定了《和/值以后，电子还可以具有沿 z 轴的不同的轨道角动《投影值 
( m ) 和不同的自旋投影值 U ). 若定， m 可取2/ + 丨个值 ;< t 只限取±1/2两 
个值.因此共有2(2/ + 1)个不同的态具有相间的 n 和/ 值； 这些态称为等效的 
态.根据泡利原理.每一个这样的态中只能有一个电子.因此在一个原子中至多 
只能有 2(2/ + 1 ) 个电子可以同时具有相同的 n 和/值.具有同一《和/值的所 
有各态如果都被电子所占满，这组电子就称为一个型的闭合 壳层. 

具有不同和 S 值但有相同电子组态的各个原子能级，它们之间的能 M 差 
是由电子间的静电作用®引起的.这些能墩差通常是很小的.只有不同组态能级 
间距的几分之一.关于组态相同而 A 及 S 不同的各个能级的相对位 S 问题，存在 
着以下的经验规则 （洪徳 定则； F . Hand , 1925)： 

能低的谱项具有（所给电子组态中）最大可能的 S 值以及（对这个 S 值 
而言） M 大可能的 A 值.③ 

对一个已知的电子组态，我们现在来说明如何求出可能的诸原子谱项.如果 
其中的电子都是不等效的乂和 S 的各种可能值可以用角 动倣相 加法则直接求 
出.例如对于 np , n ' p 组态 （/ t 和 n '不相等），总角动量乙可取2,1 ,0诸值而总自 
旋 S =0,1 ;两者组合起来，可得 l 3 S, l 3 P /_ 5 D 诸谱项 • 

如果我们考虑的是等效电子，就会出现泡利原理所加的限制_以三个等效 P 
电子所组成的组态为例 ./ = 1时 （ P 态），轨道角动景的投影 m 可取 m = 1 , 0 , - 1 
诸值，因此共有六种可能的态，分别具有以下的 m 和 o ■值： 


① 另一种常用的术*,是把主量子败》= 1,2,3 ，…的 电子分別称为 K , L , M . …壳层内的电子 （参明 
8 74). 

② 我 IN 这不考虑毎个多®能级的《细结 W . 

③ 《求 S ffiM 大的® W ,_可作如下的解 W . 以双电子系统为例.此时有 S =0成 S = 1 : 自旋丨对应于 
一 个反对称的肀 W 波闲数 ,r 2 >. ^r, =r 3 时，这个函数 7? 于零； 换 句话说 .在 S = I 的态中找到两个屯 
子* 密保 近的槪申坫很小的.这 .6 味«它们之间的抑电斥力比较 因而能 《比较低.对一个多电 
子系统讲来.“ M 反对你"的耶个坐标波函败对 戍于 锒大的 f.l 旋 ( ft . 



⑷ 1,1/2, ( b ) 0,1/2, ( c ) -1,1/2, 

( a ') 1, -1/2, ( b ') 0, -1/2, ( c f ) -1.-1/2. 

三个电子可以处于上列任意三个不同态中.结果所得的各种原子态，分别具有以 
下的总轨道角动量投影和总自旋投影= Vo -： 

(a + a ' +6)2,1/2 (a + a f + c)l ,1/2 (a +b + c )0,3/2 
(a +b + b')l ,1/2 (a +b + c ')0, l /2 
( a + b ' + c )0,1/2 
( a ' +b + c )0, l /2 

W ,. 或为负值的态无须写出，因为它们并不给出新的内容 . Af ,. =2, W S = +态的 
存在，表明一定有一个4谱项，对这个谱项讲来一定还有一个 ( l , y ) 态和一个 
(0,+ ) 态. 其次，我们还剩下一个 ( 1，+ ) 态，因此一定有一个 2 P 谱项； 还有一 

个)态是属于这个谱项的.最后，所剩下的 （0,3/2) 态和 （0,1/2) 态是属于 

4 S 谱项的.由此可见，对三个等效 p 电子的组态讲来，只可能有 2 D ， 2 P/S 型谱项 
各一个 • 

表1中列出了等效 p 电子和等效 d 电子的各种组态及其可能具有的各种谱 
项.谱项符号下面标出的数字，表示所给组态中该种谱项的数目超过了 1. 对于 
等效电子数达到最大值的那些组态讲来 （ y . p ' d 111 …），谱项总是 1 S . 如果一个组 
态所具有的电子数正好等于另一组态形成闭合壳层时所缺少的电子数，那么这 
两个组态就具有相同的谱项.这个结论来自一个明显的事实，即壳层中失去一个 
电子可以看作多出一个“空穴”，这个“空穴”态同样可用所失电子态的量子数加 
以定义. 

表1等效电子的组态所能具有的谱项 
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应用洪德定则确定已知电子组态的原子基项时，我们只需考虑未满壳层， 
因为满壳层内的电子角动緣已经相互抵 销掉. 举例来讲，设在原子的满壳层外 
具有四个 d 电子 . d 电子的磁量子数可取0, ±1, ±2五个值.因此四个 d 电子 
可取相同的自旋投影值 《■ = 1/2,总自旋 的最大 可能值从而为 S = 2. 此后，这 
些电子必须取不同的 / n 值，以致它们给出 M 大的 值； 这些 m 值应该 
是2,1,0, - 丨，因而 W ,. =2. 这就表明 ，S = 2 时/,的最大可能值也是2,其谱项 
为 5 d _ 


习 题 


试求三个等故 P 电子系统的各种可能态的轨道波函数. 

解 ： 4 S 态中所有电子的自旋投影值 o ■相等，故 m 值各不相同•波函数由函数 
也，少 ， ，<A (下标代表值）所组成的 （61. 5 ) 式形状的行列式所给出 • 

对 3 D 谱项，我们先来考虑具有最大可能值 W ,. =2 的态. 此时 m 的两个值必 
须等于丨，而另一个等于0■设电子2,3 的 <r = +1/2,电子1 的 （T = -1/2( 与总 
自旋 S = l /2 —致）.与此相应，具有所需对称性的轨道波函数为 



(1) [少 0 (2)九 （3) -必。 （3)少,（2) 


每个函数诊的宗量代表上述电子的编号. 

对 2 P 谱项，我们研究 A /, =丨的态，电子的自旋投影值和以前 一样. 这个态可 
以由两组不同的 m 值来实现，因此轨道波函数由下列线性组合式 给出： 


汐 = cuff 


bill, 


Ip =< A | ( 1 ) [屮 —1(2) 屮 ■ (3) -|/»-|(3)(/»,(2) ], 
•Aioo =< Ao ( 1 ) [少 ,（2) 少 0 (3) -^ i (3)^ 0 (2)]. 

为了确定其系数，我们利用关系式 


+O=o. 

这是= L 的波函数必须满足的关系式[见 （ 27. 8 ) ] •利用 （ 27. 12 ) 的矩阵元， 
求得 

L 少 I = 0 ， I ,>P-t =72^ o . . 

因而有 

L ,!p =^/2(a -b)if/ 0li =0. 

由此得 a -/，=0, 再计及归一化条件，即得 a=b = 1/2. 

把 I 算符作用在所得函数上，可得 W ,. <△ 的各个状态波函数. 
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薛定谔方程能够梢确解出的唯一原子，就是一切原子中最简单的氢原子•氢 
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原子以及只含一个电子的离子 He ‘， Li ’+，…，它们的能级是由玻尔公式 
(36. 10) 给 出的: 

£= -- 户 V - - .-L. (68.1) 

2h'( 1 +m/M) n 

式中的是原子核的电荷， M 是核质量， m 是电子的质量.注意，这里与核质量 
的关系是极弱的. 

(68. 1) 式没有计及任何相对论效应.在这样的近似下，存在畚§36中提到 
过的氢原子特有的附加（偶 然） 简 并：主 量子数 n 给定时，能量不依赖于轨道角 
动量 i . 

其它原子中也存在着类似于氢原子性质的态.我们所指的是那样一些高激 
发态，态中的一个电子具有很大的主量子数，从而基本上是远离原子核的.在某 
种近似下，这个电子可以看作是在有效电荷为1的“原子实"的库仑场中运动 • 
但是这样算出的能级值未免过于粗糙了 一些： 有必要加进一个修正，以便计及在 
近距离内势场与纯库仑场的差别.这个修正的性质，根据以下考虑是容易确 
定的. • . 

由于量子数很大的态都是准经典的，它们的能级可以用玻尔-索末菲量子 
化规则 （48. 6) 式求出.近核 （远 小于“轨道半径”）处的场与库仑场的差别，形式 
上可通过修改 r =0 处的波函数边界条件来加以考虑.这就使得径向运动量子化 
条件中的 y 常数值有所改变.由于这个条件的其它方面保持不变，因此可得出结 
论 ：所得 的能级表式与氢原子的差别，只在于把径量子数或主最子数《改成 
n +4,,其中的4,为某一常数（称为里 德伯修 正〉： 

E = ~~ 1 - ~ r . (68.2) 

2 fi 2 (n +4,) 2 

里德伯修正（按定义）与/ X 无关，但它当然是受激电子的角量子数/的函 
数（我们已把/取作4的下标），同时也是整个原子的角动蛩 A 和 S 的函数.当 
和 S 给定以后，4,随# /的增大而很快地减小 ./ 愈大，该电子在原子核附近 
所耗的时间愈短.因此当/增大时，它的能级一定会愈来愈接近于氢原子的能 
级① • 


对远离原子实的一个电子，试求其 S 态类氢波函数的渐近表式. 


① 为举例起见，我们给出《原子 高激发态甩德 fci 修正的实验值. a 原子的总 n 旋讥可以1 s = o 
和1,而在所考虑的态内.总轨逍角动 S /. *5 受激 iti 子的炻动》/相等（另一个电子处丁-丨》态）.各个明 
德 ffl 修正为 •• 对 S = 0:^0 = -0. 140, = ♦ 0. 0I2.A = -0. 002 2; 对 S = 1 :< 1 0 = - 0. 296. i, = 




§ 69 自洽场 


. 237 - 


解：远 距离处的场为= -1/r (用原子单 位）， 所求的 （ Hr ） 函数满足下列薛 
定谔 方程： 

l/f" + —l//' - K'lp + -yl// =0, 

其中 k = yfYET . 试令解的形式为於=常数并略去比屮 / r 衰减得更快 
的项，求得 

屮=常数 X 


§69自洽场 

含有一个以上电子的原子，它的薛定谔方程无法作解析解.因此，计算原子 
能级及其定态波函数的各种近似方法具有重要意义.其中最重要的方法就是所 
谓自洽场法.这个方法的基本思想，就是把原子中的每个电子都看作是在原子核 
及其余电子所构成的“自洽场”中运动. 

我们以氦原子为例，并且只限于讨论两个电子都处于 S 态时的谱项 U 可以 
相同或者不 同）； 此时整个原子也将处于 S 态 .令夂 （ r ,) 和於 2 (~)为两个电子的 
波函数；在 3 态中，它们只能是电子到原子核的距离 r ,, r 2 W 函数.整个原子的波 
函数是这两个函数的对称乘积 

i // +^,( r J )^ 2 ( r | ) f (69. 1 ) 

还是反对称乘积 

ij / = ip ,(, r ,) il / J ( r 2 ) , (69. 2) 

这要看所考虑态的总自旋是 S =0还是 S = 1而 定①. 我们将考虑后一种 情形； 此 
时也和 t 函数可以认为是正交的®. 

现在来试求 （69. 2) 形式的函数，使它成为原子真实波函数的最佳近似.为 
此目的，我们自然要从变分原理出发，并且只考虑呈 （69. 2) 形式的尝试函数，这 
个方法是由福克提出的 .® 

我们知道，薛定溽方程可以从下列变分原理 得出： 

|>^如1匕 dV 2 =极小值， 

其附加条件为 


① 5=0的®原子态通常称为仲* 态 .S = l 的态則称为正 氦态. 

② 山 fl 洽场法求得的各种电子态波闲数必，，於 2 .-.—般说来，并不相5正交 . W 为它 们不® 同一 
/ TWiWS 不 M 方 B 的解.但&在（的.2>式中•在不改变粮个原子的必闲数的条件下 •我们 可以把6改为 

+ 常败 X 0 |; 适当地选择这个常数.我们总能保证九和(// 2 正交. 

③ B . A .4> ok ,1930. 
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J \>!>\ 1 AV , AV 1 = \, 

(积分是对氦原子中两个电子的坐标进行的）.变分后，得下列方程： 

| 卹.（《-£)如^心 2 =0. (69.3) 

因此，在波函数的任意变分下，我们就得到通常的薛定谔方程.在自洽场法 
中，我们把 （69. 2) 形式的少代人 （69. 3) 式中，并 对也和 少 2 函数分别进行变分. 
换句话说，我们是针对 （69. 2) 形式的各种 《/r 函数去寻求积分的 极值； 结果所得 
的能1本征值及其波函数当然都是不精确的，但却是能够表成（69_ 2) 形式的圾 
佳函数 • 

気原子的哈密顿景具有下列形式 ® 

H = H , + H 2 + — , W, = , (69. 4) 

r i2 L r \ 

其中〜是两个电子间的距离.把 （ 69 • 2) 代人 （ 69. 3 ) 进行变分，并令被积函数内 
,和 2 前的系数分别等于零，容易得到下列方 程组： 

[+V 2 + ~ + E ~ H 22 - G 22( r ) 卜 I( r ) + 

+ [" 丨 2 +C l2 (r)](/r 2 (r) =0, 

[y v2+ f +£ ~ w " _G " (r) ]^ (r) + 

+ [H ,1 + G_j(r) ] 扎 （ r) =0, 

其中的 

H ak = -yV 2 -y)^dK, a,6 = 1,2. 

这就是应用自洽场法最后所得的方 程组； 它们只能用数值方法求解②. 

对于更复杂的情形，也能用同样方法导出一套方程式.代人变分原理积分式 
内的原子波函数，是单电子波函数的连乘积的某种线性组合•这种线性组合必须 
这样选定 ：首先 ，它的置换对称性必须与所考虑原子态的总自旋 S —致，其次，还 
应和原子总轨道角动 量的给 ‘定值乙一致③. 

我们在变分原理中采用了具有必要贾换对称性的波函数以后，它就自动地 


① 本贳（包括例中部采用原子申位制. 

② 用 IH 洽场法 W 出的轻原子能级与光谢-尹败据比较，估计这种方法的误 范约为 5%,«些情形 下接 
至®对复杂原子，其误范 n 〖能勺相邻能级的间距大小相比拟，从而给出错误的能级顺序. • 

③ 关于有心力场屮多电子系统波函数的一般构选方法.见 S 63 中提及的 I. G. Kaplun 的朽. 


(69.5) 


(69.6) 
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计及了原子中电子间的交换作用•如果我们略去交换作用，并且略去所给电子组 
态中原子能 M 与 L 的依赖关系①就可以得到一套比较简单的方程式 （算 出的结 
果自然要略差一些）.仍以氦原子 为例； 此时可把电子波函数的方程直接写成通 
常形式的薛定谔 方程： 

[+ (〜) 卜 (〜 ） =0 ， a = 1,2. (69.7) 

式中的匕是一个电子在核库仑场以及另一电子的电荷分布场中运动时所具的 
势能： 

( r i ) = -~ + f ~ 4 >\ () d , (69.8) 

r i J r \2 

对 匕也 有类似的表式.为了求出整个原子的能量 £ ，我们注意到 ，£, + E 2 之和中 
已把两个电子间的静电作用计算了两遍，因为这个静电作用既在第一个电子的 
势能 RU ,) 中出现，又在第二个电子的势能 K 2 ( r 2 ) 中出现.所以在£, +£ 3 中把 
电子相互作用的平均能量去掉一次以后，就可以得到 £； g[J 

E = E ,+ E 2 - J ^ UrJ ^ Cr ^ dV . dV ,. ( 69 . 9 ) 

如要改进这个简化方法所得的结果，可在随后进一步考虑交换作用以及能 
量对 A 的依赖关系，把它们当作微扰来处理. 

习 题 

1. 试求氦原子和类氦离子（具有两个电子以及电荷为2的原子核）基态能 
量的近似值，把电子间的相互作用当作微扰. 

解：基 态离子中的两个电子都处于 s 态.未受微扰能量值等于类氢离子基态 
能量的两倍 （因 为有两个电 子）： 

E (0> = 2 ( - Z 2 / 2 ) = - Z 2 , 

电子的相互作用能量对下列波函数（两个 / =0 的氢原子波函数的乘积）求平均： 

TT 

即得一级近似的修正值.积分式 

£("=([ ^— dV t dV 2 
i / r l2 

可按下式简单地 算出： 

E ''' = 2 | d ^P 2 J~j 0 Pi dV i > = 4ir^dr,, 


① D. R. Hartree.1928. 
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dV 2 =4irr;dr 2 , 

此式是电荷分布 p 2 = 1必 2 1 2 在球对称分布的化=1少，1 2 场中的 能量； 的被积函 
数是电荷 p 2 ( r 2 ) 在/ •, < r 2 的球形场中的能量，积分式前的因子2考虑了 r , > r 2 位 
形的 贡献. 由上式得£:⑴ =5 Z /8, 最后有 

E = E i0) +E U) = -Z 1 ++Z. 

8 

对氦原子 （Z =2) ，上式给出- £ = 11/4=2.75; 氦原子基态能量的实际值为 
- £=2. 90原子单位 =78.9 eV . 

2•用变分法求解上题，把波函数近似地表成两个带有有效核电荷的氢原子 
波函数的乘积. 

解：我 们来计算下列积分式： 

|Wd^dK 2 , h = -i- ( v? + vi) -A_A + _L f 

其中的 (/ r 取上题 （丨） 式的形状，并把 （丨） 式中的 Z 改成有效电荷 少 1 " 12 的积 
分可按例题丨的方法 算出； 由于薛定谔方程 



(A 的积分就可化成屮 2 //■，的积分.结果得 

I WdV,dV t = Z\„ - 2ZZ a + ^Z tB 

作为的函數，这个表式当 A „ = z - 士时 具有极小值.它所对应的能量值为 

lo 

E= ' ( z_ 吾）， 

对氦原子，上式给出- £=2.85. 

要注意的是，具有以上值的波函数 （1), 不但对具有（丨）式形状的所有函 
数讲来是最佳的，而且对只依赖于 r , + r : 的各种函数讲来也是最佳的. 

§70托马斯-费米方程 

用自洽场法对原子中的电荷分布及电场进行数值计算，是一件极其繁重的 
工作，尤其是对复杂原子.但是，对复杂原子我们有另一种近似方法，这个方法的 
优点是 简单; 但它的结果显然要比自洽场法的精度差 很多. 

这个方法$所依据的事实是这样的，在拥有大量电子的复杂原子中，大多数 
的电子具有比较大的主 fi 子数.这样的条件下，可以应用准经典近似.因此，可以 


① E. Fermi 和 L Thomas, 1927. 
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对其中的单电子态应用“相空间" （ § 4 8 ) 的 概念. 

处于物理空间体积元内动量值小于 p 的电子，对应的相空间体积等于 

fTry / dK 这个体积中的“相格”，亦即可能态的数目，等于①这些态中的 

3 ( 2 :) 

电子数在任何时刻都不能超过下列 数值： 

3(2 ir ) 3 3 it 2 

(每一“相格”中只能装进自旋相反的两个电子）•在基态原子中，每一个 dV ■体 
积元内的电子必须填满（相空间内的）动 M 值从零直到某一极大值 Pd 为止的 
相格.此时，电子动能在每一点都取尽可能小的数值.如果把 dV 体积元内的电 
子数写成 《 dK ( n 为电子数密度），那么，各点处电子动量的极大值。与„的关 
系为 

pi 

在电子数密度为《的地方，一个电子的最大动能值因而等于 

Y ( 3ir：n ) 23 - (70. 1 ) 

其次，设 < p ( r ) 为静电势，假定它在无穷远处等 于零. 电子的总能景为 
y / )： - v - 显然，每个电子的 总能量 一定等于负值，否则它会运动到无穷远处去. 

我们用- V 。代表每点处电子总能量的极大值，％是一个正的 常数； 如果 〜不是 
常数的话，电子就会从外较小之处运动到％较大之处.因此我们可写出 


把 （70. 1>和 （70.2) 式等同起来，即得 

n = [ 2 (< p - Vo )] 3/2 ^- i , (70.3) 

这就是原子内各点的电子数密度与势能的关系式. 

#=央。时，密度《等 于零； 在史 <史。的整个区域内，显然也应令 n 等于零.否 
则 （70.2) 式将会给出负的动能极大值.因此，方程式 p 确定了原子的边界. 
但是，在总电荷为零的球对称电荷分布的外面并不存在 电场. 因此在中性原子的 
边界上应该有 < p : 0 . 由此得出结论，对中性原子讲来，常数％—定要等于零.反 
之，离子的 常数％ 并不等于零. 


①本 W 采川 K (子笮位制. 
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下面我们考虑中性原子，因而令％ =0. 根据静电学中的泊松方程，我们有 
▽>=4 1 ^ 1; 把（70.3)式代人这个式子，即得托马斯-费米方法的基本方程： 

▽V=^^P 3/ ' (70.4) 

基态原子的电场分布是由上式的球对称解确定的，这个解应该满足以下的 
边界条 件:/ •—() 时必须变成核库仑场，即％— Z; 而当 r-^oo 时，必须有 0. 
引进下式定义的新变量X代替变量 

r=xbZ' u \ ( 穿） =0.885, 

并引进下列新的未知函数① j 代 替史： 

我们得到方程式 


其边界条件为 * =0时尤=1以及 * = <»时 | =0.这个方程不再含有任何参量，因 
而定义出一个普适的; 》<(*) 函数.表2给出了 （70. 7) 式数值积分后所得 的尤函 
数值. 

1(*) 函数是单调递减的，并且只在无穷远处等于 零②. 换句话说，托马斯- 
费米模型中的原子并不存在边界，形式上延伸到无穷远处. 

导数〆 （/•) 在 r=0 处的值 等于， (0) = -1.59 •因 此当； t — 0时 /(*) 函数具 
有尤31 -1.59x 的形式，相应 的势央 （ r ) 为： 

史⑺3^-1.80广 3 . (70.8) 

第一项是核场的势，第二项是电子在原点的势（通常的单位制中为 -1.80me、- 2 • 
Z 4/3 ) .把 （70. 6) 代人 （70. 3) 中，可得电子数密度的下列表式： 

W /( 芊)，/⑷:吾匕广 ( 7 0,) 


① 在通常的单位制中， 

,、厶 / rZ ,/3 me 2 \ 

^ ( r )= T ^(085^ J - 

② 方程 （70.7) 具有一个粞确解 <( x ) =144厂'它在无穷远处等于零，但是不满足* = 0 处的边界 
条件. 它町以 3作尤 (*) 函数在》俏很大时的一个渐近式.这个*式只有当 * 值很大时才能给出很好的梢 
确 tfi , SIS . 托冯斯 -费米 方程在远距离处一般讲来不洱适用（见 后）. 


(70.5) 

(70.6) 

(70.7) 



我们看到，按托马斯-费米模型，不同原子中的电荷密度分布是相似的，并 
以为特征长度（在通常的单位制中为 Zi : / m e 2 Z l /3 , 即玻尔半径除以 Z w, ).m 
果以原子单位最度距离，那么，电子数密度达到最大值的那个距离对所有的 Z 
都是一样的.因此可以这样说，原子序为 Z 的原子中大多数的电子与原子核的 
距离约为的数最级.数值计算表明，原子中电子总电荷的一半处于半径为 
1.33 Z‘ I/J 的球内. 

同样的考虑表明，原子中电子的平均速度（与能 M 的平方根同一数量级）约 
为之 2/3 的数》级. 

托马斯-费米方程在远离原子核以及席近原子核处都不能适用.它在近距 
离处的适用范围，由不等式 （49. 12) 所 限制； 距离更小时，准经典近似在核库仑 
场内不再成立.令（ 4 9. 12) 式中的 a 我们求得距离 r 的下限为 1 / Z . 在复杂 
原子中，当/•很大时准经典近似也不能 成立. 容易证明，当 r ~ 丨时，电子的德布 
罗怠波长与距离本身成为同一数 M 级，准经典条件无疑遭到破坏.这一点，由佔 
计（*70. 2), ( 7 0. 4) 式各项之值可以 确信； 实际上，由于 （70. 4) 式不含 Z , 这个结 
论无需计筲就能明显看出來. 
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由此可见，托马斯-费米方程的适用范围，局限在大于 1/ Z 和小于1的距离 
内.事实上在复杂原子中，绝大多数的电子实际上都是处于这个适用范围内. 

后一种情况表明，托马斯-费米模型中原子的“外边界”位于处，也就 
是原子的线度并不依赖于 Z . 与此相应，外电子的能 M 亦即原子的电离势也与 Z 
无关①. 

借助于托马斯-费米方法，可以算出总的电离能£，即移掉中性原子内全部 
电子所必需的能 tt . 为此目的，我们有必要算出具有托马斯-费米分布的原子内 
电荷的静 电能； 我们所求的总能8等于这个静电能的一半，因为在按库仑定律作 
用的多粒子系统中，它的平均动能等于平均势能的 -1/2( 根据位力定理，见《力 
学》，§ 10). 和 Z 的依赖关系可以根据以下的简单考虑事先确定：在电荷为 
的核场内运动的 Z 个电子.在与核的平均距离为厂 1/3 处的静电能，与 ZxZ / 
2- yn 成 正比. 数值计算的结果为 E=20.%Z in eV . 这个对 Z 的依赖关系与 
实验数据很 符合； 可是系数的经验值接近于 16. 

我们已经提到过，常数％取不等于零的正值时对应于电离原子.如果我们 
通过史-史 0 =办^来定义 A * 函数，所得的 A •方程就和原先的 （70. 7) 式相同.但 
是，我们现在感兴趣的不是在无穷远处等于零的中性原子那样的解，而是在有限 
值* =* 。处等于零 的解； 这样的解，对任意一个: t 。 值讲来，都是存在的 .在* =*。 
点处，电荷密度和^ 一起等于零，但是势能仍保持有限值 . A ；。 值可按以下方式与 

电离度相联系.按照高斯定理，半径为 r 的球内的总电荷等于 rZkU )- 

dr 

<(*)], 把 *=* 。代入上式，即得离子的总电荷3;由于 h *。） =0,故 

z = - Zx ^'{ x Q ). (70.10) 

图23中的粗长曲线代表中性原子的^•(幻 曲线； 这条曲线的下面是两条电离度 
不同的离子的曲线.图中的 z / Z 值等于 * =%处曲线的切线在纵轴上的截距. 

(70. 7) 式尚有任何处都不等于零 的解； 这些解在无穷远处是发散的.它可 
看作对应于负的 常数％ 值.图23中也画出了两条这 样的； 》•(*) 曲线； 它们位于中 
性原子的曲线之上.在曲线的 * =* ，点处我们有 

)-* 〆 (*_〉=0, (70.11) 

在的球内总电荷等于零（在图上，这一点显然就是切线通过原点的那个 
点）.如果在*,点处把曲线截断，我们就定义了一个界面电荷密度不等于零的中 
性原子的 /(*)• 在物理上，这相当于束缚在某一给定有限体积内的“压缩”原 


①气然.这 个揆 1 B 不能反映允* W 期衣内出《的顷子线度及其电离势 对/的 IflWI 性依赖关系.此 
外.经验数椐还农明.当2增大时.朌子线度缓慢而隐定地增时电离势醎小. 
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图23 


托马斯-费米方程没有计及电子间的交换作用.这种作用的效应要比 Z 
小一个数量级.因此，在托马斯-费米方法中计及交换作用时，还需同时计及同 
一数墩级的其它各种效应.② 

习 题 

试求托马斯-费米模型的中性原子中电子间静电作用能量与电子和核相互 
作用能量间的关系. 

解 ：电子 所产生的场势 A 可以从总势史中减去核势 Z / r 而得到_因此，电子 
间的相互作用能量为 

= -y I ( p r nd v = Y i '7 dV ~T f <pnd，/ = 

= flf dV ~^4 )2/3 l n>/3dV ' 

[我们已用 （70. 3) 式以 n 表达 妒]. 另一方面，电子与核的相互作用能" „ 和它们 
的动能 r 等于 

-2 ffdy, 

T = 2jf^^ dpd V = 3 -(^ln- d V, 

把这些表式与前式比较，得关系式 


① 这种方法对研究高度压缩物质的物态方程可能有用处. 

② 这已由 A . C . KoMnaHeAu . E . C . naB ^ oBCKHA . ( > K 3 T < D 31 .927 , 1956) 和 A . Khp > khhh ( > K 3 T < I »32 , 
115,1957) 作出. 
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同时，按照位力定理（见《力学》§ 10), 对按库仑定律相互作用的多粒子系统而 
言，我们有 2 r = - u = - u tn - u „. 结果得 

U = --U. 

tff -J ^en* 


§71 近核处的外电子波函数 

我们已经看到，根据托马斯-费米模型，复杂原子 （ Z 很大）中的外电子主 
要处于离核 r ~ l 的距离处①•但是.原子的很多性质主要取决于原子核附近的 
电子 密度； 我们将在§72和§ 120中考虑这些 性质. 为了确定这个密度的数量 
级，我们来追究 r 从远距离（/ '- l ) 变到近距离时，原子内电子波函数的 
变化. 

在 r ~ l 的区域内，核场受到其余电子的屏蔽，因而势能 

U(r) ~ 丄 ~1. 
r 

这个场内电子能级的能最值 £~1 •在电荷为 Z 的场内，当距离具有玻尔半径的 

数量级 r -士 时，核场可以看成是未屏蔽 的：" = - f . 在过渡区域 1 /Z «»• <<1 

内，势能 li / I 已比电子能量£大很多，并且条件 

d 1 d 1 , 

dr P Ar /\m 

( p 为动量）得以满足，因此电子的运动是准经典的•球对称的准经典波函数为 

当 | <<r<<1 时 . ⑺」) 

式中系数的数鼂:级 （ ~1)是由 r~l 0寸屮 ~1 的波函数“衔接"条件确定的 • 

r -1/ Z 时，根据 （71.1) 式（把（/= - Z / r 代入式中）的数置级，即得近核处 
的波函数的 值:② 

屮 (士） (71.2) 

根据有心力场内的波函数一般性质 （§32) ,当距离进一步减小时，少 （ r ) 或者在 
数量级上保持为常数（对$电子），或者开始减小（当/#0时）. 


① 在这一节内.我们采用原子单位. 

② 为了求出此式中的系数（当1区域内的波函数为已知时）•尚需利用 rsl /；? 区域内的 
(36.25) 式. 
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电子处于 rs j 区域内的概率为 

w ~ \ ij /\ 2 r y (71.3) 

当然 ，（71. 2), (71.3) 式只确定了这些量随 Z 值的增大而作出的系统性变 
化，并没有计及从一个元素过渡到下一个元素时的非系统性变化. 

§72原子能级的精细结构 


关于电子相对论性相互作用的公式推导，属于本教程下一卷的内容（见第 
四卷，§33和 §83) .这里只把与原子谱项有关的效应做一些一般介绍.我们发 
现，原子哈密顿 S 中的相对论项可以分成两类，其中的一类含有粒子自旋算符的 
线性项，另一类则包含它的二次项.前一类相当于电子轨道运动和它的自旋间的 
相互作用（称为自旋轨道作用）.后一类相当于电子自旋间的相互作用（自旋 - 
自旋作用）.这两类相互作用，相对于〃 / c 而言（电子速度与光速之比），具有相 
同的数景级（二级 的）； 但在实际上，自旋轨道作用在重原子中远超过自旋-自 
旋作用.这是因为自旋轨道作用随着原子序 Z 的增大而迅速增大，然而自旋间 
作用基本上不依赖于 Z (见后）. 

自旋轨道作用的算符形式为 

幻 (72.1) 


( X 是对原子中的所有电子求和)，式中的之是电子自旋算符是某种"轨 

道”算符，也就是作用在坐标函数上的一个算符.在自洽场近似中>„算符与电 
子轨道角动最算符/,,成正比，此时可把匕写成 


^ = •*., (72.2) 

求和式中的系数可以通过自洽场中的电子势能叭 r ) 表成如下的 形式： 


h 2 dt /( r .) 
a -~ 2 m 2 c 2 r a dr „ 
由于 AU ) I 随 r 的增大而减小，所有的 t >0. 


(72.3) 


把相互作用 （72. 丨）呑作微扰时，为了计箅其能 S , 我们必须把它对未扰态 
求平均.这个能量的主要贡献此时来自近核区，对电荷为的核，这个区域的距 

离具有玻尔半径（的数 量级. 在这区域内，核场几乎不受屏蔽，因而势 

Zme ' 

能为 
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于是 



上式乘以核附近发现电子的概率 w 即得《的平均值.按照 （71.3)«，~ Z <, 因此 
最后求得电子的自旋轨道相互作用能为 

-/ Ze 1 \ 2 me 4 
a ^ \^c ) 

这就是说，它和原子内的外电子的基本能堪 ：（- meVfc 2 ) 相差一个 （厶 Vfcc ) 2 因 
子.这个因子随着原子序的增长而迅速增长，对于重原子达到1的数最级. 

算符 （72. 2) 对电子未扰态的具体平均是分两步进行的.第一步，先对总角 

动馱和总自旋的绝对值给定为 i 和 S 但其方向不确定的那些电子态求平均 . 匕 
经过这样的平均以后还是一个算符，但是这个算符现在不是通过单个电子的算 
符表达出来，只能通过标志整个原子的算符表达出来.这些算符就是 L 和丈我 
们把经过平均以后的自旋轨道作用算符记作它对 i 呈线性，具有下列 形式： 

=AS - L, (72.4) 

式中的4是标志所给（未分裂）谱项的一个常数，亦即依赖于 S 和 L 但和原子总 
角动量•/无关的一个常数①. 

为了算出简并能级（具有给定的 S 和 L 值）的分裂值,必须求解算符 （ 72. 4 ) 
的矩阵元所组成的久期方程•但在目前情况下，我们早已知道了使矩阵呈对 
角形式的正确零级近似波函数.这就是总角动童•/具有定值的状态波函数.对这 
样的态求平均.相当于把 S 算符换成它的本征值，根据普遍公式 （31.2), 这 
个本征值等于 

L • S = y [7(；+ 1) - L(L + 1) - S(S + 1)]. 

由于 L 和 S 值对一个多重线的各个组分讲来都是一样的，我们所关心的又只是 
它们的相对位置，因此，可把多重分裂的能量写成以下 形式： 

~AJ(j + l), (72.5) 


①为了弄浒这个算符的含义.我们注葸到子力学屮的平均化相当于取*个合适的对角矩阵元. 
邪分平均化相当于取一组矩阵元，这些矩阵元对描述系统状态的一部分瞰子败讲来是对角的.例如，在目 
前悄形下，笄符 （72.2) 的平均相当于构造一个矩阵，它由矩阵元 | 匕|；1仏乂>所组成，其中 
桁， 和介各种 " r 能的数值，但对其余驗7 •数 （我们用 n 代&这组域 子数） 则足对角的.与此 

相应，（72. 4 )中的 S 和/; w 符 《 il 以#作矩阵 （1 T S | K 、,>#〈. ir f ILIA .〉， 其轵阵 元已由 （27. 13> 式给 
出.在以后的某苎处理中.同样黹要这种分步平均化的手段. 
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两个相邻组分 （ 铍子数为 ■/和 - I 的组分）的间距因而为 

AEj,, t = AJ , (72.6) 

这个公式称为朗德间距定则 (1923). 

常数4可以是正的，也可以是负的 •/» >0时，多重能级的最低组分具有最小 
的•/值，即■/= IL - SI ; 这样的多重线称为正多重线.如果4 <0,多重线的最低组 
分则为 •/ = i + S 的 能级； 这样的多重线称为倒多重线 • 

如果一个原子只有一个未满壳层，对这种原子的基态讲来，容易确定^的 
符号.如果这个未满壳层中所装的电子数没有超过一半，则按洪德定则（ §67), 
其中所装的 n 个电子的自旋相互平行，使得总自旋具有最大可能值 S = n /2 .把 
s - 代人 （72. 2) 并把^(对同一壳层内的所有电子讲来，心是相 同的） 移到 

求和号外，即得 


亦即 >1 =a/2S>0. 如果该壳层填充过半，则在 （ 72.2) 式中事先加进一个 对空位 

(未满壳层中的空穴）求和之项，随即把它减去•由于满壳层的 K ,,=0, 结果使匕 
算符具有只对空穴求和的形式 

t 乂乂， 

原子的总自旋和总轨道角动量变成 s = - li 。 和 /L 再用以前的方 

法，即得/! = - a /2 S,BP A <0. 

根据以上的分析，对于只含一个未满壳层的原子讲来，可以得出一个简单的 
规则，用以给出该原子的基态_/值.如果这个未满壳层中的电子数没有超过该壳 
层所能容纳的最大电子数的一半，则_/= IA - SI ; 如果该壳层超过了半满，则= 
L + S . 

我们早已指出过，自旋-自旋作用不同于自旋轨道作用，它基本上不依赖于 
乙它是电子间的一种直接作用，显然不会包含核场. 

对自旋-自旋作用算符求平均，与（72. 4 )式相类似，得到的表式将是 S 的 

二 次式. i 2 和 • £) 2 都是 S 的二次式.前者的本征值与 J 无关，不会给出谱项 
的分裂.因此，可把它略去，而写成 

V ss =B{S - L) 1 . (72.7) 

其中的》是一个常数.这个算符的本征值中含有与_/无关的项，以及与 
•/(■/ + 丨）成正比的项，最后，还有与 /U + 1) 2 成正比的 一项. 其中的第一项并不 
引起分裂，我们不感 兴趣； 第二项可以包括在 （72. 5) 式内，只是改变了一下常数 
/ I .最后，第三项给出的能量为 
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^-BJ 2 (J + \) 2 . (72.8) 

§66 — §67中讨论的原子能级构造方案，是以下列假定为基础的，即把电 
子的轨道角动量相加成为原子的总轨道角动 M Z •，并把它们的自旋相加成为总 
自旋 S •我们早已指出过，这种做法，只有当相对论效应很小时才是合 理的； 更确 
切地说，精细结构的间距必须远小于 L 和 S 值不同的那些能级之间的间距.这样 
的近似，称为罗素-桑德斯情形①，也称为 “LS 耦合”. 

但在实际上，这种近似的适用范围是有 限的. 轻原子的能级是按 LS 耦合排 
列的，但当原子序增大时，原子中的相对论相互作用增强起来，罗素-桑德斯近 
似就变得不适用了②.还应注意的是，这种近似特别不适用于高激发的能级，此 
时，原子中的一个电子处于 n 值很大的态中，从而基本上远离原子核 （§68) .这 
个电子和其它运动电子间的静电作用比较弱；可是，“原子实••中的相对论相互 
作用并不因此减小. 

在相反的极端情形下，相对论作用远超过静电作用（更精确地说，远超过依 
赖于 i 和 S 的那部分能量）•这个时候，我们不能把轨道角动量和自旋分开来处 
理，因为它们不再守恒•每个单电子用它的总角动最 ; •来标志，由 ; 相加成 为原子 
的总 角动量 •/. 原子能级的这种构造方式称为"方耦 合”. 实际上，我们并没有在 
纯态中碰到过 i / 耦合，但是介于 LS 和方耦合之间的各种耦合方式，曾在极重原 
子的能级中观测到③. 

还有一种独特的耦合方式，曾在某些髙激发态中观测到.此时的“原 子实” 
仍可处于罗素-桑德斯态中，也就是以 i 和 S 值为标志的态中，但是它与高激发 
电子间的耦合则是方 型的； 其原因仍是由于这个电子的静电作用比较弱. 

氢原子能级的精细结构具有某些特殊性.它将在本教程的第四卷中作出精 
确计算（第四卷， §34). 这里只须指出，当主量子数 n 给定后，能燉只与电子的 
总角动最7 有关. 因此，它的能级简并度并没有完全消 除掉； 对一个具有给定，， 
和 J 值的能级讲来，就有轨道角动置为 /= J ± 1/2的两个态（除非 ） 值等于 n - 

这是"给定后的嚴大 y 值）.例如 ， n =3的能级分裂成为三个能级，其中的 

态属于一个能级,％和畤态属于另一个能级则属于第三个 能级. 


① H . N . Ru8a«1I,F. A . Saunders , 192 S . 

② 何是必须指出.尽竹描述这个 ffl 合方式的定 R 公式不适用了 . fl [按这种耦介方案给出的能级分 
类，对较 ffi 的®子特別 S 对它的那件最低态（包括® 态） 而言，仍 可能科 意义. 

③ 关于各种 ffl 合方案及其定»方面的问 ®. 洋见下 fi : E . U . Co n d on , G . H . Shortley ； The Theory of 
Atomic Spectra , Cambridge University Press , 1935. 
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元素按原子序的递增次序排列以后，呈现出性质上的周期性变化①,要阐明 
这种变化的本质，必须研究原子的各个电子壳层逐步被填充时的特点•周期系的 
理论是由玻尔②提出的. 

从一个原子过渡到下一个原子时，电荷增加丨，并有一个电子添入壳层中. 
初想起来，每个相继添人的电子，它的结合能似应随原子序的增大而单调地递 
增. 但实际变化却完全不是这样. 

基态氢原子中，只有一个处于 k 态的电子•下一个元索氦的原子中，添加了 
另一个 Is 电子，可是氦原子内每个 1 S 电子的结合能要比氢原子内的电子结合 
能大很多.这是一种自然的结果，因为氢原子内电子所处的电场不同于添加到 

离子内的一个电子所处的 电场. 这两个电场在远距处近似地相同，但在近核 
处， Z =2 的 He •离子的电场则比7 = 1的氢核场强得多.在锂原子 （Z =3) 中，第 
三个电子只能填人 2. s 态，因为 Is 态中不可能同时存在比两个多的电子.对一个 
给定的 Z 值而言, 2 . s 能级高于1 i 能级； 但这两个能级都随核电荷的增加而下降 
但从7=2过渡到2=3时，前一种效应是主要的，所以 Li 原子中第三个电子的 
结合能远小于氦原子中电子的结合能.再往下，从 Be ( Z =4) 原子到 Ne(Z = 10) 
原子，先填人一个 2 s 电子，再陆续填人6个电子•这些电子的结合能，由于核 
电荷的增大而平均地增大.再下一个电子的添入，轮到 Na(Z = 1丨 ） 原子，它只能 
填到 3 s 态，由于这个填人更高壳层内的效应要大于核电荷增大的 效应所 以结 
合能再次显著地下降. 

电子壳层的上述填充图像反映了各元素构成的整个系列的 特征. 全部电子 
态可以分成若干个依次被填充的组，当每组中的各态依次被填充时，结合能平均 
地增大，但当轮到下一组的态开始被填充时，结合能又显著地下降. 

图2 4 是用光谱学数据绘出的元索电 离势； 这些电离势确定了—个元素过渡 
到下一个元素时所填人电子的结合能. 

各种不同的态按下列方式分成若干个依次被填充的组： 


① Jl- H. MeHAeneeB, 1869. 

② N. Bohr, 1922. 
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Is . 2个电子 

2 s ，2 p . 8个电子 

3 s ,3 p . 8个电子 

4 s ，3 d ，4 p . 18个电子 (73.1) 

5 s .4 d .5 p . 18个电子 

6 s ,4 f ,5 d ,6 p . 32个电子 

7 s ,6 d ,5 f . 


第一组被 H 和 He 填充 完毕； 第二组和第三组的填充相当于周期表中的前两个 
(短）周期，每个周期含有8个元素.随后是两个长周期，每个周期含有18个元 
素，还有一个包括稀土元素在内的长周期，共含32个元素.最后一组的态对自然 
界的现有元素（以及人造的超铀元素）讲来还未被填满. 

为了理解每组的态被陆续填充时元素性质上的变化，指出 d 和 f 态不同 
于 3 和 P 态的下列特性是十分重要的.对重原子内的一个电子讲来，有心力场 
(由静电场及离心场相加而成）的有效势能曲线，在原点附近有一个急剧的近 
乎垂直的下降，降到某一很深的极小值后，再回升起来，然后渐近地趋于零.对 
于 8 态和 P 态，这些曲线的上升部分彼此靠得很近.这就表明，这些态中的电 
子与原子核的距离差不多相等.反之， d 态特别是 f 态的曲线要向左移得 很多； 
这些曲线所确定的“经典通区”，比具有同一电子总能量的各 s 态和 P 态更为 
辖近原子核.换句话说， d 态和 f 态的电子，大体上要比 s 态和 p 态的电子更加 
靠近原子核. 

原子的许多性质（包括元素的化学性质，见 §81) 主要取决于电子壳层的外 
壳层.从这一点讲来， d 态和 f 态的上述特点是非常重要的.例如，当 4 f 态开始填 
充时（见下面的稀土元素 h 新添入的电子要比先填入的电子更加靠近原子核， 
结果，使这些新添电子对元素的化学性质差不多不发生影响，所有的稀土元素就 
有十分相似的化学性质. 

含有闭合 d 壳层和闭合 f 壳层（或者完全不含这些壳层）的元素，称为主族 
元素； d 和 f 态正在填充中的元素称为 过渡族元素. 我们最 好把这两族元素分开 
来考虑. 

先考虑主族元素.氢和氦具有下列基态 

,H ： 1s 2 S 1/2 , 2 He ： l 8 2, S 0 

(化学符号左下角的数字代表原子序）.其余主族元素的电子组态见表 3. 
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表3主族元索中原子的电子组态 



每个原子的闭合壳层见表中该行及以上各行的右端.它的未满壳层的电子 
组态见同列之首，这些态中电子的主最子数见同行的左端.整个原子的基态见表 
底.例如，铝原子的电子组态为 U 2 2 S 2 2 P 6 3 s 2 3 P 2 P i/2 . 

基态原子的 i 和 S 值可按洪德定则（§67)确定（电子的组态为已知），_/值 
则按§72中指出的规则确定. 

惰性气体的原子（^^,心^^1^，\ 6 ,1^)在表中占有特殊的地位 ： 每个原子 
正好是把 （73. 1 ) 中列举的一个组态完全填满.它们的电子组态具有异常的稳定 
性（它们的电离势在其所厲的系内都是最大的）.这就产生了这些元素的化学 
惰性. 

我们看到，主族元素中不同态的填充次序是极有规则的 ：对每 一个主量子数 
n 而言，总是先填 s 态再填 p 态.这些元素的离子的电子组态也是很有规则的 
(直到把 d 或 f 壳层中的电子电离掉为 止）： 每个离子具有和前一个原子相应的 
组态.例如， Mg ‘离子具有 Na 原子的组态， M 。’ 离子具有 Ne 原子的组态. 

现在来考虑过渡族元索 .3 d ,4 d ,5 d 壳层正在填充中的元素分别称为铁族， 
钯族和铂族元素.表4中列出了这儿族元素的电子组态及原子谱项，它们是从光 
谫学数据得知的.由表4可知，壳层的填充要比主族元素中 s 和 p 壳层的填充 
不规则得很多.表中有一个主要特征是 s 态和 d 态间的“竞争”现象.这表现于下 
列事实，当 P 增加时，往往不按正规次序填成 d p s 2 组态，而出现 d ptl s 型或型 
的组态.例如，铁族元素中， Cr 原子的组态是 3 d 5 4 s 而不是 3 d 4 4 s 2 ;在含苻8个 d 
电子的 Ni 之后，立刻是 d 壳层被完全填满的 Cu 原子（铜原子因此放在主族 
中）.这样的不规则性也能在离子的谱项中观 察到： 这些离子的电子组态，一般 
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讲来，与前一个原子的组态并不完全一致.例如， V * 离子具有 3 d 4 的组态（不是 
Ti 原子的 3 d 2 4 s 2 组 态）； Fe ’ 离子具有 3 d 6 4 s 的组态（不是 Mn 原子的 3 d 5 4 s 2 组 
态）.我们可以指出，在晶体及溶液中所有自然状态的离子，它们的未满壳层中 
只含 d 电子（不含 s 或 p 电子）.例如，晶体或溶液中找到的铁离子只有 Fe ** 和 
Fe …，它们的组态分别为 3 d 6 和 3 d 5 . 

表4 铁族，钯族和铂族元素中原子的电子组态 
铁 族 




annm 

； ：； v ： 

: ‘ j :； ： ； ' ； Qjj I 


类似的情况也出现在 4 f 壳层的填充中，这些元素称为稀土族元素（表 5)®. 
4 f 壳层的填充也是不太规则的，其特点是 4 f ,5 d 和 6 s 态间的“竞争”. 


① a 呰化卞朽1:往往把 i . u 也算在稀土元*内 . m 这是不正确的.由于 L U 中的 4 f 壳 ® 已被 埔满； 闪 
此必须按衣4所示放在铂族内. 
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表5稀土族元素中原子的电子组态 




Q 





■ 









Xe 壳层 + 
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最后一族过渡元素是从锕开 始的. 与稀土族元素相类似，锕族元素填充着 
6 d 和 5 f 壳层（表 6). 

作为本节的结束，我们来讨论一下托马斯-费米方法的一个有趣应用.我们 
看到， P 壳层中的电子首先出现在第五号元素 B (硼）中， d 电子首先出现在 Z = 
21的 Sc (钪）中， f 电子首先出现在2=58的 Ce (铈）中.这些 Z 值可用托马斯 - 
费米方法预言出来，其法如下. 


表6锕族元索中原子的电子组态 



89 Ac 







« Gm 

Kn 壳层 + 

6d7s J 







5f 7 6d7 s a 



D 


m 


■ 


9 D, 


复杂原子内轨道角动1[为/的电子是以下列有效势能运动 的①： 

(，4厂 

"'(»■) = -屮 ( r ) + • 

第一项是托马斯-费米势所描述的电场中的势能.第二项是离心能，因为 

运动是准经典的，所以其中的/(/ +丨）已改为卜+ 士) ； .由于原子中的电子总能 

量是负的，如果对所有的 r 讲来都有 U ,( r ) >0( Z 和/为给定），那么该原 
子中显然不可能存在具有所给/值的电子.如果固定/值而变 Z , 我们发现，当 Z 
值足够小时，实际上到处都有 V ,( r ) >0. 当 Z 值增大达到某一值时 ， t /, =(/,( r ) 
曲线开始和横轴相 接触; Z 值再大时，就会出现 U ,( r ) <0的区域.因此具有给定 


①和§70—样.我们采用原子中位. 
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/值的电子首次在原子中出现时所需的 Z 值，是由 ",（/■) 曲线与横轴相切的条件 
确定的，也就是由以下两式确 定的： 

(^ t) j 

U,(r) = -tp+ — — 2 -= 0 ， 

( z+ y) 

U',(r)= -〆（》■) -^ — j^-=0. 

r 

把 （70. 6) 式的势代人上式，得下列 方程： 

广鼠 (去广 

i 2 (73.2) 

z ^xx\x)- x {x) = _2 (☆ ) 2/ ^ l+ jJ 

第一式的两边除以第二式的两边，即得 x 的方程式 

迦 = _丄 

AT (*) * 

然后.用 （73. 2) 的第一式求 Z •数值计算后，得 

Z =0. 155(2/ + 1) 3 , 

这个式子表出了具有给定/值的电子首次在原子中出现时的 Z 值; 其误差约10%. 
如果把系数 0. 155改成 0. 17,可得很精确的 结果： 

Z =0.17(2/ + l ) 3 , (73.3) 

/ = 1,2,3时，上式四舍五入取最近整数值后，即得正确值 5,21,58. f = 4时， 
(73.3) 式给出2 = 124;这表明 g 电子要在第124号元素中才能首次出现. 

§74 X 射线谱项 

原子中内电子的结合能如此之大，以致当这样一个内电子跃迁到未满的外 
壳层中（或脱离原子）时，这个受激原子（或离子）相对子电离来讲将处于力学上 
的不稳定状态，伴随着这种电离，将发生电子壳层的重建并形成稳定的离子•但 
由于原子中电子间的相互作用比较弱，产生这种跃迁的概率比较小，因而激发态 
的寿命 r 比较长.由于能级“宽度” fc / T 比较小（见 §44), 我们就有理由把具有 
受激内电子的原子能暈，看作该原子的一些“准定态”离散能级 • 这些能级称为 
X 射线谱项®. 


①这个名称的宋源 . fi 由于这咚能级间的跃迁引起该原子发射出 x 射线. 
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X 射线谱项的分类，主要根据移去电子的那个封闭壳层，也就是形 成“空 
穴”的那个电子壳层 而定. 至于这个电子究竞移到了哪一个外壳层，这对原子的 
能最几乎没有什么影响，因而是不電要的. 

填满某一壳层的一组电子，它们的总角动量等于零.去掉一个电子以后，这 

个壳层获得某一角动置 y •对 U ,/) 壳层讲来，角动 爾^显 然可取两个值.因 

此1 所得的能级可以记作1 S|/2 ,2 9 i /2 2 Pi/J ,2 Pvj ，…，其中的 ； 值是作为下标附记在 
指示空穴所在的字母下的.但在习惯上，常用以下的专门记号代表这些能级： 
ls 1/2 , 28 l/s , 2 p ,/ j , 2 p J/2 , 3 s l/a , 3 p I/2 , 3 p }/2 , 3 d 3/2 , 3 d V2 

K L , L „ L , M , M „ M „ M v - 

"=4.5.6 的能级相应地用 N ，0, P 等字母标记之. 

" 值相同的那些能级彼此靠得很近（用同一大写字母标 记之） .而与不同 
n 值的那些能级远离.其原因在于这些内电子离核相对来说较近，电子所处的场 
差不多是未屏蔽的 核场. 与此相应，它们的态是"类氢”态，它们的能量在一级近 
似中等于 - ZV 2 n 2 (用原子单位），也就是只和《 有关. 考虑了相对论效应以后 , y 
值不同的谱项就彼此分开（参阅§72关于氢原子能级精细结构的讨论）.例如， 
L ,， L n 与 L B 分开； M , ，\1„与 . Mr , 分开. 这样的一对能级称 为相对论双线 .y 
值相同/值不同的谱项（例如 L , 和 L n ， M | 和 M D ) ，它们的分裂是由于内电子所 
处的场已与核库仑场有所不同，也就是这时计及了该电子与其它电子的相互作 
用. 这样的一对能级称 为屏蔽双线. 其余电子在核附近产生的势是电子“ 类氢” 
能置的主要修正项，它与 〆 〃成正比[见 （70. 8)]. 但由于这个修正项既和„无 
关，也和/无关，它并不影响到能级间距■因此，能级差的主要修正项来自一个电 
子与其邻近电子间的相互 作用. 由于内电子间的间距 I ■- 1/ Z (在电荷为2的场 
内的玻尔半径），上述作用的能量为~ \/ r ~ Z . 考虑了这个修正后，在同样的精 
度内，可以把 X 射线谱项的能鼋写作 -( Z - S ) V 2 n 2 , 其中的 5=5( n , Z ) 是一个 
比 Z 小很多的凿，可看作核电荷的屏蔽值. 

除了电子壳层内一个“空穴"的 X 射线谱项外，也可能存在两个和三个“空 
穴”的谱项.由于内电子的自旋轨道作用很强，故空穴的相互耦合为力耦 合. 

X 射线谱项的宽度取决于重建电子壳层从而填充该空穴的各种町能过程的 
总概率.在重原子中，最重要的过程是空穴从所给壳层跃迁到更高壳层（也就是 
电子相反的跃迁），从而辐射出 X 射线光 M 子的过程.这种“辐射”跃迁的概率 
(及其所对应的那部分能级宽度）随着原子序的增大而极快地增长 （约 正比于 
/), 但对给定的 Z 则随跃迁能级的增高而减小. 

对于较轻原子（和较高能级），无辐射跃迁占有重要的甚至优势的地位，此 
时空穴被更 高能墩 的电子所填补，它所释放的能墩，可以把原子中的另—个内电 
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子剥离出去（称为俄歇效应），此过程的结果，使该原子处于具有两个空穴的态 
中•这个过程的概率及其所贡献的那部分能级宽度，在一级近似（相对于 1/ Z ) 下 
与原子序无关①（参阅例题）. 

习 题 

当原子序足够大时，求 X 射线谱项的俄歇宽度依赖于原子序的极限定律. 
解：俄 歇跃迁概率与下列矩阵元的平方成 正比： 

M = jf W; 

其中的 （ A , t 和 〆 ,是参与跃迁过程的那两个电子的初末态波函数，而 V = e 1 / 
r l 2 是它们的相互作用能量•当 Z 足够大时，内电子的波函数可看成类氩波函数， 
并可略去其余电子对核场的屏蔽（在原子内部对积分式 A / 有贡献的那个区域 
内，电离电子的波函数也是类氢的）•如果把所有的量表成库仑单位（常教 a = 
厶 2 ,见 §36) 后，再进行计算，则在积分式 M 内依赖于2的唯一量是 V = l / Zr n , 
因而 W ~ 1/ Z . 跃迁概率以及能级的俄歇宽度 A £ 将和 Z - 2 成 正比. 化 EJ 到通常 
单位制（能量的库仑单位是 Z 2 meW ) 中，可知与 Z 无关. 

§75 多极矩 

经典理论中，多粒子系统的电学性质是用它的各种不同 M 级的多极矩描述 
的，这些多极矩通过各个粒子的坐标及电荷表达 出来.敏子 理论中，这些景的定 
义在形式上和经典定义相同，但是现在必须把它们看作算符. 

第一个多极矩是偶极矩，其定义为下列 矢量： 

d = Z er - 

式中对所有粒子求和，为简洁计，略去了代表粒子编号数的下标.这个算符的矩 
阵，和任一极矢屢的矩阵一样（见 §30), 只有宇称相异的状态之间的跃迁矩阵 
元才不等 于零. 所有的对角矩阵元因而都等 于零. 换句话说，任一多粒子系统 
(例如一个原子）的偶极矩，在定态中的平均值都等于零②. 

对/为奇数的所有/极矩讲来，以上结论显然也是成立的•这种多极矩的各 
个分鼋是坐标的/次（奇次）多项式，它们和一个极矢鐄的分最一样，当坐标反演 

① 举例来说 . K 能级的俄歇宽度约为丨 eV . 史高能级的俄歇宽度可达 -10 e V . 

② 为避免误解起见，我们若艰指出•这电所指的是封闭的多粒子系统.或在球对称外电场中的多粒 
子系统•举例来说，如果把职子核肴作是“阂定••的.那么.上述论断对原子中的多电子 系统讲 来足成的. 
但对分子中的多电子系统讲来并不成立. 

我们还假定•除 r 总角动&的方向简并以外•不存在其它的附加 （-偶 然"）能级简并.否则就会构造 
出没釘确定宇称的定态波函数.它们的偶极矩对角矩阵元不一定等于零. 
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时，要变一个 符号. 因而适用同样的宇称选择定则. 

系统的四极矩定义为下列对称张最： 

- sy ). (75.1) 

它的对角项之和等于零.要计算四极矩在系统（罾如说原子）某态中的值， 
( 7 5. 1) 式的算符需要对相应的波函数求 平均. 这种平均最好分两步进行 （参考 
§72). 

我们用代表对总角动量给定为7值（但不是对它的分 t 值的各个电 
子态求平均后所得的四极矩算符. 

这个平均后的算符，必须能用描述整个原子状态的物理量算符表达出来，这 
样的算符只有“矢量 " i . 因此么 4 必呈下列 形式： 

么 = 2 J ( 2 J - l ) ("* + 以-+;、 ) ， （ 75 • 2 ) 

括号内的表式是这样构成的，使它对称于下标 i 和 A 并且缩并后等 于零； 关于系 

数 C 的含义留在以后说明•式中的各个 ■/, 算符，应该理解成为我们所熟知的各 

个 ■/, 矩阵 （ § 27 和§ 54 ),它是由值不间的各个态构成的.算符 当然可用它 
的本征值 ■/(■/ +1) 来代替. 

由于角动量•/的三个分量不能同时具有定值，对张量的各个分董讲来情 
况也是这样•对于分量，我们有 

^ a = ~J(2J Q -l) ， 

在/ =■/(•/ + !> 和人=化的态中 ，(^ 也具有 定值： 

[ w ；- y 7 (y + l ) J. (75.3) 

当/时（当角动恿：•‘完全”沿 z 轴方向 时）， 我们得 t = &这个通常简称 
为四极矩. 

•/=0时，所有的角动1矩阵元等于零，因此 （75. 2) 式的算符也等于零.这个 

算符当•/= ^■时也恒等于零.这是因为凡是 J = | ■的角动量分量矩阵都等于 

(55. 7) 式的泡利矩阵 • 把它们代人（乃. 2) 式直接相乘后即能证明这一点. 

上述情况不是偶然的，而是下列普遍规则的一个特例：2< 极矩张量 （/ 为偶 
数）只对系统总角动摄 

J ^ Y 1 (75.4) 

的态才不等于零 .2^ 极矩张1是一个/秩不可约张釐（见《场论》， §41), 条件 
(75. 4) 来自这种张最的矩阵元的角动镦选择定则，亦即其对角矩阵元不等于零 
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的条件 （ § 107). 我们早已指出，宇称选择定则要求/必须是偶数. 

应该注意的是，电多极矩都是一些“轨道”敏；它们的算符中不含自旋算符. 
因此，如能略去自旋轨道作用，使得 i 和 S 分别守恒，那么，多极矩矩阵元所服从 
的选择定则，对 M 子数 A 以及对量子数 •/ 讲来都是一样的 • 


习 


题 


1. 在原子能级的不同精细结构组分中 （ 即在 L 和 S 值已定而_/值不同的各 
种态中），求其四极矩算符之间的关系. 

解： 在给定 L 和 S 值的态中，四极矩算符作为纯粹的"轨道 ，，量 只依赖于算 

符 么 ，因此仍可用 （75. 2) 式表出，但应把彡改为£(但具有不同的0常数）•这个 
算符再对具有给定_/值的态求平均后，即得 （75. 2) 式的算符： 


Qa ~2J( 2J - 1 ) 乂 + 人乂 . _ ^ + 1 ) 5 « ] = 

3Q, r-TT TT 2 i 

2L(2L-l) i L - Li +i * L ' ~T £，(L + 1)5 '*] 1 


( 1 ) 


需要求出系数 Qj 与 仏.的 关系. 为此我们把 （丨） 式左乘 又同时右乘人 （并对 
和灸求和），并把对角算符化成本征值.此时，有 

按 （31.4) 式 ，有 

2J ■ L=J(J + 1) +L(L + l) - S(S + \). 

利用下列 公式： 

[Hi = ie u,A . [/,,/] =ie Um L m , 

再用类似于 § 29 例题中的做法，可把 乘积人 乂化成 

■ L) 2 - (J ■ L). 

同理有 

W 丄 =(/) 2 , jJJJ k =/(/-i), 

结 果可从 （ l ) 式求出下列关系： 


0 -0 L)(2J ■ L-\) -2J(J + \)L(L + \) 

1 L (7 + l )(27+3) L (2/.- l ) 


例如 ， S = 1/2 时，由上式得出 


= L + y 时， Qj=Ql> 
时 


( 2 ) 


(3) 
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2. —电子（电荷为- | e |) ,其轨道角动量为/,试把这电子的四极矩用电子 
到中心的距离的方均值表示出来. 

解：我 们必须把下式 

= - I e k 2 (3cos : 0- 1) = - |e|r J (3n? - 1) 

对角动量给定为/、投影值为 m = /的态求平均.其中角因子的平均值可按§29 
例题所得的公式直接求出（该式中的/:应改为 /), 结果得 

Q ' = ] el ? 2 rh - (4) 

这个量的符号与电子电荷的符号相反，这是必然的 ：因为 角动量沿 2 轴方向 

的粒子主要运动于 z =0 平面的附近，从而有 cos 2 0<1/3. 

对于 _/ = Z ± l /2 的电子，用 （3) 式得 

( 5 ) 

3. 试求基态原子的四极矩，该原子满壳层外共有 p 个电子全都处于轨道角 
动量为/的等效态中. 

解：由 于满壳层的总四极矩等于零，该原子的四极矩算 符为： 



3| e | r T 

(21 - 1)(2/ + 3) 


Z [ /'/\ + /乂 - |/( / + 1 )心 ， 


式中对所有 p 个外电子求和[其中应用了 （4) 式]. 

先假定矣 2/ + 1, 也就是该壳层半满或不到半满.根据洪德定则（ §67), 此 
时 V 个电子的自旋全都平行 （ 因而 S = «//2)•这表明原子的自旋波函数是对称 
的，因此坐标波函数对这些电子而言是反对称的.由此可见，所有的电子必须具 
有不同的 m 值，于是最大可能的 / W , 值（以及和它相等的 L 值）等于 


乙 =( 対 上 , =X 

m = /-» 

所求的仏.就是 A/ t = / •时的0„本征值.因此有 


m =—i/(2/ - 1 / + 1 ). 


Ql 

把求和式算出后，即得 


6|e|i 


I 

(2/-1)(2/ + 3火 


/(/ + 1 ) 




0 2 l ( 2 l - 2 v + l ) 



(6) 


最后，再用 （2) 式把 久 变换到仏. 

当原子的外壳层超过半满时，把电子换成••空 穴”加 以考虑，就可以化回到 
以上的 情况； 结果仍得 （6) 式，但需改变符号（“空穴”的电荷为 + | e |), 此时式 
中的" 不再是电子数，而是该壳层中的空位数. 
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如果把原子放人外电场中，它的能级会有所改变；这种现象称为斯塔克 
效应 • 

处于均匀外电场中的原子，是轴对称场（核场加 t 外场）中的一个多电子系 
统，因此严格讲来，原子的总角动置不再 守恒； 只有总角动敏 y 沿外场方向的投 
影 化才是 守恒的 • M ; 值不同的态，将具有不同的能量，亦即外电场解除了对角 
动量空间方向的简并性•但是，这种解除并不完全，值只差一个符号的两个态 
仍然 简并. 实际上.均匀外电场中的原子，对通过对称轴的任一平面讲来，具有反 
射对称性（这个对称轴就是通过原子核而平行于外场方向的轴，我们在以后把 
它取作 z 轴）■因此，通过这样的相互反射而得到的两个态，一定具有相同的能 
童.可是，对通过某轴的一个平面反射以后，相对于该轴的角动景就要改变符号 
(绕此轴的正旋转方向变成负旋转方向）. 

我们假定外电场足够弱，它所产生的附加能 敏远小 于该原子的能级间距，包 
括精细结构的间距•此时.我们就可用§38和§3 9 中所讲的微扰论去计算外电 
场中的能级移动•这里的微扰算符就是电子系统处于均匀电场家中的能留，它等 
于 

V = - d • ^ - m , (76. 1 ) 

式中的 rf 就是该系统的偶 极矩. 在零级近似下，能级是简并的（对总角动看的方 
向而言）；但在目前情形下，这种简并性并不重要，我们在应用微扰论时，可以把 
它当作非简并能级来处理.这是因为 4( 和任一矢量的 z 分量一样）的矩阵中只 
有％值不变的那些跃迁矩阵元才不等于零 （见 §29), 所以值不同的态，在 
微扰论的应用中是彼此独立的. 

一级近似下的能级移动由微扰项的相应对角矩阵元所 确定. 但是偶极矩的 
所有对角矩阵元全都等于零 （§75). 所以电场中的能级位移是场最的二次效 

应①. 

既然是场的二次效应，能级的位移必呈下列 形式： 

(76.2) 

式中的是二秩对称 张缺； 把场的方向取作 z 轴方向.即得 

A ^ n = (76.3) 


①氧®子岛一个例外.它的斯塔克效应勻场成线性关系（见下节）.处于商激发态的其它元索的® 
子（因而 ffi 类氧的•见 568), ft 足够强的电场中勻子的情形类似. 
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at 也就是外场中的原子极化张量 ：把一 般公式 （ II . 16) 中的参1 A 取作$ 

分最，并令该式中的6 =化-或 d ,, 我们得到原子在电场中的感生偶极矩的平均 
值： 


把 （76.2) 式代人，得 


d'"' = 


dAE. 


dF = a !；^ t . (76.4) 

极化率必须用微扰论的一般规则算岀.按照二级近似公式 （38. 10) ，我们有 


= -2S 




(76.5) 


原子的极化率与其状态（未受扰态）特别是与敏子数有关.它与 A /, 的关 
系可表成一般公式.对各种不同的 M ; 值而言，的数值可看作下列算符的本 
征值： 




(76.6) 


这是依赖于矢量/的两秩对称张量的 M — 般形式（参考 §75) .按 （76. 3) 和 
(76. 6), 我们有 

A £„= - y ^ 2 { a „ + 2/3--^-7(7 + 1)] }. (76.7) 

上式对所有的值求和后，曲括号内的第二项等于零，所以第一项等于分 
裂能级的“重心”移动量.此外，按照 （76. 7) 式, +的 能级并不分裂，与克拉末 
定理 （§60) —致 • 

如果原子处于非均匀外场中（此场在原子尺度范围内变化很小），由于原子 
的四极矩作用，会产生一个与场1成线性关系的能级分裂效应.系统与场之间的 
四极矩作用算符，与四极矩能量的经典表式（《场论》， §42) 具有相同的 形式： 

“ + ㉟ （ 76 . 8 ) 

式中的 P 是电场的势，微商取在原子位置处. 


习 题 

1. 试求多重能级各组分的斯塔克分裂与■/的关系. 

解：此 題的求解最好改变一下微扰 次序； 先考虑没有精细结构的能级的斯塔 
克分裂，然后再引进自旋轨道作用.由于原子的自旋不和外电场作用，对轨道角 
动量给定为 △的能 级讲来，其斯塔克分裂可由 （76.2) 式确定，但是式中的&应 
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该通过算符 Z 表出，正如 （ 7 6. 6) 式的 <5, 4 通过算符 i 表出 一样： 

= a ^n + ^ ( L t L k + L k L i - -|-5,jL 2 j. 

各处的指标 n 都已 略去. 引入自旋轨道作用后的原子态应该用总角动量_/标志. 
把算符对具有某一给定_/值的各态求平均（但不对其分量；^求平均），这与 
§75例题丨中所作的平均，在形式上完全 一样. 结果又回到 （76. 6) 和 （76. 7) 式， 
式中的 a , 沒常数可通过 a , 6常数 表成： 

a = a g -f.3(7-L)[2(y-L)-l] -2J(J + \)L(L + l) 

' y(y + i )(2 y - i )(2 y + 3) • 

上式确定了分裂值与 J 的关系（当然不是与 Z ■和 S 的 关系； L 和 S 是未分裂谱项 
的标志.常数 a 和/ •也和 它们有关）. 

2. 试求双重能级 ( 自旋在任意（非弱）电场中的 分裂. 

解■•如果分裂值不小于双重组分之间的间距，那么电场的微扰与自旋轨道作 
用必须同时加以考虑，亦即微扰算符为以下两项之和 

V = AS ■ L-~^ 2 ^a + 2b[L 2 ,-j-L(L + l)J } 

[参考 （72. 4) 和上题].略去与分裂无关的常数项，这个算符可改写成[见 
(29. II )] 

i> = y/l[S.Z. +S.L. + 2S,L,] -b^ 2 L], 

对每个给定的 = % 值，这个算符的本征值由久期方程的根所确定，该方程由 
这个算符相对于= 1 M + - j , ± +〉诸态的矩阵元所组成.按 （27. 12) 式 
我们有 

〈似 + 如-士|十 + +，-|〉 = - \ A ( M + \) -叫 w + +)*， 

+ = y a J( l + m + y ) 

故能级移动 （见 §39. 例題 丨） 为 

AE= -b^M 2 iJl-A^L + ^y+b^ibl^ 2 +A)M 2 , (1) 

式中略去了对双重能级的各个分裂组分全都相同的项.这个公式（根号前带有 
正负号）适用于所有的能级•当 | W | =乙+ +时只有一个态， 
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此时的能级移动由相应的对角矩阵元给出，即 

A£= (+4 + 叫 (i+y) -6^f J (L+y) 

这个结果等于根号前只取一种符号的（丨）式. 

3. 试求轴对称电场中能级的四极矩分裂①. 

解：在 对称于 Z 轴的场内，我们有 

d » &=- 2 - 

其余的二级导数都等于零.四极矩能量算符 （76.8) 变成 

把算符换成它们的本征值，便得能级移动 


A£ = • 


Q 


: U(J + ^) -3 略 


( 2 ) 


27(2；-1) 

4. 计算基态氢原子的极化率 • 

解 ：由于 s 态的球对称性，极化张量是一个标量 （ a a = a 5 i 4 ) 按 （76. 5), 我 


们有 


-- 2e T-tr ： 


电子的偶极矩为 = ez ，£。 为基态 能量. 我们按下列定义引入辅助算符石 


m db 
~hdt 


式中的 m 是电子质量. 则有〜 = y ( £ 0 - £*) 6 04 和 

a=^r- X 2 0* 6 *0 =^p f -( zt )oo- ⑴ 

计算此式时，只需知道 6 作用于必。（「）波函数后的结果. 

根据 （ 9.2) 式， 

# 0 = = y ( ^ 

把 i 么函 数记作 a (/ 0 ^ d , 注意到少。满足方程 ^ K = E A 。， 其中 



①这个问题对任意场而言 ， as 103,例越 6 . 



我们得 b(r) 的微分方程 
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士屮。 V 2 “ V 6 • V 巾 0 =\ 砷。， 

用6 =/( r)cos 0代入 （0 是球坐标系中的极角，而 2 = rcos 0) ,上式化成 

y /,+ 7 / '7 /+ ^ /，=ir, ⑺ 

上式之解必须满足 r —0 和 f — oo 时为有限的条件. 

对于基态氢原子，於 0 =— exp ( - r / a B ) , n B = fiVme 2 是玻尔半径.满足上述 

条件的 （2) 式之解为/= - ira „ ( a „ + •按（丨）式现在可得① 




08 ^)oo =^~( r /)c 


5. 在力程为 a 的势阱中，计算一个束缚 s 态电子的极化率，已知 a<f <<1 而 


K = I E 0 1 / A,£ n s 电子结合能. 

解：根 据条件 a#c <<丨，我们在计算⑺‘矩阵元时，可以略去阱内区域，而 
在整个空间采用阱外区的下列波函数： 



(上式的归一化也采用了条件 aK <<丨，见§ 133). 例題4中的 （2) 式现在变成 

- xf - 士 = ir . 

上式满足边界条件之解为/= - ir 2 /2 K . 用上题（丨）式，算出 

me 2 

a = ― z — r . 

4h 2 K 


§77 电场中的氢原子 

氢原子能级不同于其它原子的能级，它在均匀电场中的分裂与场强成正比 
(线性斯塔克 效应）.这是由于氢原子谱项中存在着偶然简并，/值不同（对一个 
给定的主 M 子数 n 而言）的态具有相同的能 ffl . 这些态之间的偶极矩跃迁矩阵 
元并不等于零，因此即使在一级近似下由久期方程得出的能级移动也不为零②. 
为计算方便计，最好选取这样一组未扰波函数，使得微扰矩阵对每组相互简 


① 这个结果在577中将用不同的方法导出， 

② 以下的计算中•不考虑氧原子能级的楮细结构.因此所加的电场虽然不能太强（使得微扰论能够 
应用也不能太弱，使得斯坍克分裂能大于 W 细结构.相反的悄况阽第四#. 852,例 H . 
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并的态是对角的.我们发现，只要把氢原子在抛物坐标内进行量子化就能做到这 
—点 •抛物坐标中的氢原子定态波函数也,¥已由 （37. 15)、（37. 16) 给出. 

微扰算符①（电场尽中的电子能研）为该电场沿正-，轴方 
向，电子所受的力则沿负 z 轴方向.我们只对能量不改变（即主 量子数 《不改变） 
的那些 n , n 2 m -> n V : m ' 跃迁矩阵元感兴趣.容易证明，其中只有以下的对角矩 
阵元不等于零（式中已作替代4 =卬,， ”=〒:）： 

f = t/ 0 ! 0 f 0 (^ 1 -V 3 ) l I 2 d<pd4dif = 

= ff : f " AJp ,)/ l r .( p 3 )( p ： - pl ) dp , dp 2 - (77.1) 

这个微扰矩阵，对最子数 m 讲来，显然是对角的，由于《相同 n , 不间的函数 
的相互正交性（见后），它对量子数 n ,， n 3 讲来也是对角的. （77. 1) 式中对 d P ，和 
如 2 的积分可以 分开； 积分式的具体计算见本书数学附录§ f [积分式 （f • 6 )]. 经 
过简单计算以后，求得能级的一级近似修正值为② 

E ,, > =^ n ( n , - n 2 ). (77.2) 

在通常单位制中，即为 

E ⑴ =-|- n ( n , - n 2 ) \ e\ff 

L me 

分裂能级的两个极端组分相当于 = n - l , n 2 =0,以及 = 0 , n 2 = n - l . 这两个 
极端组分间的间距按 （77. 2) 式等于 

38 h ( n - 1 ) , 

这就是说，斯塔克效应的能级总分裂大致和 〆 成正比.能级的分裂随着主镜子 
数的增大而增大，这是 I •分自然的 ：电子 离原子核愈远，原子的偶极矩就愈大. 

线性效应的存在，表明未扰态中的原子具有偶极矩，其平均值等于 

d , = --|-«( «, -« 2 ) - (77.3) 

这个式子与下列事实相 一致； 由抛物 1 子数所确定的态中，原子的电荷分布对 
z = 0 的平面是不对称的（见 §37) •例如 n , > n 2 时，电子主要是在 z >0的一边， 
因此该原子的偶极矩与外场相反（电子带负电）. 

上节中已经讲过，一个均匀电场不能把简并性完全解除 ：它总 是留下双重简 
并.这两个简并态，其角动最沿电场方向的分徵具有不同的符号（目前情况下， 

① 本 W 中采用原子单位. 

② 这个结* 是由 K . Schwarachild fll P . Epxlcin 用 IIJ ft 子沦得到 （1916) .以后由 W . Pauli 和 E . 
SohrOdingrr 用置子力学得到 （1926> • 
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这两个态的角动 I 投影 等于: t m )• 但是从 （ 77. 2 ) 式可以看出，氢原子的线性斯 
塔克效应中，连我们所讲的那种简并度也还没有达到：能级移动值 （„ 和„ ，一 
为给定）与 m 及七无关.在二级近似中，简并度将得到进一步的解除，特别是对 
». =七的那些态讲来线性斯塔克效应根本不存在，这个时候，二次效应的计算是 
更加需要的. 

应用通常的微扰论公式计算二次效应很不方便，因为这个算法需要涉及一 
个 g 杂形式的无穷级数的求和.我们改用下列稍加修改后的方法 • 

均匀电场中的氢原子薛定谔方程呈下列形式： 

(+ V 2 +£++- 汾卜 =0. 

它和 ( i = 0 的方程式一样，可以在抛物坐标中分离变量•把§37中的 （37.7) 式代 
人上式，得到以下两个 方程： 


d 

d? 


(”尝) + 


+ Pi = 1 


(77.4) 


上式和 （37. 8) 式的差别，在于多出了含有篆 的项. 我们把以上两式中的能蛩 £ 
看作具有某一给定值的一个参量 ，把久 和庆看作式左相应算符的本征值；容易 
证明，这两个算符都是自 轭的. 从以上两式解出的/3,和床是£和皮的函数，然 
后，根据条件氏+/3 2 =1得出£:和名的关系. 

作为 （77.4) 式的近似解，我们可以把含有各的项看作微 扰项. 在零级近似 
下（疼 = 0), 上式有下列熟知的解： 


/. =^ f ., Aie ), f 2 =^ f . im ( V e ), (77.5) 

其中的函数和 （37. 16) 式相同，能1 E 已经换成下列 参量： 

e = V - 2 E , (77.6) 

相应的/8,和 A 值为[根据 （37. 12) 式，该式中的 n 须以代替] 

成。、卜 成❶、卜卜 (77.7) 

作为任意自轭算符的一套本征函数/值给定以后值不同的那些/,函数，都是 
彼此正 交的； 这一事实，我们在以前讨论线性效应的时候早已利用过.在 
(77. 5) 式中，那些函数已按下列条件归—化： 

厂/化=1, \' f \ A V = \. 

J 0 J 0 

反和仄的一级修正值是由微扰项的对角矩阵元确定的. 
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计算后.得出 

P\ n =^- j (6 /iJ + 6 n , I m I + m J +6 n , +3 | m | +2). 

把上式中的 《, 换成 n 2 并改变符号后，即得成 11 的表式 • 

根据微扰论的一般公式，在二级近似中，我们有： 

0(2) _ ^ I (^ 2 | 2 

" 16 ^,pr(n t )-fir(n\y 

( f 2 ) •，- .，矩阵元中出现的积分在数学附录§ f 中有所 计算. 不等于零的矩阵元只有 
= ( f 2 = -^-( 2 / 1 , + | m |) y / n ,( n , + Iml ) , 

( f 2 -2 = (f =\^ n t (. «i ~ l)( n i + lml )( n , + Iml -1). 

前式分母中的差值为 

( n i ) -^!" 1 ( n ' i ) = e ( n , - n ',). 

结果算得 

P ?' = -备 (W +2 n , +1) • 

• [4 m 2 + 17(2 I m |«, + 2 n ] + | m | +2«,) +18]. 

上式中的 n , 改为 〜后， 可得成 2) 的 表式. 把所得的这些表式一起代人关系式 
P , + A =1 中，即得下列 方程： 

- 17/1 2 +51( n , -/ i 2 ) 2 -9 m 2 + 19] + 

+ y^-T(n, ~n 2 ) = 1. 

L e 

用逐步近似法求解上式，可得能量 £= 的二级近似式，结果 如下： 

E - - 2^* + y g，n ( n i ~ n i ) - 

~ l 6 n ^ 17 n ' _3(n, _ n 2 )l - 9m2 + 1 9] , (77.8) 

式右第二项就是熟知的线性斯塔克效应，第三项就是所求的二次效 应①. 第三项 
永远是负的，也就是说,二次效应总是使进项 下移. （77. 8) 式对寒 微商后 ，可得 


① G. Wenlzel,!. Waller,P. Epstein , 1926. 
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偶极矩的平 均值； 对\ = n 2 的那些态讲来，它等于 

^ = ^-(17 n 2 - 9 m 1 +19)« (77.9) 

因此基态氢原子 U = l ， w =0) 的极化率为 9/2( 也可参见§76,例题 4 ). 

氢原子谱项的能量绝对值随着主量子数"的增大而很快地增大，而斯塔克 
分裂也随之增大.因此，当外电场足够强的时候，高激发能级的斯塔克分裂可以 
和该能级本身的能量值差不多大小，以致微扰论无法应用①，研究这个问题是很 
有趣的.为此可以利用这样的事实，"值很大的态都是准经典的- 
作下列 替换： 


f'=xMl ， fi =X2 / ^V • 

可以把 （77. 4) 式化成以下 形式： 

^X, I E 3 、 


☆的专 -孙，°， 
Shi 今分 fo— 


(77.10) 


(77.11) 


d ”： \ 2 v 4 V 2 ' 4 

每一个这样的方程，在形式上等同于一个一维的薛定谔方程.粒子的总能量相当 


于而势能分别相当于下列 函数: 


^,(0 =- 




+_ 8^ 


I ， 






8( 


图25和图26分别表明这两个函数的大致形状 （m 
罨子化规则 （48. 2), 我 们有： 


(77.12) 


1) .根据玻尔-索末菲 



图25 


图26 


①》扰论用于麻能级的要求 . ffi » 扰项小于该能级本身的能供仿（电子的结 合能） .而不是小于能 
级之间的 MHi . W 为在准经典悄形下（它恰好和商激发态相对应），只 ® 外场所给的力小于未扰系统中作 
用于粒子上的力.就 " f 以算作小的微扰；这个条件和上述条件 等价- 
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C V 2 [f _t/ ' (f) ] df = ( n < + + 卜 

„ __ (77.13) 

人 : V 2 [T _ " s(r?) l d ” = (〜++)' 

式中的 n , 和〜都 是整数①.这两个式子隐含地确定了参量久，庆和£：的关系.再 
加上关系式 A + 氏 =丨，就能给出电场中移动能级的能量值 .（77. 13) 式中的积 
分可以化成一些椭圆 积分; 这些方程式只能用数值方法求解. 

强电场中的斯塔克效应由于另一现象而复杂化，这就是原子在外电场中的 
电离现 象®. 电子在外场中的势能汾，当00时，可取任意大的负值_该电子 
在原子内的势能加上&以后，结果使电子的运动区域增大（该电子的总能最£： 
是负的），除了原子的内部区域以外，还包括沿阳极方向的远离原子核的区域. 
这两个区域被一个势垒所隔开，势垒的宽度随着 g 的增大而递减.然而在量子 
力学中，粒子穿透势垒的概率并不等于零•在目前情形下，电子穿过势垒从原子 
内部逸出的现象•就是该原子的电离过程•弱电场中的这种电离概率小得几乎等 
于零. 但是这个概率将随&的增大而指数式地增大，在足够强的电场中就不可 
忽视③. 


习 题 

'• 试求氢原子（基态）在《 <<丨（在通常单位制中为 《<< m 2 | e| 5 /f ) 的电 
场中（每单位时间）的电离概率④. 

解： 在抛物坐标中••沿 r ; 坐标轴”有一个势垒（图 26); 电子沿 - 00 方向 
从原子中被“拉出”，相当于它进入了 7?值很大的 区域. 为了求出电离概率，必须 
研究77值很大时（以及 f 值很 小时） 波函數的形式（下面将看到，在求逸出电子 
总概率流量的积分式时，小的 f 值是重要的）.基态电子的波函数（无外场时）为 

—( 1 ) 


① 洋细的研究表明•把和 f / 2 中的 V -1 改成 m 2 后， BI 得 更锖确 的结果•这样一来.粮数„,和~ 
就等于抛物 S 子数. 

② C. Unc7.on.1931. 

③ 这一现象捉 供了一 个例证•说明小的微扰为什么有可能改变能进的性®.即使 a —个弱的电场 
t 也足以产生一个势辛和一个远离原子核的电子经典运动区.严格 w 来.其结* £使电子的运动成为无 
限运动，从而使能 il {山离敗变成连续. 但是 .川微扰沦方法求得的形式解仍冇它的物理意义：这样给出的 
能级记《于这样的一苎态，这些态 M 然不完全 g 定态，但•■差不多"部坫定态.处于这样的 一 t •态中的职 
子，将在很长时 M 内维持 rt ■:这个态中. 

可是•用 M 扰论计 算能级 的斯塔分裂时.所得的级败并不是严格收敛的，它只足一个渐近级数：从 
该级败的* 一项开始 （ i * 扰愈小，此项出现得 愈晚） ，其 (&的 项不是 减小 而足增大. 

④ 本 H 采用职子单位. 
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当有外场存在时，在我们感兴趣的区域内少和 f 的关系可以看作和（丨）式相同， 
至于它和7；的关系由下列方程确定. 

f ^ + [ _ T + ^ V + T ^ k =0 ( 2 ) 

[即 £ = -士， m = 0 ，床=+的 （77. 11) 第二式 j .其中|= 6 必•令”。为”的某个 

值（在势垒内），满足 1 « Vn << 1 /^■，当77&?7„时，波函数是准经 典的. 另一方面， 
由于 （2) 式呈一维薛定谔方程的形式，我们可以应用 （50 _ 2) 式. 作为边界条件，少 
在乃=%处应该变成 （ 丨 ） 式的波函数，我们就得到势垒之外的下列表式： 

_ I Vo \Po\ \ ^ I ^ + Vo . r . 1 . \ 

exp ( ~^~ +， i 0 pdr }+ T ,7 T l ' 

其中 

,,{r,)= J-i + ^ + ^ + ^ L - 

我们只对平方感兴趣，因此指数幂的虚部并不 重要. 令乃，为 方程 〆 =o 
的根，我们有 

' X ' 2 =!? i i ^ exp ( ~^~ 2 f no \ p \ d V - Vo )- (3) 

V »1 时，我们在上式指数前的系数中令 

丨/>。卜 +，/ > tB yv / ^7 - 1 - 
指数幂中必须保留 〆 77 ) 展式的下一项： 

卜卩 = — fi ex p[ J /I -» v^v + f ' ― - v 0 ], 

TT 7 ffrj - 1 1 1 10 J T) ~/1 _ fft] J 

其中 77, *= 1 /界,积分后 （ TJ 。 沴与 1 相比可略去）可得 



通过垂直于2轴的一个平面的总概率流量 （ 即欲求的电离概率《0为 

W = J I if/ \ 2 v s 2 irpdp, 

P 为该平面内的圆柱 半径. 对于大的 r ?( 以及小的在）我们可令 
dp = d v/^77 ■= 

并把下列电子速度代入， 

* W 2 ( -+++%)=馬1, 
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我们有 

故最后得 


w = f I^Tir /1^17 - 1 df, 

J 0 

w= i exp (-4) 


用通常的单位制时，則得 


W = 


4m 3 I e [ 9 

me 


exp ( 


2tn \e\ 5 \ 
3 抑 4 J 


(5) 


2. 求短程力势阱中的一个束缚 s 态电子被电场拉出的概率.假定电场很 


弱，满足 | e |&« fc 2 K 3 / m , 其中 k = /2;«丨£丨/1£为阱中电子的结合能， m 为电 
子质量①. 

解： 和例题 I 一样，对于弱电场，重要的是远距离（灯>>1)的 情况. 阱中电 
子的束缚态波函数（无电场约在该处具有漸近式 


卜士-' 

式中/ I 是一个与势阱形状有关的无量纲常数②，用抛物坐标时， 

r = +( 亡 + T ?) ， 


在巧 >> f 区内波函数具有下列 形式： 


2/1 


^ ex P [ + T?)]. 

下面求解时质量、长度和时间的单位分别取 m , +和 


( 6 ) 


(6) 式是 f 函数和 r ? 函数的乘积.当有电场存在时，少和在的关系可以取作 
与 （6) 式相同（参见例题丨）•为了求出 （ A 和77的关系，我们采用抛物坐标中的薛 
定谔方程.与库仑场情形不一样，势阱之场衰减很快，因此对本題至为重要的远 
距离处此场可以忽略.于是薛定谔方程分离变量后又得 （77. 丨丨）式，在该式中现 

在必须令£= 和 m =0, 且其分离参量现在满足条件 

P, +A =0- 

参量;8,应取+[使得当很小时於 ~ e _ </2 能够大致满足 （77. 11) 式的第一个方 


① IO . H . /( cMKOB . r . < I >. flpyKapce , 1964 

② 例如，当势阱半径很小，以致满足 flic «1 时.则打 = 见 §133. 
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程];从而/? 2 = - +，必是 T ； 的函数，满足下列 方程： 

^ + (~ T -^ + 4 i + T ^)^ =0 - x = _. 

和 （2) 式一样解此方程 ， （3) 式改成 

kl 2 = ~ voP °^ exp ^ _ 篆 _2 l p l d ” _ ”。). 

其中 


其次 ，（4) 式改成 


最后， （5) 式改成 


p (”) 







A 2 ^ 

~ :— exp 

y fSrj — 1 




用通常单位制时，得 


M- =ir/l 2 ^exp( , 


w 


i :\ e \% A 2 
hK 


exp( 


2h 2 K } \ 
3 m \ e\^T 


3. 求势阱中的一个电子受均匀可变电场 «；cos 作用后，脱出阱外的 
概率（求出指数式精度即可），假定电场的频率和振幅满足下列 条件： 

« I £ I , I e I ^ « h 2 K l / m . 


其中 k = y /2 m \ E \/ h , |£| 为阱中电子的结合能 （； I . B . Kendwm ,1964) ① • 

解：按所述条件，脱出概率 w 是一个指数式小量 •为 了仅仅算出它的指數幂 
(不要求算出指数因子前的系数），只需考虑沿外场方向 （2 轴方向）的一维运动 
就足够了. 


为方便计，电场最好用一个矢势（不是标势 ）4, =/4 
阱外区的电子哈密顿量为[见 （111. 3) 式] 


^0 . 
=- S1 


sin o ) t 来描写.则 


A=: t(- ih i 


-sin cot 


式中不含采用下列无量纲的变量和参量： 


①这可作为一个例子.说明带单位负电荷的一个离子被强光所电离的 悄况； 这里的势阱是由电子 
印中性原子实相互作用而产生的•条件 Aw <<丨保证了电《波的场可作羟典处理. 
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2kz, n 


2 nno _ ha ) 


可把薛定谔方程写成下列形式： 


|e|mZ 0 

■fiV - 


1 . 

—I - 

4 dT 


d iF . 

W n 


" T ) 


屮， 


其边界条件为，解少 （77, T ) 当 77—0 时应该等于未受扰的阱内电子波函教（具有 
能量 £= - |£|)： 


Tj —0 时，少一 > e iT . (7) 

由于问题是准经典的，我们令具有指数式精度的解 屮呈 ^ = exp (iS) 形式， 
S(7/ ， T) 是经典作 用量. 由于哈密顿量与坐标 7? 无关，沿经典轨道的广义动量 
P , = P 是守恒量.故 


S= ~ f ff (p,r')dr' +tfp +A, W(p ， T) =4 (p + 会 sin/2 t ) , (8) 

式中和 t 。 是常数.根据作为坐标函数的作用量的含义（见《力学》， §43) ，/»必 
须取轨道在 T 时刻位于点的值，亦即把/>作为 T7 和 T 的函數由运动方程 as / 卽 
=常数 确定： 


V-f ^ r ', (9) 

式中的常数选得使 T = T 。 时 77=0. (8) 式和 （9) 式给出了作用量，它是 T 。 和/!这 
两个常数的函数.为了获得满足 （7) 式条件的解（与求出哈密顿-雅可比方程的 
通解 一样； 见《力学》，§47附注），我们必须把4看作是 T 。 的函数，而 t 。 作为坐 
标和时间的函数，由下式 定义： 


as 

dT 0 


= 0 , 


( 10 ) 


显然有 y 4( T 。）= T 。； 故当 77=0 和 T = T 。 时，我们有 S = T 。，亦即 S = 7 ■，这和条件 
(7) 完全 一致. 此时 （10) 式变成 


/ /(/>, T 0 ) + 1 =0, (II ) 

(9) 式和（丨丨）式一起确定了 1"。（77,7")和/>(77,7)函数，从而[把它们代入（8)式 
后]确定了波函數 nv , r ). 

所求概率与沿2 轴的流密度成正比•在经典通区内，它等于 v ,\^\\ 经典 
通区开始点的坐标值，等于 S 不再增长时的点.在该点处 （dim S / drj ), =0,由 
于 dS/drj = p , 得 Im p =0;再根据 （9) 式和 （ 1丨 ） 式我们可得 Rep =0 •根据这一条 
件，我们可以求出 r 。 值，把 p =0 代入（丨丨）式后，得 

^-sin 2 /2T 。 = - 1 , 


从而有 
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fh 0 = iarsinh y , y = 


/2 */2m \E\co 


2F \e\S 0 - 

“时间 "t d 为虚数这一点说明了这个过程是经典不可能的. 

最后得 

w ~ exp { -2Im [ 厂 ^ S in 2 /2 T ’d T ’ +T 。] }, 
式中的 T 可取任意实 数值； 积分的虚部不受 影响. 上式积出后，得 
w - exp | -/(y) J , /(y) = ( 1 +^j)areinh y 

/( y ) 函数的极限式为 


2y 


( 12 ) 


Ay) ^yr. (y «!) 


/(y) »«ln 2y - y, (y » 1 ) 

• y —0 时 w 的极限值，相当于粒子被恒定场拉出阱外的概率. 

(12) 式只当指数幂很大时才能应用.为此，在任何情况下必须具有<< 
| fi | 的条件. 




第十一章 
双原子分子 


§78双原子分子的电子谱项 


在分子理论中，原子核质敏远大于电子质撤这一事实起着重要的作用.由于 
这种质最茇别，分子中原子核的运动速度远小于电子速度.这就有可能把电子的 
运动看作是电子在相隔一定距离的一些固定原子核之间的运动.对这样一种系 
统求出的能级就称为分子的电子谱项.电子谱项与原子能级（它是一组数 
值）不同，它不是一组数值而是以分子中各个原子核间距离为参量的一个函数. 
仏中还 包含原子核之间相互作用的静电能 M . 所以 乂实质 上就是当诸固定的原 
子核具有给定排列时的分子总能墩. 

我们先从类型最简单的分子一双原子分子考虑起，它可以供我们进行最 
完备的理论研究.双原子分子的电子谱项只是核距 r 这一个 参狃的 函数. 

原子谱项是按总轨道角动量 i 的数值加以分类的，这是原子谱项分类工作 
中的一个 f 要原则.但在分子中并不存在电子总轨道角动量的守恒律，因为多个 
原子核的电场并不是一个有心力场. 

可是在双原子分子中，电场对两个原子核的连线而言具有轴对称性.由于轨 
道角动 M 沿该轴的分董是一个守恒 It , 我们可按该分量的各种数值对分子的电 
子谱项进行分类.沿分子轴的总轨道角动 M : 分其绝对值习惯 h 记作 /1 M 的 
取值0,1,2，…, A 值不同的各个谱项通常用大写的希腊字母加以区别，这些希 
腊字母与 i 值不同的原子谱项所用的各个拉丁字母相对应.例如 A =0,1,2时 
分别称为 S , n 和 A 谱项.较大的/ I 值通常可不考虑. 

其次，分子的每个电子态是由该分子中所有电子的总自旋 S 加以标志的.如 
果 S 不等于零.对总自旋的空间方向而言就有 2S + 1 軍简并①.和原子的情形一 


①在这型我们略 *7 ■来自相对论作用的粞细结构（见后面§83和 §84). 
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样，数值 2 S + 1称为该谱项的多 重度， 并把它标记在该谱项字母的左上角，例如 
4代表 yl = l,s = l 的谱项 • 

分子的对称性除了能绕对称轴旋转任意角度以外，还可以对通过对称轴的 
任—平面进行反射，如果我们施行这样的一次反射，分子的能量保持不变•可是， 
反射以后所得的态并不完全等同于原来的态.因为，对通过分子轴的一个平面进 
行一次反射后，沿该轴的角动贵（它是一个轴矢量）要变号•于是我们得出结论， 
A 值不等于零的所有电子谱项都是双重简并 的：每 个能量值对应两个态，这两个 
态中轨道角动景沿分子轴的投影方向是相 反的在 A =0的情形中，分子态对反 
射完全不变，因此 X 谱项并不简并，反射的结果 X 谱项的波函数只是改变了一个 
常 数倍. 由于对同一平面的两次反射等于一个恒等变换，这个常数只能是±1.因 
此我们有必要把波函数反射后保持不变的 S 谱项与波函数反射后变号的 X 谱项 
区分开来.前者记作 S >，后者记作 Z ' 

如果分子是由两个相同原子组成的，就会出现一种新的对称性，使它的电子 
谱项多出一个标记.原子核全同的一个双原子分子，在原子核联线的中点处具有 
—个对称中心①（我们把它取作原点）•因而哈密顿量对分子中所有电子坐标的 
同时变号（原子核坐标不变号）保持 不变. 由于上述变换算符②也和总轨道角动 
蠍算符相对易，我们就有可能把具有给定 A 值的谱项按其宇称分 类：电 子坐标 
变号时.偶态（记作 g ) 的波函数保持不变.奇态（记作 O 的波函数改变符号，代 
表宇称的下标 “和 g 按惯例放在谱项字母的右下角，例如 n u . n ,, 等等 ■ 

下面是一个经验事实，绝大多数具有化学稳定性的双原子分子的电子基态 
是完全对 称的： 电子波函数对分子的所有对称变换一律保持不变•绝大多数情形 
下基态的总自旋 s 还等于零.换句话说，分子的基项为 1 如果该分子由两个 
相同原子所组成.则为 | 2；厂这些规则的例外有 o 2 分子（基项为 3 s /) 和 no 分 
子（基项为 3 n ). 

习 题 

对于 H / 离子的电子谱项的薛定谔方程，试用椭圓坐标分离其变量_ 

解 ：在两 个静止质子的电场中，单电子的薛定谔方程为（采用原子单位） 

V 2 i/f +2 +j- =0, 

椭圆坐标由下式 定义： 

① 还有 一个 对称面.即分子轴的垂直平分面.但珐这个对称元*无箱申 独考® •冇了对称中心和对 
称轴 D 就能 fi 动治出这个对称面. 

② 不要和分子中所有粒子坐标的同时反演混淆起来（参考 §86). 
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r 2 - r \ 



1 在 oo , — 1 在 ry 矣 1. 


第三个坐标妒就是绕两核连线的转角，尺是两核的间距 （ 见《力学》， §48) .这个 
坐标系中的拉普拉斯算符为 

▽ 2 -v 2 ) - 1 ) ai + ^ (l ~ v ) ^ V(f -1)(1 - v 2 )a^' 

令 

^= X (^) Y (. V ) e iA \ 

我们得下列尤和 y 的方程 

吉[(卜),+ 0+ 2 邶“-右卜°， 

如卜 0( 4响〜 与卜 。， 

式中 /» 是分离参量 . 

每个电子谱项 £(/?) 由三个量子数 描述 ： /I 以及两个 “ 椭圆量子数和、， 
后者确定了函数 kg 和 y(r?) 的零点数目 • 


§79电子谱项的相交 


双原子分子中的电子谱项作为核距 r 的函数可以用能量对 r 的作图法表 
出，考察代表不同谱项的不同曲线的相交问题颇有意义 • 

设 ", （ r) 和％ (r) 是两个不同的电子 谱项 . 如果它们相交于某一点，那么函 
数 R 和％在该点附近就会有接 近值 . 为 f 判断怎样才能相交，最好对问题进行 
以下的处理 . 我们考虑一个 r u 点，该点处的 " , （ r) 和 （/: ( r) 函数值十分接近（我 
们记作 £ ，和匕）但是并不相等，现在来看一下该点位移一个很短的距离&后能 
不能使 A 和％值变得相等 . 能量尽和匕是核距为 r 。 的场内多电子系统哈密顿 
量戌的两个本征值 . 如果使距离 r 。 增加汾，哈密顿 M 变成 ^ + 其中的 P = 
Sr - 0A/ar 是一个小的改正，函数 （ /, 和％在 r 。 +Sr 点的值可看作这个新哈密顿 
_ 的本征值 . 这个观点使我们可以用微扰论求出 ", （〃） 和％ (/•) 谱项在 r u +& 

点的值 ， j > 看成算符足的一个微扰. 

可是，通常的微扰论方法在这里并不适用，因为未微扰问题中的能量本征值 
£ ，和 & 十分接近，其差值一般讲来并不远大于微扰緻，条件 （ 38. 9) 式并不满足 . 
由于差值 ^ 趋于零时变成有简并的本征值情形，我们自然可试用类似于 
§39 中的方法去解决具有相近本征值的问题 • 

设必 , .</«: 是未微扰算符 A 的两个本征函数，厲于能量尽，我们不用 A 和 
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6而用下列线性组合作为零级近似 

^ = c ,^, + c 2 ^ 2 . (79. 1) 

把上式代人受微扰方程 

( H 0 + V )^ = E ^, (79.2) 

得到 

V +c 2 (£j + V - E)iJ / 2 =0, 

对上式分别左乘 《 Ar 和，积分后得到两个代数方程 

c i( + ^ii ~E) +c 2 V tl =0,i 
c,V 2l + cAE 2 + V 2 i -E) =0,) 

由于算符[是自轭的，矩阵元 K,, 和是实数并且 K l2 = V 2 \. 以上两式的相容条 
件为 

v l2 

= 0 

L E 2 +v m -e 

因而 

E =y(E,^E 1 + V ii+ V 22 )± 


± A / X ( E, ~ E ^ + V <> - D 2 + Id . (79.4) 

上式给出了欲求的一级近似能量本征值. 

如果在 h + Sr 处这两个谱项的能 M 值相等，（即谱项相交），这就意味着 

(79.4) 式给出的两个£值相等•为此必须令（ 7 9. 4 )根号中的表式等于零由于 
它是两个平方项之和，故谱项存在交点的条件是 

E , ~ E 2 + -^ 2 2 = 0 , V tl =0. (79.5) 

可是，可供我们支配的决定微扰 P 的只有 一个任 意参量，即位移量汾.因此 

(79.5) 的两个方程一般讲来不能同时满足 （假定 也，必 2 已选成实函数，故1/ |2 也 
是实的）. 

但也有可能碰到 L 矩阵元恒等于零的情形，此时 （79. 5) 只留下一个方程， 
适当选择 5 r 可使该方程得到满足.这种情形总是发生在所考虑的两个谱项具有 
不同对称性的 时候. 这甲•所讲的对称性是指所有可能的对称形 式：绕 轴转动，对 
平面的反射，反演，也指电子的对换.在双原子分子中，这意味着所指的是具有不 
同/ I 值，不同宇称或不同多重度的谱项，或者是指（对 S 谱项而言 ） Z * 和 I _ 
谱项. 

上述论断的成立，在于微扰算符（和哈密顿量本身 一样） 与分子的所有对称 
算符相对易，包括沿轴的角动景算符，反射和反演算符以及电子的对换算符. 
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§2 9 和§30中曾经证明，对于一个与角动量及反演算符都对易的标最算符 
而言，它的非零矩阵元只有角动 M 和宇称都相同的状态之间的跃迁矩阵元. 
—般情形下，当所对易的算符为任意的对称算符时，这个证明仍能成立.我 
们不在这里重复这个证明，因为§9 7 中将在群论基础上给出另一个普遍 
证明 • 

因此我们得到这样的结论，双原子分子中只有对称性不同的谱项才能相交， 
对称性相同的谱项是不能相交的 （ E . WignerJ . von Neumann , 1929 ). 如果在某种 
近似计算的结果中，我们得到了对称性相同的两个相 
交谱项，那么在下一级的近似计算中它们就会分开，如 
图27的实线所示. 

应该强调的是，这个结论不只是对双原子分子成 
立，而且是1子力学的一个普遍定 理：只 要哈密顿量中 
含有某个参屋从而它的本征值是该参量的函数时，这 
个结论即能成立. 

采用群论的术语（见 §96), 谱项有可能相交的一 ® 27 

般条件是，这两个谱项应该分属于系统哈密顿量对称群的两个不同的不可约 
表示①. 

多原子分子中，电子谱项不是一个参量而是若干个参量的函数，这些参量就 
是各个核距•令 s 为独立核距数.在具有/ V 个 （/V >2) 原子的分子中，当原子核可 
任意排列时，这个数 s =3/ V -6 •从几何学的观点看来，每个仏（》' | ,...,，,）谱项是 
s + 1 维空间中的一个曲面，这些曲面的交区可以有不同的维数，从0维（交于一 
点）到 s -1 维 •除 了微扰 P 现在不是由一个参 M 而是由 s 个参置 Sr ,,...,5 r , 所确 
定的以外，上面所作的推导全部有效.即使是两个参景， （79. 5) 中的两个方程式 
一般讲来总能得到 满足. 因此得出这样的结论 ：多原 子分子中任意两个谱项都有 
可能 相交. 如果这两个谱项具有相同的对称性，则其交区由 （79. 5) 式的两个条 
件所确定，从而这个交区是 s -2 维的. 如果这两个谱项具有不同的对称性， 
(79.5) 式中只留下一个条件，这个交区是 s -1 维的 • 

例如 s =2 时，谱项可表为三维坐标系中的 曲面. 当谱项的对称性不同时，这 
些曲面的交线是一条直线（*-1 =丨），而当对称性相同时，则交于一点 U -2 = 

①这个规则的表观例外 M H / 典子的电子 m 项.它们由 角动* 分》 A 以及两个椭子数，^和 
%来描述（见578.例 賊） •由于这些 S 子败分别与不 |„1 变*的函数相联系，这就无法阻止 A 值相|«]曲 n { 
和"，值 H 的两个£< / o 潜项 ffi 交•即 使这些 i 普项对旋转和反射具有相 N 的对称性.但实际上，该系统的 
薛定谔方程中变瘡的可分离性■说明 f 它的哈密顿》尚有来自几何性质以外的更高对称性.相对于这个 
完整对称群而言，\和 n ，值不同的态具有不 N 的对称 类取. 




§80 分子谱项与原 子谐项 的关系 


0) •在后一种情形下，不难判明交点附近的曲面形状.谘项 
交点附近的能量值是由 （79. 4) 式给 出的. 该式中的矩阵元 
U 22 ， L 是位移，&:的线性函数，因而也是距离 q ,/" 2 本 
身的线性 函数. 由解析几何知道，这样的一个方程确定了一 
个椭圆锥面•因此这两个谱项在交点附近可以表成任意放 
置的一个双椭圆锥面（图 28). 

图 28 

§80分子谱项与原子谱项的关系 

当我们增大双原子分子内原子核间的距离时，其极限是两个孤立原子 （或 
离子）.因此就产生了分子的电子谱项与分开后所得的原子态之间的对应关系 
问题 （ E . Wigner . E . Witmer ,1928). 这种关系并不是单值的：如果把两个给定态 
的原子靠拢起来，所得的分子可以具有各种不同的电子态 • 

我们先假定该分子是由两个不同原子组 成的. 设孤立原子分别处于轨道角 
动鼠为 自旋为 S, ， S 2 的态中，并令£, 多 角动量沿原子核连线的投影值可 
取 A /, = + 丨， …， i , 和似 2 = -L 2 , -L 2 +1, …， .和 W , + 似 2 的 绝对值 

确定了这两个原子靠拢后所得的 yl 值•把和你 2 的各种可能值相加起来，我们 
发现所得的各种 yt = l / W , + W 2 I 值的次数如下： 

A =L, +L 2 2次， 

L , + - 1 4次， 


L , - L 2 2(2 L 2+ 1) 次， 

HI 2(2人 2+ 1)次， 


1 2(2心 + 1)次， 

0 次， 

我们记得， / I / O 的谱项都是双重简并的 ， yl =0的谱项都是无简并的，因 
此有： 

+1 2 的谱项共1个， 

A=L l+ L 2 -l 的谱项共2个， 


A = L , 的谱项共 2 A + 1 个 ， L (80.1) 

A = L , - L 2 - l 的谱项共 2 L 2+ 1 个， 



A =0的谱项共 2 L 2 + 丨个; 
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—共有 （2 i 2 + 丨 ）（2 i , +1) 个谱项，它们的4值从0到 i , + L 2 . 

两个原子的自旋 S ,, S 2 按角动 M 相加的一般规则组合成为分子的总自旋，给 
出下列各个可能的 S 值： 

S = S , + S 2 , S , + S 2 -1, …， | S , - S ,|. (80.2) 

把每个 S 值和 （80. 1) 中的各个 4 值组合起来，即得所合成的分子中所有可能谱 
项的完整的清单. 

对于 S 谱项，还有一个符号问题•这个问题是很易解决的，只需注意到当 
r -» co 时，分子波函数可以表成两个原子波函数的乘积（或乘积之和 ）.z = 0 的角 
动量既可以从不等于零但有 Af , =-财 2 的两个原子角动 S 相加而成，也可以从 
=0的两个原子角动里相加而成.我们用代表第一个和第二个 
原子的波 函数. 当 A /= | = I I 尹0时，可作以下的对称乘积和反对称乘积： 

中’ = ， 

•a — = mo :、. 

对竖直平面（即通过分子轴的一个平面）的反射使角动 M 的轴向投影变号，从而 
使 C ，必!/ 1 分别变成以及反之.此时函数 </»* 保持不变而变一符 
号.前者对应于 Z • 谱项，后者对应于 Z _ 谱项. 因此对于每个 A / 值，得到一个 
S ’ 谱项和一个 S ' 谱项.由于 M 可以取 h 个不同的值 （M =丨，…，£ 3 ) ,总共有 
心个 S •谱项和 心个1 - 谱项 • 

另一方面，若 A /, = M 2 =0,分子波函数的形式为 = W n W 2> . 为了判明乂" 
函数对竖直平面的反射所具有的性质，我们选取一个坐标系，它的原点在第一个 
原子的中心，它的轴沿着分子轴•我们注意到，对 X 2 竖直平面内的反射，等价 
于对原点反演后再绕 r 轴旋转 180°. <^ n 函数经过反演后要乘以/ = ±1是 
第一个原子的所给态的宇称.其次，无限小旋转算符作用于波函数后所得的结果 
(从而任一有限大旋转的结果），完全由该原子的总轨道角动量所决定.因此只 
须考虑轨道角动量为 /( 同时角动燉的 Z 分量 m =0) 的一个单电子原子这一特殊 
情形就足够了•把结果中的/换成 L ， 即得对于任意原子的解 .m =0的电子波函 
数的角部除了一个常系数外等于 P,(cos 0) [见（28_ 8)]. 绕 y 轴旋转180。相当 
于 - x , y -^ y , z ~* - z 的变换，或者相当于球坐标中 r -^ r , e-*Tr - 0,( p-*ix - (p 
的变换.此时有 cos 0― - cos 0,而 P,(cos 0) 函数则乘以 （-1 

由此得出结论，对竖直平面内反射的结果，函数要乘以（-丨 ） & / V 同理 
耍乘以 （ -丨）~/%，因而必 = W M K 2> 波函数要乘以 （- 1) 1| 〜尸,尸 2 .谱项为 
X * 或 ：!；' 要看这个因子等于+ 1还是-丨而定. 

总结所得结果，我们发现 ，（- l ) t ,， l 3 P , P 2 = +1时在总数为 2 L 2 +1个的 Z 
谱项（每个具有适当的多重度）中，共有 L 2 + I 个谱项和&个5：谱项， 
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( -丨）卜^,/> 2 = -1 时则反之. 

现在考虑两个相冋原子所组成的分子.把原子的自旋和轨道角动敏组合成 
为分子的总 S 和4的规则，仍和不同原子构成分子时的情形相同.所不同的是 
谱项具有奇 偶性. 在这里必须区分两种情况，要看这两个被结合原子是处于相同 
状态还是处于不同状态. 

如果这两个原子处于不同状态①，它的谱项总数要比不同原子的情形大— 
倍. 实际上，对原点（即分子轴的平分点）的反射使得两个原子的状态相互对换. 
把分子波函数相对于原子态的对换进行对称化或反对称化以后，可得两个诺项 
(具有相同的 A 和 S ), 其中的一个是偶的另一个是 奇的. 因此总起来说，有数目 
相同的偶谱项和奇谱项. 

另一方面，如果这两个原子处于相同状态，则其总态数仍和具有不同原子的 
分子相同•至于这些态的宇称问题，研究后②（这个研究由于太繁，不在这里给 
出）得到下列 结果： 

设/ V •，/ V ,为具有给定/ I 和 S 值的奇偶谱项数.则： 

A 奇数时, A ； = %; 

/I 偶数和 S 偶数 （ S =0,2,4, …）时,'+ 1; 

A 偶数和 S 奇数 （S = l ，3，...） 时， ' = N t + l . 

最后，在 I ；谱项中还应区分和•此时有， 

S 偶数时，乂 = A ^； + 1 = L + 1, 
s 奇数时，乂； = yv ； +1 =L + l ； 

其 中的心 = L ， L . 所有 2 + 谱项的宇称为 （- l ) s ，所有 乙 - 谱项的宇称 

为（_1)川. 

除丫以上考虑过的分子谱项与 r -^ oo 时的原子谱项间的关系问题以外，我 
们还可以提出分子谱项与/ ■—() 时亦即两个原子核合成一点 时的“ 复合原子，，谱 
项间的关系（例如 H 2 分子谱项与 He 原子谱项间的关系）.我们不难导出以下的 
规则. 从自旋为 S 轨道角动量为 L 宇称为 P 的一个“复合”原子谱项出发，把其 
组成原子分开后，可得自旋为 S 角动 ft 的轴分最值为4 = 0 , 1 , … 乂的各 个分子 
谱项，每个/ I 值有一个谱项•分子谱项的宇称则和原子谱项的宇称相同 （/ > = +1 
时为 g，P = -1 时为 u ). yl =0 的分子谱项当 （- 1 )’.p = + 1时为2 ♦ 谱项，当 
( -D L P= -1 时为 2：- 谱项. 


① 特别是，我们可以讨论一个中件原子和一个电离顷子的结合. 

② 参考 E . Wigner . E . Winner . Zh . f . Fhysik .51.859.1928. 
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习 题 

1. 试求基态原子结合而成的 H 2 , N 2 ,0 2 , C 1 2 * 子的各种可能谱项. 

解：根 据以上给出的规則，可得下列可能 谱项： 

h 2 分子（两原子处于 2 s 态）： 1 ^, 3 s _ r ; 

n 2 分子（两原子处于* s 态 wzn :, 5 s /, i :; 

C1 2 分子（两原子处于 2 p 态） J ' s /, ' S ；, ' n ,, ' n „, ' A ,, 

2 5 s ；, 3 1 ；, 3 n ,， 3 n “， j a 0 ； 

o 2 分子（两原子处于 3 p 态） is :, ' S ；, ' n ,, ' n „, ' a ,, 2 } i ;, 

31；, 3 n 0 , 'a u , 2 5 z;， 5 H 

5 n„. 5 v 

谱项符号前的数字代表该类谱项的出现次数，如果这个数超过丨的话. 

2. 同上题，但分子为 HC 1， C 0. 

解：不 同原子结合时，态的宇称也很重要.按（31.6)式可知10,(：原子的 
基态都是偶的，而 CI 原子的基态是奇的（这些原子的电子组态见表 3). 根据以 
上所给规则 可得： 

hci 分子（两原子处于 态）； ♦ , l3 n 

CO 分子（两原子处于 3 Pp 3 Pj):2 l4 ’ 5 S*, ll3 ' 5 S ' , 2' 3> n, ，l3 - 5 A 

§ 81 原子价 

原子相互结合成为分子的性质是用原子价概念描述的.每种原子具有一定 
的原子价，当原子结合时，它们的原子价必须相互匹配，亦即原子的每个价键必 
须有另一原子的一个价键和它相配.例如甲烷分子 CH 4 * ，四价碳原子的四个价 
键和四个单价氢原子的价键相匹配.在对原子价作出物理诠释时，我们从两个氢 
原子结合成1分子这一最简单的例子开始. 

考虑两个处于基态 （ 3 S ) 的氢原子.当它们接近时，最终系统可以处于 is : 
或 5 分子态中.单项对应于反对称的自旋波函数，三重项对应于对称的自旋 
波函数.反之，坐标波函数对谱项是对称的，对 3 1:谱项则是反对称的.显然， 
H , 分子的基项只能是1谱项.实际上，反对称的波函数 Mr ,, f 2 )( /^和心是两个 
电子的矢径）总是具有节点（因为 r, =r 2 时它等于零），因此它不可能是该系统 
的最低态. 

数值计算表明/ 2： 电子谱项确有一个很深的极小值，相当于形成一个稳定 
的 H 2 分子.在 3 乙态中，能敏 f /( r ) 随着原子核间距的增大而递减，相当于这两个 
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氢原子的相互排斥①（图 29). 

因此在基态中，氢分子的总自旋 S = 0. 我们 
发现，差不多所有由主族元素组成的化学性质稳 
定的化合物的分子都具有这种性质.在无机分子 
中，例外的有双原子分子0 2 (基态为 3 Z ) 和 NO 
(基态为 2 n ) 以及三原子分子 N 0 2 , C 10 2 (总自旋 

•过渡族元素具有特殊的性质，我们将在 

讨论了主族元素的原子价性质以后再去讨论它. 

原子相互结合的性质因而和它们的自旋有关 
( W . Heitler . H . London , 1927 ). 进行结合时，原子 
的自旋相互抵消•我们最好用一个整数，即原子自 
旋的两倍，作为原子结合能力的定量标志.这个整 
数就等于该原子的化学价.在此我们必须记住，同一原子可以具有不同的原子 
价，要看它处于哪个态中. 

让我们用这个观点看一下周期表中的主族元素.第一族元素（表3的第一 
列，碱金域族）的正常态中自旋为因而它们的原子价等于 1. 只有把满壳 

层中的电子激发出来以后才能得到自旋值较高的激发态.但这种激发态高到这 
样的地步，以致激发原子无法组成稳定的分子.② 

第二族元素（表3第二列，碱土金属族）的原子在正常态具有 S =0 的自旋. 
因而这些原子处于正常态时不能组成化合物•但有一个激发态比较接近于基态， 
它的组态不是 s 2 而是未满壳层中的 sp 组态，具有总自旋 S =丨.处于这种态中的 
原子是2价的，这是第二族元索的主原子价. 

第三族元素的正常态具有电子组态 s 2 p 并且自旋 S = +. 但把封闭 s 壳层中 

的一个电子激发以后，可以得到一个激发态，它具有组态 sp 2 并具有自旋 S = 
3/2, 这个态接近于正常态•因此这一族元素可以有 3 价和1价•此族的前两个元 
素（硼、铝）只表现为 3 价元素•随着原子序的增大，原子价为丨的趋势就逐渐显 
示出来，铊元索表现为 3 价和 1 价的机会相等（例如在化合物 T 1 C 1 和 T 1 C 1 3 中）. 
这是因为对前儿个元素讲来，三价化合物中的结合能大于单价化合物中的结合 


① 我们在这里不讨论原子间的范德瓦尔斯引力（见 §89). 这个力的存在使得〜乙进项的 f / (/ ■) 曲线 
(在远距处）具有一个极小值 . fH •是这个极小值与 1 Z 曲线的极小值相比是很浅的•在图29所示的尺寸中 
这个极小值无法表出. 

② 关于 Cu . Ag . Au 元索.见本节末. 
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能.它们之间的差值超过了该原子的激发能撞. 

第四族元索中，基态具有组态 S 2 P 2 , 自旋等于1,它的邻近激发态具有组态 
SP 3 而自旋等于2.这些态相当于2价和4价•它和第三族一样，前两个元素（碳， 
硅）主要表现为高原子价（例如 C 0 等为例外），随着原子序的增大而显示出低价 
趋势. 

第五族元素的原子中，基态具有组态 s 2 p 3 , 自旋为 S =3/2,所以相应的原子 
价等于3.只有把其中的一个电子激发到主量子数更髙的壳层中才能得到自旋 
更高的激发态.这些态中 M 邻近的态具有组态并且自旋 S =5/2( 我们习惯 
地用/代表电子的一个 s 态，它的主俄子数要比前一个 s 态大1 ). 这个态的激发 
能 M 虽然比较高，但是这样的激发原子仍能组成稳定的化合物.因此第五族元素 
表现为3价和5价（例如氮在 NH , 中为3价在 HNO , 中为5价）. 

第六族的元素中，基态（组态为 s 2 p 4 ) 的自旋等于丨，因而原子是2价的.激 
发一个 P 电子后得到自旋为2的 s 2 P 3 〆 态，再激发一个 s 电子后得到自旋为3的 
sp 5 s ' P ^ 态.处于这两种激发态中的原子都能组成稳定分子，因而表现出4价和 
6价.第六族中的第一个元素（氧）只表现为2价，后面的一些元素把髙原子价也 
表现出来（例如硫在 H 2 S , S 0 2 , S 0 3 中分别为2,4,6价） • 

第七族（卤素族）中.基态 ( 组态 s 2 P 5 ，自旋 S =+ ) 原子是单价的.但是以下的 

激发态可以形成稳定化合物，这些激发态的组态分别为 s 2 p 4 S ', S 2 p 3 S V , S pVp ' 
自旋分別为3/2,5/2,7/2,因此原子价为 3,5,7. 此族的第一个元素（蒗）总是单 
价的，但是以后的元岽还表现出高原子价（例如氣在 HC 1 , HC 10 2 , HC 10, , HC 10, 
中分别为1 ,3,5,7价）. 

最后是惰性气体族元素的原子，其基态是完全封闭的壳层（因而自旋 S = 
0) ，它们的激发能量非 常高. 因此原子价等于零，这些元素在化学上是惰性的① • 

以上所作的论述需要给予如下总的 说明. 当我们讲到分子中的一个原子具 
有某一激发态的原子价时，并不意味着把这个原子拉到远距离处以后一定能得 
到一个激发原子.它只是意味着这个分子中的电荷密度分布在该原子的原子核 
附近接近于一个孤立激发原子的电荷密度分布•但当原子核之间的距离增大时， 
这种电荷密度分布很有可能趋于非激发原子的情形. 


①其中某些元素仍能与氣和氧结合成稳定化合 物它们 的职子价可能~封闭企 W 的 M 外足中的电 
子跃迁到能 堵较近 的未满 r 态或 d 态中有关. 

还吋 以提及悄性气体原子与该元家的激发原子相互作用时所产生的相吸 效应. 这种效应来自处于不 
M 状态的相 M 原子鉼拢时坷能态数的加倍 （ 见 §8( M . 在这 m , 激发态在两个原子之间的交神跃迁作用代 
转 r 产牛.通常哄子价的交换作用 . He 2 分子就是这种分子的一个例子.由两个相原子所组成的电离分 
子中也出现这种类喟的化 *7: 键（例如 
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当原子结合成为分子时，原子中的封闭电子壳层改变得很少.可是未满壳层 
中的电子密度分布可能会有很大的改变.在表现得 M 明显的异极键情形下.所有 
的价电子都从原来的原子跑到了另一个原子，以致我们可以把这个分子说成是 
由电荷（以 e 为单位）等于其原子价的离子所 组成. 第一族的元素是正电 性的： 
它们在异极化合物中失去电子而构成正的 离子. 当我们转向随后的几族时，元素 
的正电性逐渐不明显并转变为负电性，并在第七族元素中达到最高程度.关于异 
极性问题，我们需要和分子中的激发原子一样作出同样的说明.如果一个分子是 
异极性的，它并不意味着原子拉开后一定能得到两个离子.例如.对 CsF 分子我 
们的确可以得到 Cs ‘ 和厂离子.但对 NaF 分子所得的却是 Na 和 F 的中性原子 
(因为 氟的电 子亲和势大于铯的电离势而小于钠的电离势）. 

相反的极端情形是同极键，同极分子中的各个原子平均说来保持为中性.同 
极分子不同于异极分子，它并没有显著的偶极矩•异极型和同极型的区别完全是 
定性的，任何中间类型都有可能出现. 

现在来讲过渡族 元素. 钯族和铂族在原子价的性质方面与主族元素极为相 
似. 唯一不同的是，由于原子内的 d 电子处于较深的位置，它们和分子中的其它 
原子的作用很弱•结果使这些元素的化合物中常常出现“不饱和”的化合物，它 
们的分子具有不等于零的自旋（实际上都不超过 1/2). 每一种元素都可以呈现 
出好几种原子价，这些原子价之间的差值可以等于丨，不像主族元素那样只能相 
差 2( 主族元素的原子价改变是由于电子的激发，这些激发电子的自旋原来是成 
对抵消的，因此激发以后有一对电子的0旋同时获得释放）. 

稀土族元素是以存在未满 f 电子壳层为特征的.这些 f 电子处于比 d 电子更 
深的位置，因而它们并不参与原 子价. 所以稀土族元素的原子价只由未满壳层中 
的 s 和 P 电子所决定 ®. 但是必须注意，当原子受激以后 f 电子有可能转人 s 和 p 
态，使原子价增加1_因此稀土族元素所表现的原子价其差值也等于丨（实际上它 
们都是三价和四价的）. 

锕族元素占有特殊的 地位. 锕和钍不含 f 电子，参与它们原子价的是《〗电 
子，因此它们的化学性质不像稀土元素而像钯族和铂族元素.至于铀， M 在基态 
中有 f 电子，但在化合物中也没有 f 电子. M 后， N P , Pu , Am,Cm 原子的化合物中 
虽有 f 电子.但是参与原子价的电子仍为 s 和 d 电子.在这种意义下，它们都是 
类 铀的. “未配对”的 S 和 d 电子的最大数目分别等于1和5,所以锕族元素的般 
高原子价等于6,而稀土族元素的最高原子价（有 8 和 P 电子参与的原子价）等 
于 1 +3 =4. 

① 某咚稀 土族职子的未满壳层中存在电子.这种电子并不审耍 ， ra 为这邱原子#与化介物时 
实际 h 总 a 处于没有 d 电子的激发态. 
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铁族元素，就它们的原子价性质来说，介于稀土元素与钯族铂族元素之间. 
这些原子中的 d 电子处于比较深的位置，在许多化合物中它们对原子价键没有 
贡献. 因此在这样的化合物中，铁族元素类似于稀土元素.在这一类化合物中，有 
离子型的化合物（例如 FeCl 2 , F e Cl ,), 其中的金厲原子是一个阳离子.和稀土元 
素一样，这些化合物中的铁族元素可以有好几种原子价. 

铁族元素的另一类化合物称为络合物，这类化合物的特点是分子中的过渡 
族元素不是一个简单的离子而是一个复合离子中的一部分（例如 KMn 0 4 中的 
Mn 0 4 • 离子， K 4 Fe ( CN ) 6 中的 Fe ( CN ) 6 ……离子）.这类复合离子中的原子要 
比简单离子型化合物中的原子挨得更近，在原子中 d 电子也参与了价键.因此络 
合物中的铁族元素类似于钯族和铂族. 

M 后必须提一下铜，银，金等元素，它们在§73中放在主族元素内，但在某 
些化合物中它们类似于过渡族元素.这些元素中，由于 d 壳层的电子可以跃迁到 
能量相近的 P 壳层（例如铜中的 3 d 电子跃迁到 4 P ), 原子价可以超过 1. 在这样 
的化合物中，原子具有未满 d 壳层因而类似于过渡族 ：铜类 似于铁族元素，银和 
金类似于钯族和铂族. 


习 题 

基态氢原子和 H ‘离子结合成电离分子 H / ，试求核距远大于玻尔半径时 
H 3 * 的电子谱项 （ /I.fl. ； IaHaay ，1961 ; C . Herring, 1961 ) ① 

解 ：本题 形式上类似于§50题3,在这里对原子核连线具有轴对称性的两个 

三维势阱（围绕两个核）代替了两个一维势阱 • = -+ 能级② （ 氢原子的基态 

能级）分裂成为 仏 （/0 和 ".（/0 两个能级 （ 2 S; 谱项和 3 S: 谱项），相应的电子 
波 函数为 

>K.A x ， y ， z ) = 知 * ±<Ao( -x,y,z)]. 

V2 

它们对称和反对称于平分原子核连线的^ =0平面（两核在轴上的 * = ±yft 

点).其中的也是一个势阱中的电子波函数.与§50题3的做法完全类 
似，可得 


① 关于 H : 分子的相应问题，见 /I. n . rop-bKOB.^. n . nu M aeBCKuO,flAH CCCP. 1963. T. 151. C. 822； 
C. Herring. M. Flicker. Physical Review. 134A,362,1964( 第二篇文章改正了第一篇的计算错 误）. 

② 本题采用职子碘位. 
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(/?) - £ 0 = + J il/^^AyAz. 

式中的积分 是对; t =0 平面进行的①. 

取 《 A n 函數(设绕核1运动，该核在 *=+/? 处)的形式为 


必。=舍-' (2) 

其中的 a 是一个缓变函数（对氢原子 ， a =丨 ） •也函数必须满足下列薛定谔方程 
+ (3) 
r , 和/" 2 是电子离核丨和核2的距离.这个方程中的电子总能量等于 



因为£。本身含有原子核的库仑排斥能 1 / R . 

由于么函数离开*轴时很快衰减，只有远小于 ft 的>•和 z 区域对积分式 
(1) 才是重要的•当 y ,2 «ft 时，把 （2) 代入 （3) 得 


da 

di 



式中略去了缓变函数 a 的二阶导数并已令 r 2 上式中即在核 

1邻区）时等于丨的解为 



这时（丨）式给出 

U, ， E 0 = C! e’2TTr,d r , = +2Re "- { , 

分裂量为® 

U t - U .= (4) 

在足够远的距离处，这个表示式指数式地衰减到小于 H 原子与 H * 离子偶 
极矩相互作用的二级近似效应.由于基态氢原子的极化率等于9/2 [见 
(77.9)]，而 H * 离子的场为岔 = l / ft 2 , 相应的相互作用能等于-9/(4/? 4 ),计及 
此式后得 


① 注意所求的效应取决于这样的距离范在此范围内电子以同样方式和两技作用. 

② 按前引文献 . H : 分子的相应结果为 
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",.“(/?) -£。= 合 （ 5) 

仅当/? = 10.8时第二琐才能与第一项差不多.我们还要指出， f /, 谱项在《 = 
12.6 处具有一个极小值，它等于 -5.8 x HT 5 原子单位 （ -1.6 xHT 3 e V) ①. 

§ 82 双原子分子单重谱项的振动和转动结构 


正如本章初所指出的，核质 M 与电子质量的巨大差别，使我们有可能把确定 
分子能级的问题分成两个部分.我们先求原子核为静止时的多电子系统的能级， 
作为核距的函数（电子谱项）.然后可以考虑对一个给定电子态而言的核运动， 
这相当于把核看作是按义 （ r ) 规律相互作用着的一组粒子，汄是相应的电子谱 
项.分子的运动是由整体平动以及原子核绕质心的运动合成的.我们对整体平动 
当然不感兴趣，可把质心看作是固定的 • 

为讨论方便计，我们首先考虑分子总自旋 S 为零的电子谱项（单项） • 
按叭 r ) 规律作用着的两体（两个核）相对运动问题可以化成质量为 M (两粒子 
的折合质量）的一个单粒子在一有心力场 t /( r ) 中的运动. i /( r ) 就是所考虑电子 
谱项的能 M . 有心力场以 （r ) 中的运动问题又可以化成势场中的一维运动问题， 
该势场的有效能最等于 i /( r ) 与离心能之和. 

我们令欠为分子的总角动量，它由电子的轨道角动 H 和原子核的转动角 
动墩相加而成.于是原子核的离心能算符可写成 

B{r)(K-L)\ 

我们引用了双原子分子理论中习用的 记号： 

(82.1) 

2Mr 

这个算符对电子态 （ r 为给定）平均以后，所得的离心能是 r 的函数，它出现于有 
效势能的表 式中： 

U K (r) =U(r) +B(r)(K-L) 2 , (82.2) 

式中的横线代表上述平均 • 

我们来算出对某个态的平均值，该态中分子的总角动黴平方具有定值 f = 
尺（尺 + 1)( 式中 A ： 为整数），同时电子角动 ft 沿分子轴 U 轴）的分量具有定值 
L ,= A . 展开 （82. 2) 式的括号，我们有 

U K (r) =U(r) +B(r)K(K + l) -2B(r)L - K + B(r)L 2 , (82.3) 

最后一项不含最子数而只与电子态有关，它可以合并到能最 叭 0 中去•我们 


①这个极小值来 a 范德瓦尔斯力 . 它和 a 定离子 h/ 的*态谱项的扱小值相比运极浅的 
(Ti— 个极小值为 -0.6 职子中位 < -16.3 eV>. 位于 R=2.0 处 . 
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来证明这一点对其前一项也是成立的. 

§27 末表明，如果角动最沿某轴的分量具有定值，则角动贵矢量的平均值 
也沿 该轴. 如令”为沿 J 轴的单位矢量，则有 L=An. 经典力学中，双粒子（例如 
子核）系统的转动角动最为/ " xp , 其中 r = rlI 是双粒子之间的径矢, p 是相对 
运动的动敢.这个角动堪垂直于„.擐子力学中，这—点对原子核的转动角动量 
算符同样 成立： 

(&-£)•/» =0,或 K ■ n=L ■ n . 这两个算符相等，它们的本征值当然也相等， 
又由于/! • L = i , =/1,我们有 

- K • n = A , (82.4) 

因此 （82.3) 式的最后第二项为 L K = n ■ KA =/1 2 ,它与 A ： 无关. 重新定义 t /( r ) 
函数，可把有效势能最后写成 

U K ( r ) = U { r ) + B ( r ) K(K + 1). (82.5) 

由公式尺:=4可知，给定 yl 值后， M 子数 K 的取值只能是 

尺彡儿 (82.6) 

求解具有 （82. 5) 式势能的一维薛定谔方程，可得一组能级.我们把这些能 
级（具有同一 K 值的能级）按能量的递增次序加以编号，编号数为 „ = 0J , 2 ,…； 
v =0 对应于最低能级.由此可见.核运动使每个电子谱项分裂成为一组能级，用 
尺和 r 两个量子数加以标志. 

这些能级（对一个给定的电子谱项）的总数可以是有限的或无限的如果电 
子态是这样的，即当 r —* 时该分子变成两个孤立的中性原子，那么势能 (/( r ) 
[因而还有心 （!•）] 在/时要比 1/ r 趋于零更快地趋于某 —极限 常数值 
U(ao )( 两个孤立原子能鼠之和，见 §89). 在这样的场中，能级数是有限的（见 
§ 18) ，尽管在实际分子中这个能级数是一个很大的 数值. 这些能级是这样分布 
的，即对任一给定的 A ： 值而言，能级数具有—定的数值 （它 们的„值 不同），当尺 
增大时具有同 一 /：值的能级数减少，直到某一尺值根本不存在能级为止. 

另一方面，如果 r —* 时分子分解成两个离子，则在远距离处， {/ (r) _ 
U(c ° ) 变成按库仑定律（ ~1 A ) 吸引的离子吸 引能. 在这样的场中有无穷多个能 
级，愈来愈密地挤向极限值 U ( oo ). 可以指出，对大多数基态分子讲来都属于前 
一种情形，只有相当少数的分子当原子核离远后变成一对离子 • 

我们不能完整地算出能级依赖于摄子数的一般表式.这样的计算只有对离 
基态不太远的那些低激发态才是可能 的①. 这些能级所对应的和 „ 敏子数都 
很小. 实际上，分子光谱研究中经常考虑的也就是这些能级，因此我们对它们特 
别感兴趣. 


①我们总 MfliW 于间一电子谱项的那些能级. 
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低激发态中的核运动可以看成平衡位置附近的小振动.据此我们可以把 
叭 ；■) 展成 f = r - r f 的幂级数,等于 t /( r ) 取极小值时的 r 值.由于 （/'(〜） =0 ,展 
到二次项为止时我们有 


U ( r ) = U r + -^- MwU 2 , 

其中是振动频率. 

(82. 5) 式右边第二项（离心能）中只要令 r =； v 就足够了，因为该项中已经 
含有小景尺 U + 丨）. 因而有 

U K ( r )= U r+ B r K ( K + l ) + - MwU 1 , (82.7) 

其中的 B r = h 2 /( 2 Mr 2 r ) =/ iV (2/) 称为转动常数 （/ = A / r 〖 是该分子的转动惯景）. 

(82. 7) 式的前两项都是常数，第三项相当于一维谐振子.因此我们可以立 
刻写出所求的 能级： 


£ = f / t + B，U + l ) +—,(«； + + )• ( 82 . 8 ) 

可见在上述近似下，能级由三个独立部分所 组成： 

E = E tl +E,+E,, (82.9) 

第一项是电 子能敢 （包括相距为 r = ~ 的原子核库仑能），第二项为 

E r =B r K(K + l) , (82.10) 

这是分子转动①的转动能.第三项为 

卜 + + ) , (82.11) 

它是分子内原子核的振动能.根据定义， t ■是具有给定 K 值的那些能级按能墩递 
增次序加以编号的编号数，称为 振动置 子数. 

对一个形状给定的势能曲线 f /( r ), 频率％和 v / 好成反比.因此振动能级间 
距 A £, 和1/#成正比_转动能级间距，的分母中含有转动惯最因此和 1 /W 
成正比•电子能级及其间距和 M 无关•由于为电子质量）在双原子 
分子理论中是一个小参量，我们有 

A£., » » A£ r , (82.12) 


①描述双原子分子（无自旋）转动的波函数 華本上 和一个对称陀蝶（§ 103> 相同.与陀螺不同之处 
是.分子的转动只需用定义分子轴线方向的两个角度来描写.转动波函数与 （103. 8) 式不同 
之处在于 儇子数 的记号并且少了一个因子.按 （82. 4> 式 .A a 总角动最 if 沿分子轴 （S 103中 
的 f 轴） 的分鼉 .我们必须用 K.M 和 4( 这甩 《 = *；,> 代«人《和 *. 因此 


0„.,(v>.e) = i A 


(f.e.0). 



§82 双原子分子单重谱项的振动和转动结构 


- 295 - 


上式给出颇不寻常的分子能级分布.核振动把电子谱项分裂成为一组相靠较近 
的 能级. 这些能级又由于分子的转动而显示出精细分裂①. 

下一级近似中 ，能# 不再能分成振动和转动两个独立 部分； 出现了同时含有 
尺和《的转动-振 动项. 计算逐级近似后，所得的£是量 子数尺 和〃的一个幕级 
数展式 • 

我们将在这里计算 （82. 8) 式的下一级近似.为此，我们必须把 U ( r ) 展开至 
亡的四次幂为止（参考§38中的非谐振子问题）.同样地，离心能也要展至 f 项. 
这样得到 

= +y Mo) U 2 尺（尺 + , )-nf 3 +*f 4 - 

-去 + + (82.13) 

Mr e 2 Mr t 

现在把 （82. 13) 中的最后四项当作微扰算符，来计算对 （82. 8) 的本征值的 
改正.对于 f 和 <项应用微扰论的一级近似就够了，但对 f 和 f 3 项一定要计箅二 
级近似，因为 f 和 f 3 的对角矩阵元都等于零.所有要计算的矩阵元都已在§23 
和§38题3中导出•所得的结果通常表成下列形式： 

£ = £„,+ hw r | w + J - x r h(o r 卜 + + ) + + 1 ) - 

- D r K 2 (K + \)\ (82.14) 

其中的 


B , = B r -«c (t'+y ) 田 B 0 - a ， 

化等常数与 （82. 13) 式中的常数有以下 关系： 


B 為，為， 


[JZ 

fio) r \ Mcol^sj MB r 
5 


-1 


2 W 


D [ y ^ r 6 ] 


(82.15) 


(82. 16) 


①作为例子.下面给出几个分子的 U 斗和圮值（以 eV 为单位） 



h 2 

n 2 

o 2 

-% 

4.7 

7.5 

5.2 

hto r 

0.54 

0. 29 

0. 20 

10 3 x R r 

7.6 

0.25 

0. 18 



和 I ■，尺 无关之项已归在内. 
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习 题 

把双原子分子中的电子运动和核运动分离开来，试确定这种近似的准确 
程度. 

解：分 子总哈密顿量可写成 々 = 七，其中 f » V 2 A / 是原子核相对运动 
的动能算符（声= - ihd / dr -, r 是连结原子核的 径矢； W 是折合质量）.哈密顿量 

中包括电子的动能算符、电子之间以及电子与原子核之间的库仑势能和原子 
核之间的库仑能①.设薛定谔方程 


//少= ( r , + H , t ) ij / = e ^ 

(1) 

之解的形式为 


屮= Z ' xAr )< pA < I , r ) 

(2) 

其中的函数组史„( 9 ,/")是下列方程的正交归一 化解： 


H , t ( p m (, q , r ) = U m ( r )< p „{ q , r ). 

(3) 


«?代表电子坐标 全体； 是哈密顿量次 ，的本 征值，它依赖于参量 / •.把 （2) 代 
入 （ 丨 ） ，乘以史 „• (9 〆 ）并对9积分，得 

+ V1 + t/ * (r)_£ k ■ ⑺ = - l'(.^ + K.)xAr), (4) 

其中 

K- = ^- = 士 (〆 )„■ 

而 p — = ( p )〖 •是对电子波函数而言的矩阵元，对角元；^由于对称 

性而等于零. 

电子波函数中，只是在原子尺度内变化显著，它 们对/ •的微商不会引进大的 
M / m 参量 （ m 为电子质 量）. 因而匕与 f /„( r ) 相比小 m / M 倍，可以略去.如果把 
(4) 式右边看作一个小的微扰，则零级近似波函數; ^( r ) 为下式之解： 

[4 + " •⑺卜 =£ •义 ( 5) 
上式描述 UJr ) 场中的核运动 （v 是这种运动的量子 数）. 微扰论的适用条件是 


①哈密顿 sA 取的 a 分子质心为静止的坐保系（厂 + 尸，=0,/>„焙两个核的总动 a . 广 a 电子总动 
»). 其中没有包含质心动能 + M ,) = P „/ 2 (. U , * M 2 ). 与电子动能相比.这一项确实很小，比例 
为 m/M. 
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I 〈助 , 丨匕 + 匕 I — |«|£„.-£两,|. 

不等式的右边是不同电子谱项的能量差，此量对小的 m /M 参量而言为零级•式 
左边含有核波函数的矩 阵元. 中含有因子，它确是很小•在 二的 矩阵元 
中，算符 f 作用于/ •，函 数，使它乘上了 一个核动量的数量级 的量. 如果原子核作 

小振动，其 动量- ^/Mhw r ； 由于频率 w , 和 v / 瓦 成反比，矩阵元〈仙，| 为 

( m /财 ） 3 〃数量级. 

§83多重谱项.情形 a 

现在来研究自旋 S 不等于零的分子能级的分类问题.在零级近 似中当 相对 
论效应完全略去以后，分子和任意多粒子系统一样，它的能量与自旋的方向无关 
(此自旋是“自由”的），结果使能级具有 （ 2 S +丨 ） 重简并•但当考虑了相对论效 
应以后，能级就会分裂，从而使能量成为自旋沿分子轴方向的投影值的函数.我 
们将把分子中的相对论作用称 为自旋-轴作用. 它的主要部分（和原子的情形 
—样）就是自旋和电子轨道运动间的相互作用①. 

分子能级的性质及其分类，明显地依赖于自旋轨道作用和分子转动两者的 
相对重要性.后者所起的作用可以拿两个相邻转动能级的间距作标志.与此相 
应•我们来考虑两种极端 情形. 一种情形是自 旋-轴 作用的能量大于转动能级之 
间的能量差，另一种情形则 相反. 第一种情形通常称 为情形 a (或型耦合），第 
二种情形称为 情形& ( F . Hund .1933). 

情形 a 最为 常见. 1：谱项是一个例外，其中主要属于情形6,因为自 旋-轴 
作用效应对这种谱项讲来是很小的 （ 见后） ②. 对于其它的谱项讲来，情形6有时 
在极轻的分子中见到，因为这种情形下的自旋-轴作用比较弱，而转动能级的间 
距比较大（转动惯量比较小）. 

介于和6之间的中间情形当然也是可能的•还必须注 意到同—个 电子态 
当转动 ffi 子数改变时可以从情形《连续地变到情形 6. 原因在于，相邻转动能级 
之间的间距是随着转动最子数的增大而增大的，因此即使在较低转动能级时属 
于情形 a , 但当转动量子数增大后，转动能级间距就有可能大于自旋-轴作用的 
耦合能嫩（情形 6). 

情形 a 的能级分类原则上与自旋为零的谱项分类没有多大的区别 我们首 


① 除 rfi 旋-轨®作用和 ri 旋-自旋作用以外，还有分子转动与电子自旋及轨道运动间的相互作 
用.似 坫这 一部分的作) H 很小，叫能只对自旋 .s = j 的进项有怠义（见5 84 > . 

② 一 个特殊情形是0,分子的电子*项 （> S 谱项 >. 它的 轔合情 况介于 a ® (和 A 翌之间 （见 § 8 4 ® 
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先考虑原子核舴止时亦即完全略去转动时的电子谱项.除了电子轨道角动置的 
投影值 j 以外，现在还必须考虑总自旋沿分子轴的投影值，我们用 S 代表这个 
投影最①，它的取值为 S , S -1, …， - S . 当自旋和轨道角动 M 在分子轴上的投影 
方向一致时，我们令 Z 取正值（注意 yl 代表轨道自动童投影值的绝对值）. 4和 
S 相加起来给出沿分子轴的电子总角 动量： 

fI = A + li (83.1) 

它的取值为 / l + S ,/ i + S - l , … M - S . 由此可见，轨道角动量为 yl 的一个电子谱 
项分裂成为 2 S + 1 个具有不同值的 谱项； 和原子谱项的情形一样，我们把这 
种分裂称为该电子能级的精 细结构或多重 分裂. 通常把值标在谱项符号的右 

下角； 例如 yi = 1 ,s = ^■时我们得到 : n l/2 , 2 n 3/2 两个谱项. 

考虑了原子核的运动以后，每一个这样的谱项中会出现振动和转动结构.各 
种转动能级是用分子总角动量量子数的数值来标志的，这个总角动最包括了 
电子的自旋和轨道角动量以及原子核的转动角动1②可以取从|/3|值开始的 
各种整 数值： 

\n\, (83.2) 

显然这是 （82. 6) 式的推广. 

现在来推导情形 a 中分子能级的定景公式.先考虑电子谱项的精细结构•我 
们在§ 7 2中讨论原子谱项的精细结构时应用了 （72.4) 式，该式表明自旋-轨道 
作用的平均值与原子总自旋沿轨道角动量矢量方向的投影值成正比.与此完全 
类似，双原子分子中的自旋-轴作用（对原子核间距给定为 r 时的电子态取平 
均） 和分子总自旋在分子轴上的投影值 S 成正比，因此可把所分裂的电子谱项 
写成下列 形式： 

U(r) 

式中的 f /( r ) 是原谱项（未分裂前的谱项）的能景 ，/ ^…是〃的某一函数，这个函 
数与原谱项有关（特别是和4值有关）但和 S 无关. 由于人们通常采用 童子数 
而不用为方便计，我们可把 改成 /1/3; 所差的可以包括在 t /( r ) 内.因 

此对于一个电子谱项，我们有以下的表式 

U(r) +A(r)a (83.3) 

注意分裂谱项的各个分量是彼此等距 的：相 邻分量（/2值相差为 1) 的间距 
与无关并等于 / l ( r ). 


① 不要和 < 1=0 的«项符号混淆起来！ 

② 符号*:仍保 W 为不考虑自旋时的分子总角动悄形 0 屮1 子败 K 并不存在.因为用动董《即 
使近似地讲来也不能守恒. 



§83 多重谱项.情形 a 


根据一般考虑很易证明 S 谱项的》值等于零_为此我们来进行时间反号操 
作.此时的能量值一定保持不变，可是分子态中沿分子轴的自旋和轨道角动量都 
要反向.能量 4( r ) S 中的 Z 就要变号，如果 能最保 持不变，则 / t ( r ) 必须变号.如 
果 A 尹0,我们对 / l ( r ) 的数值不能作出任何结论，因为 /|( r ) 依赖于轨道角动童， 
而轨道角动量本身也要 变号. 但当 yl =0时，我们可以肯定 y 4( r ) 此时是不变的， 
因此它只能等 于零. 由此可见，对5：谱项讲来.一级近似中的自旋-轴作用并不 
产生能级 分裂； 只有考虑了二级近似中的自旋-轴作用或者是一级近似中的自 
旋-自旋作用以后，能级才会分裂（与 X 2 成正比）但是比 较小. 这就是前面提到 
的2：谱项往往属于情形6的根据. 

当我们求出了多重分裂以后，分子的转动就可以当作微扰来处理，完全类似 
于§82开始所作的推导.原子核的转动角动最可以从总角动量中减去电子的轨 
道角动 最以及 自旋以后得到，所以离心能算符现在呈下列 形式： 

B ( r )( j - L - S ) 2 , 

上式对电子态求平均后再加到 （83.3) 式中，即得欲求的有效势能 Uj ( r )： 

Uj ( r ) = U ( r ) + A ( r){i + B ( r )( J - L - S ) 2 = 

= U ( r ) + A ( r ) f 2 + B ( r ) [ J 2 -2 J - (L + S ) + 

+ Z I +2 L ■ S + S 1 ]. 

/ 的本征值是 •/(■/ + 1). 其次，根据和 §82 中相同的论证，我 们有： 

L - nA , S = n X ， 

还有 （ j - Z -七 • /1=0,因此有本 征值： 

7 • /I = ( Z + S ) • /I = yl + X = /?• 

把以上诸值代人，我 们得： 

Uj ( r ) = U ( r ) + A ( r)n + B ( r )[ J(J + 1) -2 H 1 + I ? +2 l -^ S + S 1 ]. 

对电子态平均时采用的是零级近似波函数①•但在这种近似中自旋值是守恒的， 
从而 S 2 = S(S + 1). 这个波函数是自旋函数和坐标函数的 乘积； 因此角动量 L 和 
S 的平均是相互独立地进行的，我们可得 

L • S = An • S =yl X . 

M 后，轨道角动量的平均值与自旋无关，它是标志所给电子谱项（未分裂的谱 
项）的一个 r 的 函数. 凡是 r 的函数但与人 S 无关的项都可以包括在 U ( r ) 中，凡 
是与或者/2)成正比的项都可以包括在表式 > t ( r )/2 中. 因此可得下列有效势 
能表式 

(/ 7 ( r ) = U ( r ) + A ( r)n + B ( r )[ J(J + 1) -2 Sf ]. (83.6) 


(83.4) 

(83.5) 


① 这&既 对分子转动效应又对 f 〗 旋-轴作用而 rr 的芩级近似. 
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利用§82中从 （82. 5) 式开始的那种方法，我们可以求出目前情形下的分子 
能级.把叭「）和 /!(；•) 展为 f 的幂级数，对 {/(/■) 只展到 f 的二次幕为止，但对上 
式中的第二项和第三项只保留零次幂，我们得到以下能级 表式： 

E = U r + A r n + hw r ^v + Y ) + «,[7(； + 1) -2{ f ] , (83.7) 

式中的个=4(/ V )和 A 是标志所给（未分裂）谱项的一些常数.继续展至高次幂 
以后，可得含有量子数的高次幂项的一个级数，我们就不在这里写出 来了. 

§84多重谱项•情形办 

现在转向情形6.此时分子的转动效应超过了多重分裂.因此我们必须首先 
考虑转动效应而略去自旋-轴作用，然后把后者作为微扰来处理. 

自旋为“自由”的分子中，守恒的不但有总角动量人而且还有欠（原子核角 
动量与电子轨道角动量之和） ，无和 的关 系为： 

J = K + S , (84. 1 ) 

M 子数 K 区别具有自由自旋的一个转动分子中某一给定电子谱项的各个不同 
态.在给定 A ： 值的态中，有效势能 [/,(/■) 显然是和 S =0 情形时的 （82.5) 式一 
样的： 

U K ( r ) = U ( r ) + B ( r ) K(K + l ) , (84.2) 

式中尺的取值为 yl,/t +1，…. 

考虑到自旋-轴作用以后，每一谱项一般分裂成为 2 S + 1个谱项（或者是 
2尺+丨个谱项，如果 K < S ) ，它们具有不同的总角动量 / D . 根据角动量相加的一 
般法则，■/的取值（当尺给定后）是从 尺 + S 到丨 A ：- S |: 

\ K - S \^ J^K + S . (84.3) 

计算分裂能量（用微扰论的一级近似）时，需要求出自旋-轴作用能量算符 
对零级近似态（相对于自旋-轴作用的零级近似态）的平均值.在目前情形下， 
这意味着既对电子态又对分子转动态 （/ •为给定）求平均•我们知道，第一个平均 

的结果是一个 Mr )；！ . i 形式的算符，它与自旋算符沿分子轴的投影„ 成正 
比•再把这个算符对分子转动求平均，并取自旋矢 M 的方向为任意.则有 S • s = 

n •备， 平均值》是一个矢量，从对称性角度考虑应该和“矢 M " 左的方向一致 ， K 
是标志分子转动的唯一矢量.因此可以写作 

5 =常数 ><左， 

式中的常数很容易求出，只要以左乘等式的两边并注意本征值；！ . [见 


①悄形6中，自旋沿分子轴的投影„ • S 并不 ft 有定值.所以不存在 H 子败：;;（或 n ). 
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• 301 • 


(82.4) 式]及 A ： 2 = A：U + 1)， 即有 


S 


K(K 




s. 


最后，根据一般公式 （31.3), 乘积 AT . S 的本征值 等于： 


K • S=y[7(7 + 1) -K(K + l) -S(S + 1)]. 


结果，所求的自旋-轴作用能量平均值如下式所示： 

A{r) 2k{K + \) [J{J + X) -^(^ + 0 -S(S + 1)] = 

= A(r) 2K(K + l) U ~ S)U + S + l) ~Y A(r)A ' 


(84.4) 


这个式子应该加到 （84. 2) 式的能量公 式中. 其中的 +4(04 项与 A ： 和无关可 

以包括在叭0内，因此有效势能的表式最后为 

U K {r) =U(r) +B(r)K(K + l) + 


Hr)A 


(J-s) (y + s + 


(84.5) 


2K(K + l) • 

按通常方式展成^ = /"-~的幕级数以后，即得情形 A 时的分子能级表式: 
E = U r + hco r I d + — j + B r K( 尺 + 1 ) + 


+ A e A 


(7-S) (y + s + 

~" 2K(K + l) 


(84.6) 


正如上节所指出的， I ； 谱项的自旋-轴作用在一级近似下并不给出多重分 
裂，为了求出它的楮细结构，我们有必要考虑自旋-自旋作用，它的算符是电子 
自旋的二 次式. 现在我们感兴趣的并不是这个算符本身，而是这个算符对该分子 
的电子态的平均结果，正如我们对自旋-轴作用算符所作的那样.显然，从对称 
性考虑可知，所求的平均算符应该和总自旋对分子轴的投影值的平方成正比，也 
就是说可以写成下列 形式： 

a ( r)(S - n ) 2 , (84.7) 

式中的 a ( r ) 又是一个标志所给电子谱项的距离 r 的函数•对称性的考虑中还允 
许存在一个与 S 2 成正比的项，但由于自旋的绝对 值是— 个常数，这 一项 无关紧 
要-我们不打算在这里推导一个繁杂的普遍公式去说明 （84. 7) 式的算符所产生 
的分裂，本节的题1中将推导出对 S 三重谱项的公式. 

2；双重谱项是一个特殊 情形. 根据克拉默斯定理 （§60), 在总自旋为 S = 
1/2的多粒子系统中，双重简并是永远存在的，即使全部考虑了该系统中的内在 
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相对论作用以后也是这样.因此不管在任何近似中，即使同时考虑了自旋-轴作 
用和自旋-自旋作用以后 ， 2 X 谱项仍不分裂. 

只有考虑了自旋与分子转动的相对论作用以后，才能得到谱项的分裂，这个 

效应是极 小的. 这种作用的平均算符显然呈 yk . i 的形式，它的本征值由 
( 84 .4)式确定，该式中应令5 = 1/2,_/ =尺±1/2.结果对 2 Z 谱项得到下列公式 

£ = ", + 卜 + + ) + B c K(K + 1 ) 士子 ( 欠 + 士)’ (84.8) 

有一个常数 - fy 已包括在 仏中 • 

习 题 

1_求情形6中谱项的多重分裂 （ H . A . Kramers ,1929). 

解： 所求的分裂由 （84. 7) 式的算符确定，这个算符须对分子转动求平均.我 

们把它写成的形式，其中的 K = a ( r 0 ). 由于 S 是守恒矢量，我们只需 
对乘积^求平均.根据§29例题中所得的公式，我们有 

—_ k , k „ 

n<nt ~ (2 尺 _ 1)(2 尺 +3) + .' 

其中未写出之项（与心成正比）所给出的能量与•/无关，不会产生当前讨论的那 
种能级 分裂. 分裂值从而由下列算符 确定： 

-^K-l)l2K + 3)^ k ^ +k ^ - 

由于 S 和左对易，故有 

• K) 2 . 

S - K 的本征值已由 （84. 4) 式 给出. 此外尚有 

+is 1 .s 1 « M x < = 

= ( S - K ) 2 -- L ( S l S „- S t S i ) i eitl k l = 

= ( S - K ) 2 ■ K ) 2 + S - K . 

三重项 3 Z(S = 1) 的三个 £ K 分量对 应于 J = K ， J ( ±1 . 求得这些分量间的能 
级间距为： 

p p _ 尺 + 1/T P K 

Ek ''~ Ek= '^2 K 73' Ek -'~ Ek= ~ a ^2 K^l 
2. 试求介于情形和 A 之间的双重谱项 （ yl #0) 的能量 （ E . Hill 和 J . H . van 
Vleck ,1928). 
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解：由 于转动能量和自旋-轴作用能量已假定具有同一数量级，在微扰论中 
两者必须同时考虑，故微扰算符的形式 为①： 

V = B c K 2 +A r n - S. 

零级近似波函教最好采用角动量&和_/同时具有定值的态函数（即情形 h 的函 
数）. 由于双重谱项的 S = l /2, 当^/给定以后，量子數尺可取《= 7 ±1/2两个值. 
为了建立.久期方程，我们有必要算出〈^5幻丨1 / 1/ 1 5人'' 1 /〉矩阵元（； 1 代表确定电子 

谱项的其余量子数集合），其中的 A ' 和尺'可以取上列诸值.算符左 2 的矩阵是对 
角的； 对角矩阵元等于尺（尺+1 )• (/I . S ) 的矩阵元可以用一般公式 （109. 5) 算 
出，令该式 中的乂 =SJ 2 =K，n 的约化矩阵元由 （87.4) 式给出，计算后给出下列 
久期方程 


卜 ^ i- £(u 27trV( y+ i) 3 - 


2 J 


W( y+ i) - a2 b A j+ \) I- 7 -!) + a ^2 t 


-E' 


= 0. 


解出上式并把 £ ⑴加在 未扰能量上， 即得： 


£ = +/u^(i；++) + BJ( J + l)± 


~ A ^ A+ \ A - 

常数 B r /4 已包括在 仏内. 情形 a 相当于 1 » BJ , 情形 b 时不等式则反之. 

3. 试求情形介于 a 和6之间的 3 Z 三重能级的各个分量的间距. 

解 ：和题 2 —样，转动能量和自旋-自旋作用能量在微扰论中要一起考虑. 
微扰算符的形式为 

V = B . K 3 +«,(«• S )\ 

采用情形6中所用的零级近似波函数，〈尺1/» • SI / T 〉 矩阵元（此矩阵的对角指标 
全已略去）仍可按 （109. 5) 和 （87. 4 )式算出，但此时有 yi = 0 ,S = 1 •非零矩阵 
元为 

u ' n - S]J ~ l)= JWr <yin - sly+1 > = 7^rr- 

_/给定后尺可取尺= ^^±1 诸值. 对 〈 A ： IKI /：'〉 诸矩阵元可得 


①对转动求平均之前必须先对振动求平均.因此我们把 《(»•> 和 4( f ) 函数换成数值 fl , 和 M 只限 
于 f 展式的第一项），而未扰能级为 = U ,* ha 1 ,^ v*-^-y 
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UW\J) =B r J(J + \) +Qe , 
(J-\\V\J-l)=B r (J-l)J + ctr ^± f 

(y + 1 IKiy + l ) = fi r (y + l )( y +2) + a - 


<y-iiKiy + i) =(j + uv\j-i) =ar jKl±ll_ 

我们看到，在 K = J 态和尺 = _/:!: 丨态之间并没有跃迁.因此其中的一个能级 
就是尽 -〈 yiu 〉. 其它两个能级（£ 2 ，£ 3 )可从_/±1态的跃迁矩阵元所组成的 
二次久期方程中解出•我们只对三重项各个分量的相对位置感兴趣，可以在, 
£ 2 , fc ’ 3 三个能量中一律减去一个常數结果得 

E' =BJ(J + l), 

E 2. 3 = BAJ 2 +J + 1) -y ±^(27 + 1) 2 - a r B r +^. 

情形 b 时 （《 很小），考虑尺值相同•/值不同的三个能级（_/ =尺,尺 ± 丨），我们 
仍得题丨中的公式. 

§85多重谱项•情形 c 和 

除 f a 和 A 两型耦合以及介于其间的耦合外，还有其它类型的 耦合 . 这些稱 
合型式的来源 如下. 鼋子数/ I 归根结底是由分子中两个原子间的电作用而来 
的，它是电子谱项问题中轴对称性的结果（分子中的这种作用称为轨道角动贵 
与分子轴的耦合作用）./ I 值不同的谱项间的间距给出了这种作用的—个尺度 
在这以前我们默认了这种作用是很强的，使得其间距远大于谱项的多重分裂间 
距和转动结构间距•但在实际上也存在着相反的情形，此时轨道角动撤和分子轴 
之间的作用差不多等于甚至小于其它的 效应. 在这样的情形下，不管怎样的近 
似，我们当然不能说轨道角动 M 在轴上的投影值是守恒的，量子数3也就失去 
意义. 

如果轨道角动 fi 与轴的耦合小于自旋-轨道耦合，就称为情形 c •它出现于 
含有稀土族原子的分 子中. 这些原子的特点是含有一些角动罱未被抵消掉的/ 
电子•由于/电子处于原子的较深处，它们与分子轴的作用就有所削弱•介于 a 
型和 c 型之间的耦合情形，往往在重原子所组成的分子中 碰到. 

如果轨道角动量与轴的耦合小于转动结构的间距，就称为情形 A 这种情形 
出现于最轻分子 （ H 2 , He 2 ) 某些电子谱项的高转动能级 （_ /值似 I 、的 能级） 中•这 
些谱项的特点是分子中存在着一个高激发电子，它与其余电子 （或 称为“分子 
实”）的作用很弱，以致它的角动量并不沿分子轴方向贵子化 （此 时“分子实，，沿 
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轴具有确定的角动量 71$). 

当原子核间的距离 r 增大时，原子间的作用减弱，最后小于原子中的自旋- 
轨道作用.因此，如果考虑 r 足够大时的电子谱项，我们就得到情形 C . 当我们要 
弄淸分子的电子谱项与时所得的两个原子态间的关系时，必须注意这 
—点 • 

在§80中我们已经讨论过这样的关系，但是略去了自旋-轨道作用.当我 
们把谱项的精细结构也考虑在内以后，还会产生两个孤立原子的总角动最值 
•/,, 人与分子的罱子数之间的关系问题.我们不打算重复完全类似于§80的 
讨论，下面只给出它的结论. 

如果分子是由不同原子组成的，那么，角动量为人和人 （_/, &人） 的两个原子 
结合时所得的各种|/2|值①仍由表格 （80. 1) 给出，表中的应改成人 ，人 ，同 
时 A 应改成|/2|.唯一的区别是 ，当人 +七为半整数时|/2|的最小值不是表中的 
0而是 1/2. 另一方面，当人+人为整数时存在着2人+ 1个/3=0的谱项，这些谱 
项的符号问题尚待确定（正如略去精细结构后对谱项 S 所作的那样）.如果 ■/, 和 
人都是半整数，则（2七 +1) 为偶数，其中的一半谱项为另一半谱项为0•.如 
果 ■/, 和 人都 是整数，则有+丨个谱项为0•，另有人个谱项为0_ [如果 
(-1 尸 _4 P , P 2 =1], 或者反之[如果 （- l ) y '* V , P 2 = -1]. 

如果分子是由处于不同状态的相同原子组成的，结果所得的各种分子态与 
异原子分子的情形完全一样，唯一的区别是谱项总数增加了一倍，并且每个谱项 
在奇谱项和偶谱项中各出现一次. 

最后，如果分子是由处于相同状态（具有角 动贵人 =人=乃的相同原子所 
组成，它的总态数仍和异原子分子的情形相同，它们的宇称分布却是这 样的； 

J 整数偶 数时： N t = N , + \； 

•/整数/3奇 数时： N g = N mi 

•/半整数偶 数时： N u = N ti 

■/半整数奇 数时： N . = N ,+ i . 

同时所有的0 ’ 谱项为偶，所有的0谱项为奇. 

当原子核趋近时, c 型耦合往往过渡到 a 型耦合②.这时可能出现下列有趣 
情况. 

我们已经讲过 ， A =0的谱项 M 于情形/»,从 a 型的分类观点看来，这意味着 
值不同（而/!都等于零）的各个多1能级对应于同一个能量.但是这样的能级 


① 把两个原子的总角动 》•/, 和人相加成为角动时 ./ J 的符.然是不取要的. 

② O 甩和项分类间的对应关系•不 能一般 地推导出来.它的推导必须考虑到 具体的 势能曲 
线.考虑到对称性相冏的能级不能相交的规则 （S 7 9 ). 
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有可能由两个处于不同精细结构态中的原子彼此靠近时所产生 • 

因此就有可能发生两对不同精细结构态的原子对应于同一个分子谱项对 
0=0 的那些谱项讲来，也有可能发生同样的情况，即当原子核趋近时它们变成 
—个因而2 == 的分子谱项，这样得到的能级是双重简并的，因为情 
形《中的谱项 0* 和 0 ( 它们可以来自两对不同的原 子态） 具有相同的能鼉① 

§86分子谱项的对称性 

§ 78 中我们已经研究过双原子分子谱项的若干对称性质.这些性质刻划了 
波函数在核坐标不变的变换下所具有的 行为. 例如分子对于通过分子轴的平面 
所具有的反射对称性，导致了 和谱项的区别，相对于所有电子坐标同时 
变号的对称性（对相同原子组成的分子而言）②，导致了谱项的奇偶分类.这些对 
称性刻划着各个电子谱项，属于同一电子谱项的所有转动能级具有相同的对 
称性. 

分子的态和任一多粒子系统的态一样（见 §30) ，还以反演（所有电子坐标 
和所有核坐标同时变号）时的行为为 标志. 由于这一点，所有的分子谱项可以分 
成符号正（电子坐标和核坐标同时反号时波函数保持不变）和符号负 （反 演时波 
函数变号）两类③. 

4/0时，每—个谱项相对于角动最沿分子轴的两种可能取向讲来都是双重 
简并的•反演操作的结果角动敎本身并不变号，但是分子轴反了向 （原 子已易 
位），从而角动量沿分子轴的取向也反了过来.厲于所给能级的两个波函数因此 
在反演中进行相互变换，而且我们总是可以把它们线性组合成一个对反演不变 
的函数和一个反演时变号的 函数. 因此对每一个谱项可以得到两个态，其中的— 
个是正的另一个是负的 •实际 上每一个的谱项总是分裂的（见 §88), 于是 
这两种态对应于不同的能最值. 

1谱项的符号问题需要特殊 考虑. 首先，自旋显然与谱项符号（正负符号） 
没有关系，因反演操作只改变粒子的坐标，而保留波函数的自旋部分不变•因此 
任一给定谱项的各个多重结构分貴全都具有相同的符号.换句话说，谱项的符号 
只依赖于人'而不依赖于 

分子波函数是电子波函数和原子核波函数的乘积 • §82 中曾经指出过，工 


① 此处略去了/ I 双线（见 M 8 h 

② 假定坐标原点选在分子轴上两核的中点处. 

'* 找妁保留这个习用承语.但很不幸 ， W 为在原子情形下 进项的 反演行为被称为宇称.而不称为 
正负符号. 

这甩所讲的 it 负符号不要和 Z 讲项上附加的 + • - ffi 标混淆起来 | 

④ e 住1诮项通常《于情形 a . w 此必须采用最子数无和 /. 
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态中的原子核运动等价于一个轨道角动敏为 K 的粒子在有心力场 ！/(/•) 中的运 
动.因此可以肯定，当坐标变号时原子核波函数要乘以（ - ir [ l (30.7)]. 

电子波函数表征电子谱项，为了明确它的反演性质，我们必须考虑一个固定 
在原子核上并和原子核一起转动的坐标系.令 h ： K , ■:为固定于空间的一个定坐 
标系，而为转动坐标系，该坐标系中分子是固定不动的坐标轴的 
方向是这样确定的.使得（轴和分子轴重合并沿核1到核2的方向(各轴 
的正方向的相对位置与 x,y,z 坐标系的情形一样（这就是说，如果 x,y,z 是左手 
坐标系，则也是左手坐标系）.反演操作的结果，轴全都反向，使它 
从左手坐标系变到右手坐标系，此时的 i，r]，C 也应变成右手坐标系，但 （ 轴是刚 
性地固定在原子核上保持着它原有的方向，所以 f 轴或 r ? 轴中一定要有一个轴 
反向.因此定坐标系中的反演操作等价于动坐标系中对通过分子轴的一个平面 
所作的反射操作•但在这样的反射下， H 普项的电子波函数保持不变，而 Z •谱 
项的电子波函数变一符号 • 

由此可见谱项的转动分量的符号是由 （-1/ 因子确 定的： K 为偶数的 
一切能级都是正的，尺为奇数的一切能级都是 负的. : E 谱项的转动能级的符号 
由（-丨广1确定 A 为偶数的一切能级都是负的，而&为奇数的一切能级都是 
正的. 

如果分子由相同原子①所组成，那么它的哈密顿鼋还对两个原子核的坐标 
对换保持不变.如果它的波函数对原子核的对换保持不变，它的谱项称为对这两 
个核是对 称的； 如果波函数反号，则称为是反对称的•关于原子核的对称性，它与 
谱项的正负符号及奇偶宇称密切相关.原子核的坐标对换等价于所有粒子（电 
子和核）的坐标变号再加上一次只对电子而言的坐标变号 • 由此可知，如果该谱 
项是偶的（奇的）同时又是正的（负的），它对原子核而言就是对 称的. 如果该谱 
项是偶的（奇的）同时又是负的（正的），它对原子核而言就是反对称的 • 

§62之末曾经确立过一个普遍定 理：两 个同类粒子所组成的一个系统的总 
自旋为偶数时，它的坐标波函数是对称的；为奇数时则是反对 称的. 如果把这个 
结论应用到相同原子所组成的分子的两个原子核上，我们就能发现，谱项的对称 
性和总自旋/的奇偶性有关，/由两个核自旋 i 相加而得 • /是偶数时谱项为对 
称，/是奇数时谱项为反对称② •特 别是，如果这两个原子核没有自旋 （ i =0), 则/ 
等于零，这个分子就不存在反对称的谱项.由此可见，核自旋对分子谱项具有重 
要的间接影响，尽管它的直接影响（谱项的超精细结构）并不重要. 


① 这两个相同原子不似要 a 于同一元素而 a _® 属于同一 r « i 位*. 

② 根据«项的宇称.符号以及对称性之间的关系可以冉定.原子核总 s 旋/为偶数时正 能级® 偶 
的.而负能级 珐奇的 为洛数时则反之. 
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计及核自旋后会导致能级的附加简并•还在§62中，我们曾经计算过/值 
为奇数和偶数时的态数，/由两个核自旋；相加而成.当 i 为半整数时，/为偶数 
的态数等于 i (2 i + 1 ) ,/为奇数的态数等于 （i +丨 ）（2 i +丨 ） •根据 t 述结论，可知 *• 
为半整数时对称和反对称谱项的简并度①和&之比等于 


同理当 i 为整数时这个比值等于 

g , i + 1 

Z = 丁- (86 2) 

我们已经知道 ， S •谱项旋转分量的符号由 （-1)* 确定. 例如•谱项的旋 
转分量当 A ： 为偶数时是正的因而是对称的，当 A ： 为奇数时是负的因而是反对称 
的.根据以上所得的结论可以肯定， I 〗能级旋转分域的核统计权重 随着人 '值的 
依次改变而按 （86. 丨）或 （86.2) 式的比值交替地 改变. 对 I :以及, I ; 也有 
完全类似的 情况. 特别是当；=0时，谱项中 A ： 为偶数的能级以及2；/, 

谱项中&为奇数的能级它们的统计权重都等 于零. 换句话说， Z .* ， S : 电子 
态中不存在 A ： 为偶数的转动态，而在1/ ,2：:态中不存在为奇数的转动态. 

由于核自旋与电子的作用极弱，/值的改变儿率极小，即使在分子碰撞中也 
是这样•因此/值奇偶不同的分子只有对称的或只有反对称的谱项，使它们犹如 
两种不同形式的物质.例如正氢和仲氢，前一种分子中两个核自旋 | = 1/2是平 
行的（/ =丨），后一种则是反平行的 （/ = {))• 

§87双原子分子的矩阵元 

本节将给出双原子分子中各种物理貴矩阵元的一些普遍公式，我们先计算 
零自旋态之间的跃迁矩阵元. 

设4为分子（具有固定的原子核）的某个矢量物理量，例如它的电偶极矩或 
磁偶 极矩. 我们先在坐标系中考虑这个景，该坐标系随分子一起转动 ，（ 
轴沿分子轴.相对于这个系统的分子角动 a (即电子角动 a l ) 并不全部守恒， 
但它的（分量是守恒的.因此量子数的选择定则仍然成立（与§29中的 
M —样）•矢最的非零矩阵元从而为 

{ n ' A \ A ( \ nA ) ,( n ' A \ A ( + iA ri \ n , A -\) , 

( n ' ,A - 1 \ A f - iA v \ nA ) , (87.1) 

n 为具有给定 yt 值的电子谱项的编号. 


①这样的能级简并度常称为该能级的统计权可(. （86. 丨><86.2)式鏞 定了对 称和反对称能级的核 
统计权取之比. 
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如果两个谱项都是 I ；谱项，我们还需要考虑来自平面（通过分子轴的平面） 
反射对称性的选择定则.这样的反射中 ，一 个普通矢量（极矢最）的（分景保持 
不变.但轴矢最的（分量要变号.由此可知，对一个极矢最，\只有 Z + — Z ♦和 
S '-»! 跃迁矩阵元才是非零的，对轴矢 董只有 z ♦ — [ •跃迁矩 阵元. 我们不 
必讨论弋分量，因为对这些量不改变 A 就无法跃迁 • 

如果该分子由相同原子所组成，就还有宇称的选择定则 •一 个极矢饊的分量 
在反演时要变号.因此只有宇称不同的状态之间的跃迁矩阵元才是非零的（对 
轴矢最则相 反）. 特别是，极矢量分景的所有对角矩阵元都等于零. 

(87. 丨）式的矩阵元与同一矢量在定坐标系中的矩阵元的关系问题， 
可用后面§110中导出的适用于任意轴对称物理系统的普遍公式来解决.当把 
对最子数 A /& (分子总角动量无的 2 分量） 的依赖性（对所有矢量 相同） 分离出来 
以后，还留下约化矩阵元 || <4 || nKA ). 它们与 （87 •丨）矩阵元的关系，由 A 
= A ' = 1( 对应于一个矢景）的 （110. 7) 式适当改变它的量子数记号后得出.按 
(82.4), yl 等于总角动量的 f 分最，采用一阶球基张1的分量与矢量的笛卡 
儿分屢之间的关系式（10 7 . 1), 以及表9的 3) 符号值 （ § 106), 可得下列对 yl 为 
对角的矩 阵元： 


<n'KA MU nKA) = A J^^(n'A\A ( \nA), 

(n' ,K - l ,A || /4 || nKA ) = i ^ (n'A \A ( \nA). 

以及下列 / l 的非对 角元： 

(n'KA || A || -1〉= 

=严， ^ … 0 〈鄉 

(n'KA ||<4 I 卜，尺 -l’yl -1> 

〈趟…〉， 

(n',K-l,A \\A || nK,A-\) 

-iJ LK ~ A) [ K K ~ A+1 Un'A\A (+ iA n \n,A-l). 

留下的非零矩阵元可以通过约化矩阵元的厄米性 得到： 

(nKA H-4 || n'K'A') =(n'K'A' || A || nKA) \ 
对芒 , tj , (坐标系中的矩阵元则为 

(nA\A ( -iA v \n'A') = {n'A'\A ( + \A v \nA )', 
(nA\A { \n'A') = (n'A'\A ( \nA) '. 


(87.2) 


(87.3) 
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下面是矢最 <4 =/«( 沿分子轴的单位矢量）时的矩阵元特例 公式. 此 时有' 
= A n =0 .尖=1,在 f 坐标系中只有对角元不等于零. { nA \ A c \ nA ) =1. 约化 

矩阵元除指标 A ： 外对所有指标均为对角，如果只写出尺指标，我们有 

( 87 - 4 ) 

<尺-1 \\ n \\ K )= iJ ^ L . . 


( H . HOnl , F . London . 1925) •对于 /I =0, 上式给出 

II n || K ) =0,( K -\ || n \\ K ) = i / K . 

这和运动于有心力场中的单位矢量矩阵元相一致，见 （29. 14). 

现在再来看一下，当在自旋不等于零的态之间跃迁时，前面所得的公式应作 
怎样的 修改. 電要的是，首先应知道这些态究竟是属于情形 a 还是情形/ >. 

如果这两个态都属于情形 a , 公式主要只是作记号上的 更改. 鼠子数 A ： 和 
対*不再存在，应换成总角动量•/及其 2 轴投影另外还有 S 和 /2 = /t + Z ,故 
约化矩阵元为 

( n ' J ' S ' n ' A ' \\A || nJSHA ). 


设 <4为任一轨道矢量（即不依赖于自 旋）. 其算符与自旋算符 S 对易，故其 
矩阵对量子数 s 和尖 = z 是对 角的 ; /2 = yi + Z 将随 /I 一起变化（即 n'-n = A' 
-/ I ). (87.2) -(87. 4 )式的改变只是在矩阵元中添加了—些指标并用 j 和打 
代锊和儿例如， （87. 2) 第一式变成（对角指标 S 已略去） 


( n'JQA || A || nJQA ) =il 


27 + 1 
■/(川） 



现在令 4 = S . 由于自旋算符和轨道角动量对易，也和哈密顿量对易，故其矩 
阵对/!和3是对角的但对 S 和 Z (或/2)为非对角分景的 

跃迁矩阵元由 （27. 13) 式给岀，式中用 S 和 Z 代锌/ •和然后用 （87. 2) 和 
(87_ 3) 式变换到坐标系，并用_/和代替 A ’ 和儿从而得，例如（对角指标 
等已略去） 


(//2||S||y,/2-l> 


=/ 


2 -- + 1) 4y ( 7i. ( ) y ~ /j + 1)</j, ^ + i5 - l/2 - I) 

2j + \)(j + n)(j-n + i)(s + X)(s-i +\) 
47(7 + 1) 


其次，假定两个态都属于情形 6, 并设 4 为轨道矢最，矩阵元的计算可分两 
步完成.先只考虑转动分子而不计人 S 和 A ： 的 相加； 矩阵元对 S 是对角的并可 
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由 （ 87.2)(87.3) 式 确定 . 第二步，把太加到 S 上给出总角 动量人 新矩阵元可用 
筲遍 公式 （ 109. 3) 得到，式中用尺 , S ,_/ 代替乂 ,j 2 ,J. 例如 ，对人 KM 对角的矩阵 
元为 

(n'JKA || A || nJKA )= 

=( -l) K ' JtS * ， (2J + l){ K j J K S ] }(n'KA ||/I || nKA). 

应用表 10( § 108) 中的 6> 符号以及 （ 87.2) 的约化矩阵元，最后可得 
(n'JKA \\A || nJKA ) = 


=A 


I 2J + \ J(J + \) +K(K + \) -S(S + l) 
Vy( y + 1) 2K(K + l) 


(n'A\A c \nA). 


情形 a 和情形 6 的两态之间的跃迁矩阵元，可用类近的方法计算.这里不再 


讨论 . 


习 题 


1. 求一双原子分子谱项的斯塔克分裂，该分子具有恒定的偶极矩，该谱项 
属于情形 a . 

解： 偶极矩在电场中的能量为 -</ . ，根据对称性的考虑，双原子分子 
的偶极矩显然沿分子轴 ； rf = d / l , d 是一个 常數. 取场的方向为 z 轴，得 - dn / 形 


式的微扰算符. 

根据以上导出的公式求出 n ，的对角矩阵元，得到情形 a 时的能级分裂 式①: 


△£ = 


-SdMj 


Q 

■/( 川 ）. 


2. 同上題，但谱项属于情形 6( 并且 / l #0). 


解：同 法求得 


= -<3 dMjA 


J(J + l) -5(S + 1) +K(K + \) 
2K(K + l)J(J + 1) 


3. 同上题，但对谱项. 

解： yl =0 时线性效应不再存在，需要转入微扰论的二级近似•一般公式 
(38. 10) 求和时，只要保留这样一些项就可以了，这些项对应于该电子谱项的各 
个转动分量之间的跃迁 （ 其它项的分母中能量差别比较大）.因此可得 

, 2 „, f | 〈尺 0,|A ： -l ， W K 〉r , |<XAfJn,|A ： + l,M it >| J 1 

AE ^ =dS2 { - E^7 t + E-^7 t }， 


①可以指出的是，这个结果似乎和不存在线性斯塔克效应的一般论断 （ S 76) 相矛盾.实际上•这样 
的矛诱，然是不存在的.因 为这甩 出现的线性斯塔克效应是由 a — 0的双*简并能级引起的，只要这个斯 
«_克分裂的能醱大于双线的能《( S 88), 以上所得的公式是适 用的. 
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其中的 E k = BK(K + l ). 经简单计算后得 


d 2 ^ [A ： (A ： + 1) -3M\] 

B 2 K(K + \)(2 K -\)(2 K +3)' 


§88 yl 双重分裂 


zl / O 的谱项的双重简并 （§78) 实际上是近 似的. 它的产生只是由于我们 
直到现在为止略去了分子转动对电子态的影响（以及略去了对自旋-轨道作用 
的高次近似），这一点正是我们在以前的理论中所 作的. 考虑了电子态和转动之 
间的相互作用以后,/1#0的谱项就分裂成为两个靠得很近的能级.这种现象称 
为 /I 双重分裂 （ E . HillJ . H . van . Vleck . R . Kronlg , 1928). 

现在来定量地考虑这个效应，我们仍从单项 （ S =0) 开始，我们已经计算过 
( §82中）转动能级在微扰论一级近似下的能置值，它由下列算符的对角矩阵元 
(平均值）所 确定： 


B(r)(K-L) 2 . 

计算下一级近似时，必须考虑上述算符对/ I 的非对角矩 阵元. t 和算符对 /I 
是对角的，因此只需要考虑 -2 Bk • L 算符 • 

炙 . Z 矩阵元的计算最好利用一般公式 （29. 12), 令该式中的4 =K,B^L ； 
/. 和 M 取作 A ： 和 W *., 并把 n 改写成 n 和/ I ，其中的 n 代表确定电子谱项的 （ A 以 
外的）量子数 集合. 由于守恒矢 M 的矩阵对 n 和 A 是对角的，而在 L 矢最所含 
的非对角矩阵元中 yl 值的改变只能等于丨（参考§87中对任意矢景/ I 所讲的 
话），利用 （87. 3) 式，我 们得： 

(n'AKM K \K - L\n,A-l,KM K )= 

! _ (88.1) 

= y(n^lZ. f +i/.,ln,A -1) ^(A ： +yl)(A ： + l -A). 

A 值作更大改变的非零矩阵元是不存在的. 

只有在微扰论的第24级近似中， yt— /I - 1矩阵元的微扰效应才能使 ±/1 
态之间出现一个能 i ： 差.与此相应，这个差值将和即成正比 （ A / 为 
原子核质量， m 为电子质量 ） .yt > 1时，这个值太小我们不感兴趣.因此/ I 双重 
分裂效应只对下面要考虑的 n 谱项 （/I =丨）才是重要的. 

yl = 1时必须进行二级近似.能 M 本征值的改正可按一般公式 （38. 10) 确 
定•该式求和项分母中的能最差呈形式.这些能量差中含有人■的 
项相互抵消，因为原子核距离给定为 r 以后所有各个谱项的转动能》都等于 
B(r)K(K + l). 所以分裂值 AE 与 K 的关系完全由分子中的矩阵元平方确定.这 
些矩阵元平方项对应于3从丨到0以及从0到 -1 的跃迁，根据 （88. 丨厂式这两 
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个跃迁矩阵元和尺的关系是相同的，我们即得 1 n 谱项的分裂值 

A £ = 常数 xA ：( A ： + l ), (88.2) 

式中的常数具有 « Vc 的数敏级, e 具有相邻电子谱项间能量差值的数揸 级. 

现在转向自旋不等于零的谱项 （ 2 n 和 3 n 谱项，更高的 s 值实际上找不到）. 
如果这个谱项 M 于情形6,则多重分裂对转动能级的 a 双线并没有影响，它仍由 
(88. 2) 式所确定. 

但在悄形《中，自旋的影响就很 重要. 此时每个电子谱项除了用4外还要 
用来标志.如果把/ I 简单地改为 - A ,/3 = yl 值就要改变，从而得到一个完 
全不同的谱项.相互简并的态是4，/2态和-4, -/2 态. 这种简并性不但能被以 
上考虑的轨道角动量与分子转动间的相互作用解除掉，而且也能被自旋-轨道 
作用解除掉.但总角动量沿分子轴的投影值/2是精确守恒的（当原子核固定 
时），它不能被自旋-轨道作用所 破坏. 可是自旋-轨道作用能够同时改变 yl 和 
■ T 而使保持不变（也就是存在着4和 Z 作相应改变的跃迁矩阵元）.这个效应 
的本身，或者和轨道-转动效应（它改变 yl 但不改变 Z ) 合在一起，就会导致4 
双重分裂. 

让我们先考虑 2 n 谱项.对于 2 n l / s 谱项=丨，万= - 1/2,/2 = 1/2) ,同时考 
虑了自旋-轨道作用和轨道-转动作用以后（都是一级近似）即得能级分裂.实 

际上，前一作用给出 A = \, I = - y^yt =0,2= 1/2的跃迁，后一作用则把 yl = 

0,2=1/2的态变成4 = -1,1 = 1/2的态，这个态与初态的差别就是把 d 和/2 
都改变了 符号. 自旋-轨道作用的矩阵元与转动量子数7无关，轨道-转动作用 
与■/的关系则由 （88.1) 式确定，该式中（根 号中） 的尺和4应该改成^/和打.因 
此对 2 n ,, 2 谱项的71双重分裂讲来，得下列表式： 

A £,/2 =常数 X , (88.3) 

其中的常数另一方面 ， 2 n 3 , 2 谱项的分裂只能在高级近似中找到，因此实 
际上 =0. 

最后.我们来考虑 3 n 谱项•对于谱项 （yi =丨，万=-1)，考虑了自旋-轨 
道作用的二级近似后可得能级分裂（由于 j =1，乏 = -1^ =0,2 = 04/1 = 
-1,2 = 1 的跃迁）•据此，这种情形下的4双重分裂完全与《/ 无关： 

厶£。= 常数- z 4 2 /e (88.4) 

对于 ‘ n , 谱项,1 = 0,因此自旋对分裂没有影响，我们仍得 （88. 2) 那样的公式，式 
中的尺要改成人 

A £\ =常数. _/(•/ +1). (88.5) 

对 3 n : 谱项需要应用更高级的近似，因此可令 A £ 2 =0. 
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^双重分裂所得的一个能级总是正的，另一个是负的，这一点已经在§86 
中讨论过.研究了分子波函数以后，可以确立起正负能级的交替规则.我们只在 
这里给出它的研究结 果①. 我们发现，如果对某个•/值，正能级处于负能级的下 
面，那么在7 + 1的双线中这个次序就反过来，正能级位于负能级的上面，并依此 
类推.正负能级次序随着总角动镇值的依次变化而交替地变化•这里所讲的是情 
形 a 的谱项，情形6中这一点也能成立，不过依次变化的是角动量值尺. 

习 题 


求 1 A 谱项的 A 分裂 

解：现 在这个效应出现于微扰论的四级近似中.它与 A ： 的关系由四个 
(88. 丨）矩阵元的乘积所确定，这些矩阵元的 A 值改变依次为 ：2- »1 ,1-*0,0— 
-1, 它给出 

A £ = 常数 x ( K - l ) K(K + l)(K + 2), 

其中的常數 

§89原子间的远距作用 

我们来考虑两个相隔很远（相对于它们的大小）的原子，求它们之间的相互 
作用能蛾.换句话说，我们来求当原子核间距很大时电子谱项所能具有的 
形式. 

为了求解这个问题，我们应用•微扰论，把两个孤立原子看作未微扰系统，它 
们间的电作用势能则看作微扰算符.根据静电学我们知道，（见《场论》§41, 
§ 4 2),两个相距 r 很远的带电系统之间的电作用可以按 l / r 的幂展开，这个展 
开式中的依次各项相当于这两个系统之间的总电荷作用、偶极矩作用以及四极 
矩作用，等等.对中性原子讲来总电荷等 于零. 这个展式是从偶极-偶极作用 
( ~1/ 〆 ）开始的，其次是偶极-四极项（ -1 A 4 ), 四极-四极（和偶极-八极）项 
( ~1々 5 ),等等. 

我们先假定两个原子都处于 S 态，很易证明，在微扰论的一级近似中，这两 
个原子间无相互作用.原子间的相互作用能是由微扰算符对未微扰系统波函数 
(等于这两个原子波函数的乘积②）的对角矩阵元确定的.但在 S 态中，这些对角 
矩阵元也就是偶极矩和四极矩等等的平均值，它们都等 于零； 这一点可以根据对 
称性的考虑直接得知，因为 S 态中原子的电荷分布是球对称的.因此在微扰论的 


① 吋参今 E. Wigncr.E. Wilmer.Zeilachrift for Physik,51,859,1928. 

② 我们略去 f 随着距典作指数式哀喊的交换 效应； 参考 §62 题 1 及 §81 例题 . 
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一级近似中，微扰算符展为的幂级数后每一项的贡献都等于零①. 

二级近似中，我们只需要保留微扰算符中的偶极作用项，因为这一项当 r 增 
大时衰减得最慢，该项为 


+3( rf , • n )( d 2 - n ) 

3 


(89. 1) 


" 为原子连线的单位 矢墩. 由于偶极矩的非对角矩阵元一般讲来不等于零，我们 
在微扰论的二级近似中所得的非零结果是 K 的二次式，也就是正比于 1/ A 我们 
早已知道，最低本征值的二级近似改正总是负的 （§38). 因此我们得两个基态 
原子的下列相互作用能 表式： 

"⑺ =-琴 (89.2) 

r 

其中的常数取正值② （ F . London , 1928). 

因此两个处于 S 基态相距较远的原子以反比于其距离的7次方的引力 
(- d ^ /心） 彼此相吸•远距离的原子的这种引力通常称为范德瓦尔斯力.这个力 
使得电子谱项势能曲线上出现一个极小值，即使这两个原子不能形成稳定分子， 
但是曲线下陷不多（深度只有一个电子伏的几十分之一甚至几百分之一），而且 
其位置在几倍于稳定分子的原子间距处， 

如果只有一个原子处于 S 态，所得的相互作用能仍为 （89. 2) 式，因为一级 
近似等于零只需一个原子的偶极矩（和其它的矩）等于零就足 够了. （89. 2) 式中 
的常数不但依赖于这两个原子的态，而且还依赖于两者的相对取向，也就是依赖 
于角动量沿原子连线的投影值 12. 

如果两个原子都具有不等于零的轨道角动量和总角动擀，情况就不同了.偶 
极矩对任意原子态的平均值都等于零（ §75), 但是四极矩对或1/2 
的态的平均值不等 于零. 因此微扰算符中的四极-四极项在一级近似中给出不 
等于零的结果.原子间的相互作用能现在不是按距离的6次方衰减而是按5次 
方衰 减的： 

"⑺=琴 (89.3) 

r 

式中的常数可以是正的也可以是负的，也就是既有吸引的也有排斥的.和以前的 
情形一样，这个常数不但依赖于原子态，而且也依赖于这两个原子所组成的系统 


① 当然.这并不导致原子相互作用能》的平均值正好等于零.它随着距典作指数式衰减.也 就是哀 
减得比 IA •的任 何冇限 次捅来得快.从而展式的每项为军.这是因为相5作用算符的多扱矩展开本身.就 
包含 J " 这两个原子的电荷相距 K ■远的假定，而在 褫子力 学中，电子的密度分布即使在远距离处也具有有 
限的（然而是指数式小的）值. 

② 例如，对两个氢原子而言这个常数（用原子单位）等与 6.5 .氦原 子时为 1.5. a 为68, a 为 150. 
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的态. 

一个特殊情形是两个相同原子处于不同状态时的相互作用.此时的未微扰 
系统（两个孤立原子）由于存在着交换原子态的可能性而具有附加简并.与此相 
应 ，一 级近似的修正值要用久期方程求出，此方程中不但出现微扰的对角矩阵元 
而且还有非对角矩 阵元. 如果这两个原子态的宇称相异，同时角动量 i 相差±1 
或 0( 但不都等于 0)( 对_/也有同样的限制），那么对这两个态之间的跃迁讲来， 
偶极矩的非对角矩阵元一般来说不等于零.因此从微扰算符的偶极项中即可求 
得一级近似的效应.原子间的相互作用能此时就和 1 A 5 成正比： 

U(r) = (89.4) 

r 

式中的常数可正可负. 

但在通常情况下，我们感兴趣的原子间相互作用往往要对角动 s 的所有可 
能取向求平均（例如，对于气体中的原子间的相互作用）.经过这样的平均以后， 
所有多极矩的平均值都等于零，因而在原子间相互作用中，微扰论一级近似中所 
有多极矩的线性效应也都等于零.于是近距离原子间的平均相互作用力总是遵 
循 （89.2) 式的规律.① 

我们来进一步考虑一个原子和一个离子相互作用的类似问题，在微扰论的 
一级近似中，这个相互作用由离子库仑场中的四极矩能量算符 （76. 8) 的平均值 
给出.由于该场的势 flA , 原子与离子相互作用能量正比于 1 A 3 .但是这个效 
应仅当该原子具有平均四极矩时才存在.即使如此.当对角动量•/的所有方向取 
平均以后，它还是等于零. 

以 1/ r 为幂次的不总是等于零的下一级相互作用项，出现在对偶极矩算符 
(76.1) 而言的二级微扰 论中. 由于离子 场强〜 1/ V , 这种相互作用能正比于 
1/ r ' 它可通过原子（处于 S 态）极化率 a 表成 

V = (89.5) 

2r 

如果原子处于基态，这个能量（和所有的基态能量修正一样）是负的，亦即原子 
和离子间具有吸引力 ®. 


① 这个规律玷以非相对论理论为基础异出的.它仅当电磁作用的推迟效应不时才 M 正确的. 
为此，原子间距 r 必须小于 cAu 。，. 《。,是原子激发态和基态之间的跃迁频半. 什及推 迟效应的原子 N 作用 
见第四卷 585. 

② 一个原子和一个远距离的电子间也有类似的引力.这种引力就是该原子具有吸附一个电子形成 
负离子能力的原因（结合能从儿分之一到几个电 子伏） .并不 S 所有的原子具备这种能力.因为在一个远 
距离处作 I //(或 1 A 5 ) 衰减的场中.对应于电子的束缚态的能级数总是有限的.特殊悄况下珂以等于芩. 
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习 题 

推导处于 S 态的两个相同原子间的范德瓦尔斯力公式，用偶极矩的矩阵元 
表出. 

解 ：把微 扰论一般公式 （38. 10) 应用到 （89. 丨）式的算符即可求得 解答. 鉴于 
S 态原子的各向同性，可以事先知道.当对所有的中间态求和时，矢量名和义的 
三个分量的矩阵元平方给出同样的贡献，不同分量的乘积项则等于零.结果为 
u(r) = A V <»1<10) 2 <^ ， 1<10) 2 

r _ 7 ― E,^E,.-2E 0 一 • 

其中&和占,为原子基态能量和激发态能量的未微扰值，由于假定基态中 L =0, 
</ il < f , IO 〉 矩阵元仅当跃迁到 P 态 （i =丨）时才不等于零•应用（29.7)式，得(/(；0 
的最终形式为 

u(r) = _丄 y < nl Mil 00) 2 (« , 1 llrfllOQ) 2 
3 r 6 6 -2 心 ’ 

式中约化矩阵元和能级的指标 d 中的第二个指标给出/■值，第一个指标代表确 
定该能级所需的其余量子数集合. 

§90预离解 


本章所述双原子分子理论的一个基本前提是假定了分子波函数分离成为— 
个电子波函数（以核距为参量）和一个核运动波函数的乘积•这种假定相当于在 
分子的梢确哈密顿量中略去了某些小项，这些项相当于电子和核运动的相互 
作用. 

当用微扰论计及这些项后，就会出现不同电子态间的跃迁.当跃迁态中至少 
有一个是属于连续谱的态时，它在物理上特别重要 • 

图30中给出了两个电子谱项的势能曲线（更确切地说，是分子的给定转动 
态中的有效势能仏曲线）.能量£'(图30中第二条水 
平虚线）代表处于电子态2的一个稳定分子的某个振 
动能级•在电子态1中，这个能镦处于连续谱范围内. 

换句话说，从态2到态1时这个分子就会自动分解， 

这种现象称为预离解①.由于预离解的存在，像曲线2 
那样的离散谱状态实际上只有有限的寿命，这就意味 
着离散能级变宽了，也就是具有一定的宽度（见§44 
末）. 图30 



①曲线 I 的极小值也冇可能报本不存在，如果它对应于原子间的纯斥力的话. 
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另一方面，如果总能量£位于这两个态的离解极限之上 （图 30 中第一条水 
平虚线），从一态到另一态的跃迁相当于所谓第二类碰撞.例如 1—2 的跃迁意 
味着两个原子的碰撺，其结果是使两个原子处于激发态，并以减少了的动能分开 
(当00时，曲线1在曲线2的下面， f / 2 (00 ) - ^, ( 00 )之值就是原子的激发能 
量) • 

由于原子核的质摄很大，它们的运动是准经典的.因此所考虑的跃迁概率问 
题诚于 §52中讨论过的那 一类. 根据该节中的一般考虑可以知道，跃迁概率主 
要由经典跃迁点①确定，由于双原子系统（分子）的总能1在跃迁中守恒 ，“ 经典 
可能”的条件是两个有效势能 相等： = U n ( r ). 又由于分子的总角动量守 
恒，两态的离心能相同，因此这个条件意味着势能相等： 

f /,( r ) = U 2 ( r ), (90. 1) 

不再含有角动 M . 

如果 （90. 1) 式在经典允许区（£>%,,[^的 区域） 内无实根.根据 §52 ,跃 
迁概率是一个指数式的小 ■②. 仅当势能曲线相交于经典允许区时（如图30所 
示）.跃迁概率才是显 著的. 此时 （52. 丨）式中的指数幂等于零（该式也就不再适 
用），跃迁概率将由下面导出的非指数表式确定.这时条件 （90. 丨 ） 可作如下解 
释. 如果势能（和总能）相同，两者的动鼋也就相同.条件 （90. 丨）也可写成下列 
形式 

r,=r t , p, =p 2 , (90.2) 

P 是原子核相对径向运动的动 M , 下标1和2代表两个电 子态. 我们就可以这样 
说•跃迁发生时刻两个原子核的距离及其相对动量都保持不变（这称为弗兰 
克 -康登 原理）•从物理上讲，这是由于电子速度远大于核速度，在“电子跃迁期 
间”两个原子核的位 a 或速度不会有显著的改变. 

不难确立所考虑跃迁的选择定则.首先，我们有两个明显的精确定则.总角 
动坫■/以及谱项的符号（正 或负； 见 §86) 在跃迁中不能改变，这是因为总角动 
tt 的守恒以及坐标系反演下波函数行为的不变是任意（封闭的）多粒子系统的 
精确定律. 

其次，宇称相异态之间的禁戒跃迁定则（由相同原子组成的分子）也是近乎 
楮 确的. 态的宇称可以由核自旋和谱项符号唯一地 确定. 谱项符号的守恒是一个 
精确的定律，而核自旋是近乎守恒的，因为它和电子的作用非常弱. 


① 或者是势能变成无穷大的 r = 0 点. 

② 如東参与跃迁的分子讲项可由两对不同的原子态来实现 （ 见5 85末），亦即势能曲线在远距典 
处町以分裂成为两支时•就会出现一种特殊悄况.此时的跃迁槪率相当大.一个例子见 A . M . Bopohhh . E . 
E . HHKMTMH.OiiTHKa m cncKTp. 1968. T . 25. C . 803. 



§ 90 预离解 


■ 319 - 


要求势能曲线必须要有一个交点，这就意味着两个谱项必须具有不同的对 
称性（见 §79) •我 们来考虑微扰论一级近似下实现的跃迁 ，（ 只能在高次近似下 
实现的跃迁，它的概率比较小）.首先要注意的是，哈密顿 M 中导致此跃迁的项 
正好就是引起能级的/ I 双线的项.这些项中豸先有自旋-轨道作用项.它们是 
两个轴矢量的乘积，一个具有自旋性质（即由电子自旋算符组成），另一个具有 

坐标性质.但要强调指出，这两个矢量并不是简单地等于 S 和£矢_驗.它们对于 
S 和3改变0, ±1的跃迁具有非零的矩阵元，其中 AS 和都等于零（同时 yl 
# 0 ) 的情形应该除去，否则谱项的对称性将在跃迁中保持不变.两个 Z 谱项间 
的跃迁只有当一个为 S ’ 另一个为1_时才是可能的，因为一个轴矢量只对 
和 S _之间的跃迁才有非零矩阵元 （ 见 §87). 

哈密顿量中对应于分子转动与轨道角动屋:相互作用之项是与 ■>. 尤成正比 
的，它的矩阵元对于 AA = ±1 而自旋不变的跃迁不等于零（只有矢量的（分 M 
\具有=0的矩阵元，但是对于电子态是对角的）. 

除了以上考虑过的那些项以外，还有来自核动能算符（对核坐标微商的算 
符）的微扰，这个算符不但作用于核波函数上而且作用于以 r 为参量的电子波函 
数上.哈密顿欺中的这个相应项与未微扰哈密顿量具有同样的对称性.因此它只 
能导致对称性相同的电子谱项间的跃迁，由于这两个谱项并不相交，它的跃迁概 
率小得可以忽略. 

现在来进行跃迁概率的具体计算.为确定起见，我们考虑第二类碰撞.根据 
—般公式（43.1)，所求的概率由下式 确定： 

»= 穿 IJatW ⑺尤 A . dr | ， (90.3) 

其中的为原子核径向运动波函数），以是微扰 能量； 我们已把 
(43. 1 ) 式中的 〜 取作能量£并且对它进行了积分.末态波函数应按能量的 S 
函数归一化.经过这样的归一化后， （47. 5) 中的准经典函数具有下列 形式： 

，《 = 7^广(+〔_ _ 予). （90 4) 

归一化因子已按§21末的规则确定.初态波函数可以写成下列 形式： 

以 = 貪。 8 ( + (/氺 _ 予)， (90 5) 

它是这样归一化的，使得 （90. 5) 式的驻波分解成两个行波后每个行波的流密度 
都等于和 h 是原子核相对径向运动的速度.当把这些函数代人 （90.3) 式 
后，即得敲纲为1的跃迁概率&它可以看作原子核两次通过~点的跃迁概 
率为能级的交点〉.要记住，（％. 5〉的波函数在某种意义下相当于两次通过 
该点，因为它同时含有人射行波和反射行波. 
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由函数 （90. 4 )和 （90. 5) 所构成的 V ( r ) 的矩阵元中，被积函数内含有余弦 
函数的乘积，这个乘积可以化成宗揸为原来宗量之和及差的两个余弦函数之和 
在谱项交点 r = r D 附近积分时，只有第二个余弦函数是重要的，故得 

) 勞「， 

离开交点时积分很快地收敛，因此可把余弦函数的宗量展为 f = r _ r 。的幂级数 
并对 f 从 -00 到+»积分（余弦函数前的缓变因子此时可用 r = r 。处的值来代 
替）.考虑到交点处 P , =/> 2 , 即得： 

其中的 S ❶等于 r = r 。点处 这两个积分值之差. 动最的 微商可通过力 F = - dU/dr 
表达 出来. 对等式 g + A 为原子核折合质最）取微商后可得 


因此 


I P> dr ~ [ P 2 drsS 0 +-!-^ 
』 J a -, 2 ,v 


■V, 


f 为〃，和在交点处的公共值.利用以下的熟知公式进行积分： 
J ■ cos(a +^ f 3 )df = /^cos (a +予）， 


结果得 


8ttK 2 


hv \ F 2 


I ‘ 2 I S 0 n \ 

^ J cos ( T + T ). 


(90.6) 


S 0 / A 是一个很大的量并随能量 £ 很快地 变化. 因此即使对一段不大的能量 
间隔加以平均后，余弦的平方就可用它的平均值来代替.结果得下列 公式： 

4 irK J 

w = Vv \ f 2 . f ,\ ( 90 . 7 ) 

(； I •几朗道， 1932) .式右的所有各景均取势能曲线交点处 的值. 

应用于预离解时，我们感兴趣的是分子在单位时间内的离解概率.振动着的 

原子核在单位时间内有2 xg 次通过 r = r D 点.因此所 求的预离解概率等于 

(通过两次的概率）乘以 w /2 ir , 即等于 

2y 2 (o 

hv \ F 2 - F , I ' (90.8) 

对于所作的这些计算应作以下说明.谈到谱项的相交时，我们所指的谱项是 
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指分子中电子运动的“未微扰”哈密顿么的本征值，并没有把导致跃迁的 P 项 

计算 在内. 如果在哈密顿 a 中包括了 [项，谱项就不可能相交，势能曲线要略为 
.分开，如图31所示.这是在§ "79 中我们从略为不同的观点得到的结论. 

设 ^,( r ) 和为算符九的两个本征值（其中的 
r 看作参量）•在 ^,(0 和曲线交点〜的邻域内， 

我们必须用§79中所示的方法去求失+ 算符的本征 
值仍》•)，结果得 

U i Jr)=^-(U Jl+ U J 2 + V ll+ V n )± 

*71 + l - l )2+ 咤， 

> 4 图31 

式中各 ffl 都是 r 的函数，％(「）函数（上式根号前取正号） 

相当于图31中上面一条连续曲线 （1' 一 2), R ( r ) 相当于下面一条曲线（2'— 
I ). L 和 L 矩阵元可以分别归人 i /力 和函数的定 义中； L 可简记为 K ( r ) ,上 
式变成 

^..(0 = y (^, +^) ±\^/(V ]l -U n ) 1 +4 K 3 , (90.9) 

能级间距为 

AU = 7( U Jt - U n ) 2 +4 V 2 . (90.10) 

由此可见，如果两态间有跃迁 （ K 尹0)，能级的相交就不存在.曲线间的最短距离 
位于 /■ = 〜 处，该 处的 〜 =〜，故得 

( A (/) min =2| K ( r 0 )| (90.11) 

在这点附近，我们把差值 t / y , 展为 f = r - r D 的幂级数，令 

-HUWdF), 

其中 F = -( dlVdl 。， 则 

At /= y ( Fj - F,)Y +4 K 2 ( r 0 ). (90.12) 

(90. 11) 和 （90. 12) 式是在只考虑两个态的情况下导出的，这两式的成立要 
求 （A f / 必须小于其它谱项的间距 .（ 9 0 • 7 ) 式作为跃迁概率必须满足后面更 

为严格的条件 （90. 19). 如果后一条件并不满足，仍容许只考虑两个态，但不能 
用通常微扰论计算跃迁概率，这种情形下需要更一般的处理 • 

如果我们只考虑交点的邻区并把核运动作准经典处理，那么系统哈密顿贵 
中的核速度算符可用常数〃代替，坐标 r 可以作为时间的函数满足经典方程 dr / 
d <=«;, 亦即 f = r - r 。 =以,计算跃迁概率的问题就化成求解电子波函数所满足的 
波动方程，它的哈密顿镦显含时 间*: 
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ifc ^-^=[ W 0 ( t ) + V , (<)]^- (90.13) 

ol 

令 么和为对应于曲线《和/>的电子态的波 函数. 它们是下式之解 

( 6。+ 參池 •*="..*( 0必“， 

式中 < 是一个 参量. 把 （90. 13) 之解取作下列形式： 

^ = a (0(/»„ +6(0^ 4 . (90.14) 

如果方程按 - 00时 a = 1 ,6 =0的边界条件求解，则|6( * ) | 2 给出分子 
进人么态的概率.代表原子核通过 r =1■。点时从曲线 a 到曲线6的跃迁.同理， 
| a (= o)| J = l -|6( oo ) I s 为分子仍留于曲线 a 的概率.两次通过 r B 点（两核先接 
近再分开）的过程中从曲线《到曲线6的跃迁可以有两种方式： 6( 接近时 
有 1—1' 跃迁，分开时分子留在1 '2 曲线上），或者 — W 接近时 1—2', 分开 
时 2'—2) ,因此所求的跃迁概率为 

Ml =2 |6( 00 ) | 2 [ 1 - | 6( 00 ) | 2 ] , (90. 15) 

式中引用了这样的事实，即通过 r = / •。点的跃迁概率当然和运动方向无关 • 

<•( 00 ) 的值可以用§53中描述的方法求出，不必直接应用 （90. 13) 式①•为 
此，我们注意到 ".（《) 和％ (0 曲线相交于下列 虚点： 

c, = ± i T 7^1^ ±iT 。， (90 - 16 > 

对很大的负 < 值，（90. 14) 中的系数40具有下列“对时间为准经典”的形式： 

a(t) = exp {- 士.⑴叶 

在/复平面上，我们从左实轴出发沿着“准经典”条件总能满足的回线到达右实 
轴，由于 R <%,所取回线一定在上半平面内绕过点（参考 §53). a(0 函数 
就变成 <*(0, 而 


| 6 ( 00 ) 卩 = exp 
= exp 


{- W : 叫， 


可取实轴 h 任一点，例如 =0,按 （90. 12), 我们有 


At/= 7(F 2 -F,) 2 r 2 t 3 +4V 2 , 
作替换 《 = i 7 ■后所求积分变成 


(90. 17) 


①§53中•我们假定广过程是完全绝热的，因此求得的槪率是指数式小饊.佴在 h 前情形下，气两 
核就在点的邻域内.它们的速度 I ；如果不足够小的话•这个条件可能被破坏.可是.根据 S 52 和 S 53 中 
的分析 SI 以淸楚地 ft 到，对该法本身的可用性而言.只有下列两点是*要的.即当丨 （ |大时的绝热性以及 
只限于两个能级. 
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由此我们得到跃迁概率的下列最终 表式： 

W=2exp [ ['- exp ( ~lv\X V -F x \) 1 (90 - 18) 

( C . Zener , 1932). 我们可以看出，在两种极限情形下跃迁概率都变得很小.当 
V 2 » 以1匕 - F , l 时，它是一个指数式小最（绝热情 形）； 当 

V 2 « hv \ F 2 - F ,\, (90.19) 

时 （90. I 8 )变成 （90.7) 式. 由 （90. 17) 式知 ， T ~ \ V \/( \ F 2 - F , ItO 是原子核通过 
交点的“通过时间”相应的频率 为％〜 1/ t , 以上两种极限情形能否达到，由 Aw , 
和该问题中的特征能》 | 幻之间的关系来确定. 

最后，我们来考虑一个类似于预离解的现象，称为双原子分子光谱中的微 
扰.如果有两个离散的分子能级£，和£ 2 ,对应于两个相交的电子谱项，彼此靠得 
很近，那么这两个电子态之间的跃迁可能性会引起能级的位移.根据微扰论的一 
般公式 （79. 4), 位移能级的表式为 

+ (90.20) 

式中的是分子态1和2之间跃迁的微扰矩 阵元； 矩阵元 K IIA ，和显然已包 
括在£ ，和 内.由上式可知，这两个能级背向移动而分开（高能级上升另一能级 
下降）•差值 I 尽-心 I 愈小位移量则愈大 • 

矩阵元的计算方法是和确定第；类碰撞的概率所用的方法相同.唯一 
的差别是，现在的波函数^^,和都属于'离散谱，因此都必须归一化为 1. 根据 
(48. 3) 式我们有 


Xn \ - 




对;有类似的 式子. 与 （90. 3) 到 （90. 5) 诸式比较后可知，目前考虑的矩阵元 
与两次通过交点时的那个跃迁概率之间具有下列 关系： 


I^J 2 


h(o^ ho) 2 
2tt 2tt 


(90.21 ) 


习 题 

1. 试求第二类碰撞的总截面并把它表为相碰原子动能£的函数，跃迁是由 
自旋轨道作用引起的（朗道 ，1932). 

解 ：考虑 到核运动的准经典性，可引入碰 撞参量 p 的概念 （ p 即不考虑原子 
核的相互作用时入射原子核的偏射距离），并把有效截面 do ■定义为“靶面积" 
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2叩如与每次碰撞时的跃迁概率 《；( P ) 的乘积（参考 《力 学》，§ 18). 对 p 积分后 
即得总截面 tr . 

对于自旋-轨道作用，矩阵元 V ( r ) 与相碰原子的角动量 A / 无关.我们把曲 
线交点 r = r 。处的速度 k 写成下列形式： 



其中的"是 A 和 t / 2 在交点处的公共值,私是两原子的折合质量，角动量 A / = 
^-，匕是两原子相距无穷远时的相对速度.选择能量的零点，使得初态中原子 
的相互作用能量在无穷远处等于零，此时有代入 （90.7) 式得： 

da = 2irpdpw 

对 dp 的积分应从零开始到速度 i ； 等于零时的 p 值 为止. 结 果得： 

4 y / Vir z F 2 ^ / E^IJ 

a ~ T ~- 

2. 同上题，但跃迁是由分子转动与轨道角动量间的相互作用引起的（朗道， 
1932). 

解： 矩阵元 K 呈 K ( r ) = WD /> r 2 的形式，其中的 D ( r ) 是电子轨道角动量的矩 
阵元•应用和题丨相同的方法 ，得： 

16VTW (E-U) 3/i 
(r ~3h^\F 2 '-F l \ E 

3. 当能量 £ 接近于交点处的势能值^时，求跃迁概率. 

解：当 尺-仏值很小时 ，（90. 7) 式不能适用，由于交点附近的核速度„不能 
看作常數，因此不能像推导 （90. 7) 式那样把它拿出积分号外. 

交点附近的％,,曲线可改成两条 直线： 

U ]x = Uj -Fj^, U n =Uj -F^, ( = r-r 0 

这个区域内的波函数; ^, VI 和义 m 就是均匀场中一维运动的波函数 （§24) •为计算 
方便，我们采用动量表象中的波 函数. 按能量的5函数归一化后的波函数具有下 
列形式（见§24例 题）： 

ai= vdff^ exp {^J (E - Uj)p -i}}' 

乘以 V / ? ^后，可得按入射波和反射波的单位流密度归一化的波 函数： 

ai = 7^ rr xp { 忐卜 妇， 
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积分时，微扰能（矩阵元） K 又有可能拿到积分号外，并用它在交点处的值来 
代替： 


罕10咖| 2 , 


结 果得： 


w 


4ttK 2 (2 m ) 2/? 

h i/ \F ]l F n ) u \F n -F ]x ) i/i 


4> 2 [ -(E-Uj) 



式中的 0 U ) 是艾里函数（见数学附录 §/») •当很大时上式变 
成 （90.7) 式. 


4_试求一个氢原子和一个氢离子（质子）远而慢的碰撞（即相对速度„<< 
1 ) 中的电荷交换概率 （ O . B . <Dh P cou,1951) .① 

解： 我们把 H + H . 系统看作一个电离氬分子 （ 见§ 81题），电荷交换是由于 
电子从核丨处的 t / r , 态过渡到核2附近的必 2 态. 即便原子核是静止的，这些态都 
不是 定态. 定态为 


• K .. =^(^. h ) ， 

它们的能量％.•(«)是核距离 / f 的函数. 当核作给定的慢运动（看作经典运动） 
时，这些能量是时间的缓变函数，波函数对时间的依赖关系由“对时间的准经 
典”因子给出（对照 §53)： 


ex p ( - 

/—► - 00时等于少,的那个叠加态为 


沪 = * 卜 , eX d Ugdl ) +l/， " exp ( _i / . U ^ dt ) J • 


*-♦» 时，上式呈 + c : A 线性组合形式，电荷交换概率为 w ：= | Cj | J . 简单计算 
后得 

w=sin V , -q =yJ ( V. -U g )dt. 

在碰撞参量 p 很大（同时速度 v 够慢）的碰撞中，核运动可以假定在《 = 

vV + 以的一条直线上，/? >>1 时的差值仏已由§81例题中 （4) 式给出. 
此时 



R 2 e K -' 

7^7 


dR , 


①丰超用职子屮位 


双厭子分子 


p » l 时，这个积分中 / i 值的 f 要区城位于积分下限 W 近令 K = p(l +*), 我 
们得 







第十二章 
对称性理论 


§91对称变换 

多原子分子中的谱项分类和双原子分子中一样，与其对称性密切相关.因 
此,我们先来考察一下一个分子所能具有的各种对称型式. 

一个物体的对称性，是由使该物体保持不变的所有的变换确定的，这样的变 
换称为对称变换.每一个可能的对称变换，可以表成三种基本变换中的一种或一 
种以 h 的组合•这三种本质不同的变换型式是 ：物体 绕某轴转过某一给定角的旋 
转，对某一平面的反射，以及把物体移动某一距离的平移.其中 M 后一种显然只 
能适用于无限介质（晶格），一个有限大小的物体（特别是一个分子）只能对旋转 
和反射具有对称性. 

如果物体绕某轴转过 2- n / n 角后不变，该轴就称为 n 阶对称轴， n 可取任一 
整 数值： 《=2,3,….《 = 1相当于转过角，也就是零度，它相当于一个恒等变 
换，我们用记号代表绕某一给定轴转过 2- n / n 角的操作.把这个操作重复进行 
两次，三次，…，我们得到转过 2(27 r / n ) ,3(2 ttAi ) ,…角，它们也能使物体保持不 
变，这些旋转可以记作， C 〖，… ，如果能除尽 n ,显然有 

C ： = C m/f , (91.1) 

特别是旋转 n 次以后，我们又回到原位，即实行一次恒等变换，后者习惯上记作 
我们可写成 

C ： =£:. (91.2) 

如果物体对某一平面反射后与原先重合，这个平面就称为对称平面.我们用 
记号 a 代表对平面的反射操作，对同一平面的两次反射显然等于一个恒等 
变换： 

( T 2 = E . (91.3) 

这两个变换（旋转和反射）的同时运用给出所谓旋转-反射轴，具有一个 n 



第十二章对称性理论 


阶旋转-反射轴的物体，先绕该轴转过 27 T //1 角再对垂直于该轴的一个平面反 
射一次（图 32) 后与原先重合.很易看出，仅当 n 为偶数时它才是一种新的对称 
型式.因为如果 n 是奇数，把旋转-反射变换重 
复《次，就等价于对该轴垂直平面的一次反射 
(因为旋转角为 2 tt 角，对同一平面的奇数次反 
射等于一次反射）.再把这个变换重复 n 次，结 
果就把这个旋转-反射轴化成一个《阶对称轴 
和垂直于该轴的一个独立对称平面.但如 n 是偶 
数，旋转-反射变换重复《次就使物体回复 
原位. 

我们用记号 S „ 代表旋转-反射变换.用 
代表对垂直于所给轴的一个平面进行的反射，按 
定义可写成 

s . = C „( T k =( T t C . , (91.4) 

其中和 q 的操作次序显然对结果无影响. 

二阶旋转-反射轴是一个重要的特例，很易看出，转过 ir 角后再对垂直于 
转轴的平面反射一次就是一个反演变换，此时物体上的一个 P 点变换到延 
线上的 P ' 点，并且 0 P 等于点为转轴和平面的 交点. 具有这种变换对称 
性的物体，称为具有对称中心的物体.我们用记号/代表反演操作，故有 

I^S 2 =C 2 a„. (91.5) 

显然还有 = c 2 ，/ c 2 ，换句话说，一个两阶轴、一个垂直于该轴的对称平 
面以及它们交点处的一个对称中心三者是相互依赖 的：只 要存在其中的任意两 
个，第三个也就自动出现. 

现在来指出旋转和反射的若干纯几何学性质，这些性质有助于对物体对称 
性的研究. 

转轴交于某点的两个旋转的乘积，等价于绕第三轴的一个旋转，此轴也通过 
该交点.对两个相交平面的两次反射等价于一个旋转，其转轴显然就是这两个平 
面的交线，其转角很易用简单的几何作图法求出，它等于两平面夹角的两倍•如 
果用 C ( W 代表转角为史的绕轴旋转，用记号 (7 ■，和代表 ® 对通过该轴的两个 
平面进行的反射，以上的说法即可 写成： 

( T ,( r ' , =C{2<p) , (91.6) 

式中的 P 是两平面的夹角.必须注意的是.上式中两个反射的乘积次序并不是 

①通常用下标 I ■代及对通过某一拾定轴的一个平面 （-竖直”面） 所进行的反射.用下标 A 代表对垂 
t 于该轴的一个平面（-水平”曲）所进行的反射. 
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无所谓的： (7, . < r :变换给出的旋转方向是从 o •:面到 ( T 面，乘积次序对调后给出的 
旋转具有相反的 方向. 对 （91.6) 式左乘 o •，后得 

a -： = cr c C (2 v ). (91.7) 

换句话说，旋转操作后再对通过转轴的一个平面反射一次，等价于对另一平面的 
反射，并且这个反射面和前一平面的夹角等于转角的 一半. 由此可知，一个两阶 
对称轴和通过该轴的两个正交对称面是彼此相 关的： 只要存在其中的两个，第三 
个也一定存在. 

现在来指出，转角为 it 转轴（图33中的 Oa 和仍）相交成角史的两个旋转， 
它们的乘积等价于转角为2#转轴垂直于前两轴（图33中的的一个旋转. 
变换的结果仍等于一个旋转是很明 显的； 经过第一 
个旋转（绕轴）后 P 点变到 P ' 点，再经第 二个旋 
转（绕06轴）后它又回到原位.这就意味着，/>厂直 
线保持不动，因而是一个转轴•为了求出转角，只要 
注意到 0 a 轴在第一旋转中保持不动，而经第二旋 
转后它变到加'位置 ，0 a ' 和仏的夹角为2+用同 
样的方法还可证明，以上两个变换的操作次序对调 
后所得的旋转具有相反的方向. 

一般讲来两个逐次变换的结果和它们的操作 
次序有关，但对某些情形也可和操作次序无 关：这 时我们说两个变换是对易的 • 
以下几种情形就是可对易的 变换： 

(1) 绕同一轴的两个 旋转； 

(2) 对正交平面的两个反射（等价于绕其交线旋转 TT 角）； 

(3) 转角为 ir 转轴彼此正交的两个旋转（等价于绕第三个正交轴旋转 

角）； 

( 4 ) 一次旋转以及对垂直于转轴的平面所作的一次 反射； 

(5) 任一旋转（或反射）以及对转轴上（或反射平面上）一个点所作的一次 
反演•这是根据 （1) 和 （4) 得到的. 

§92变换群 

—个给定物体的所有对称变换的集合，称为该物体的对称 变换群 （或者简 
称为对称群 >• 以上所讲的变换都是指物体的几何 变换. 但在量子力学的应用 
中，最好把这些对称变换看作是使该系统的哈密顿量保持不变的各种坐标变换 • 
很明显，如果一个系统经过某一旋转或反射后保持不变，那么它所对应的坐标变 
换也不会改变该系统的薛定谔 方程. 因此我们所讲的变换群将是这样的，它使所 
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给的薛定谔方程保持不变①. 

对称群的研究最好是利用群论这一数学工具，它的要点将在下面加以说明. 
我们先研究含有限多个变换的那种群（称为有限群）•组成该群的每—个变换称 
为该群的一个群元. 

对称群具有以下几点甫要性质.所有的群都含有一个恒等变换 £( 称为该群 
的单位元）•一个群中的元可以彼此“ 相乘” ，两个 （或 两个 以上） 变换的乘积是指 
这些变换相继施行后所得的最终 结果. M 然，一个群中任意两元的乘积仍为该群 
中的一个元.对于群元的乘法，结合律成立：（/1«)£=/1(5(：),其中的/1,5,{：是 
同一群中的三个元.但是乘法对易律不一定成立 ：一般 讲来, — 对群中的 
每一元七在同一群中还存在着它的 •‘逆 •’元 / T 1 (逆变换） ，满足 肋 1 =£. 在某 
些情形下，一个元有可能等于它的逆元，特别是 E -' =£. 互逆元4和 / T 1 显然是 
对易的. 

两元乘积 / U 5 的逆元为 

(AB) =B 'A-'. 

更多个元的连乘积也有类似的式子，应用乘法结合律进行相乘后，很易证明这 
—点 ■ 

如果所有的群元全都对易，这样的群称为阿贝尔群.阿贝尔群的一个特例就 
是循环群.循环群是指这样的群，它的所有元可以表为一个群元的各个逐次乘 
幂，也就是由下列诸元组成 的群： 

A,A 2 ,A i , . ,A" =E, 

n 是某一 整数. 

设 G 为某一群②，如果可以从中取出一组元 tf ,使得//本身也构成一个群， 
那么群《就称为群 G 的一个子群.同一个群可以出现在群 G 的不同子群中. 

取出群中的任一元/!进行逐次自乘后，最后可以得到单位元（因为该群的 
元总数是有限的）•如果《是满足 /T =£的最小整数，则 n 称为元 <4的阶，同时 
群元的集合冬4 2 ,…, /T =£称为4的 周期. 这个周期记作 {/!} ,它本身是一个 


①采用这种观点后不 m 能包括此处所讲的各种旋转和反射群，而且还 能包括 保持胩定谔方程不变 
的 k 它变換哦式.其中包括所考 虑系统 （分子或®子）中同类粒子间的坐标对换 .一 个给定系统中同类粒 
子间所有可能的各种对换的集合•称为该系统的置换群< 巧们已经在§«中《到过）.以下所讲的群的一 
«性质对 霣换群 讲来也 M 适用的•但是我们不准&在这里^述此群. 

关于本章所用的记号问 K , 黹作下列说明.对称变换 ' A : 质1+.部是算符•它和全«所讲的算符是一样 
的•因此 照例® 在它的字母上加一个“ A ”号.我们并没有加上这种记号由于枒略后不会在本章中引起 
误会，间时和习用的 id 法相一致.《据1"1一理由，我们以习用符号£代表恒等变换，而不用其它各章中所 
用的符号 I .1 SG •.反演算符在本 S 中记作/.而不用5 30中的户,尽管后茗在 ft 子力学新近文献中是常用 
的. 


②我们川黑斜体拉丁宇母代次群. 
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群，也就是原群的一个子群并且是一个循环子群. 

要判断所给的一个群元集合是不是一个子群，只耍看一下该集合中任意两 
个元相乘后是不是仍为该集合中的一个元就可 以了. 事实上，如果该集合是一个 
子群，集合中每一个元 >4和它们的所有自乘幂包括^穴^是这个元的阶）在内 
都应属于该集合，其中的就是 >4的逆元（因为 =«); 单位元显然 
也在该集合中. 

群的元的总数称为该群的阶.很易证明，子群的阶是整群的阶的一个整因 
子.为此，我们来考虑群 G 的一个子群并令 G , 为群 G 中不属于//的某一元. 
用乘（假定为 右乘〉 《 中的所有元，我们得到一组元（称为右 陪集） 记作 // G ,. 
这个陪集中的所有元显然都属于群 G . 但是没有一个元属于//，因为如果对 《 
中的任意两个元//„和 \有 =« 6 ,就有 G , =//^ W 4 ，这就是说， G , 也将属于 
子群这是和假设矛盾的.同理可以证明，如果 G 是 G 中不属于//和 WG , 的 
一个元则陪集 HG 1 中的所有元不能属于 《 和 HG 、. 继续施行这种手续，最后可 
把有限群 G 中的所有元全部 分尽. 所有的元被分成以下诸陪集 （ G 中//的各个 
陪 集）： 

,HG n , 

每一个陪集含有 A 个元， h 是子群 》 的阶.由此可见，群 G 的阶 g 为定 
理得证.整数 m = g / h 称为群 G 中子群//的 指数. 

如果群的阶数是一 个家数 ，根据上述定理立刻可知这样的群不存在任何子 
群（除非是 E 或该群本身）.这个定理的逆命题也是成立的 ：凡是 不存在子群的 
一个群一定是素数阶并且一定是一个循环群（否则元素的周期将是它的子群）. 
现在来引进共轭元这一重要概念.两个元4和 B 称为相互共轭的，如果 
A = CBC ', 

式中的 C 也是该群中的一个元.上式右乘 C 并左乘后即得逆式 B = C -' AC . 
共轭元的一个重要特性是，如果4共轭于以及 fi 共轭于 C , 就有/!共轭 
于 C , 因从和 C = f 和都是该群的元）出发，可得 C = 

( PQ )-' A ( PQ ). 由于这一点，我们可以讲到由群中的相互共轭元素所组成的一 
个集合，这样的集合称为该群的一个共轭元类（或简称类）.每一个类完全由该 
类中的任一个元素4所确定 ：给出 /!后即可作乘积并令 G 依次地等于 
该群中的各个元，即可得出4的整个共轭素类（当然，这个办法可能使该类中的 
每个元得出好几遍）.因此我们可以把整个群分成若干个类，每一个群元显然只 
能厲于其中的一个类.群的单位元本身自成一类，因为对于该群中的所有元，都 
有 GEG ' = E . 如果是一个阿贝尔群，每一元都自成一类，因为按定义，所有的群 
元彼此对易，每一个元只能和自己共轭从而自成一类.要强调的是，群的类（除 
了 £这个类）根本不是该群的子群，从它不含单位元这 一点就 可以看出来. 
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同一类中的所有元具有相同的阶实际上，如果 n 是^元的阶（因而有 f = 
幻，那么对它的共轭元 — 1 就有 （ C 4 C - 1 )- sC/TC — 1 =£. 

设 《 为群 G 的一个子群， C , 为 G 中不厲于"的一个元.很易证明， GitfCr 1 
这一组元具有群的一切特性，因而也是 G 的一个子群•打和这两个子群 
称为是共轭的 ：一个 子群中的每个元和另一子群中的—个元相共轭.采取各种不 
同的 C , ，我们得到一系列共轭的子群，其中可能有一部分是彼此重合的.也可能 
发生这样的情形，凡和 W 共轭的子群都和//重合.这种情形下的//称为群 G 的 
一个正 规子群 或不变 子群. 例如阿贝尔群的每个子群显然都是它的正规 子群. 

我们来考虑一个具有 n 个元 4", …的群 <4,还有一个具有 m 个元 fl , 
«'，》"，…的群《，并且假定/!的所有元（除 r 单位元£:外）都不同于 fl 的元但和 
8 的元相 对易. 如果把群 <4的每个元和群 B 的每个元相乘起来，可以得到 nm 个 
元，它们也组成一 个群. 实际上，其中的任意两个元相乘后 /ifi . =AA - . BB ' 
= / T 7 T 仍为其中的一 个元. 所得的 nm 阶群记作 i 4@ B , 并称为群和 fl 的 直积. 

最后来介绍群的同构 概念. 两个同阶的群4和 B , 如果在双方的元间可以建 

立起某种-对应关系，使得元 <4对应于元8以及元 / T 对应于元^时，就有元 

= 对应于元 f = 则这两个群就称为同 构的. 这样的两个群从抽象观 

点看来显然具有相同的性质，尽管它们的元具有不同的实际 含义. 

§93点群 • 

有限大物体 （ 例如一个分子）的对称群必须是这样的，该物体上至少要有一 
个点对群中的任一变换都保持 不变. 换句话说，一个分子的所有对称轴和所有对 
称平面至少要有一个公共交点•实际上，绕两个不相交轴的逐次旋转或者对两个 
不相交平面的逐次反射都能使物体发生位移，从而不能使该物体与原先重合具 
有以上性质的对称群就称为 点群. 

在构造点群的各种可能类型之前，我们先介绍一个简单的几何手续，以便对 
=个群的诸元进行分类.设 Oa 为某一轴线，4为绕该轴旋转某个定角的一个群 
元.并设 G 为同一群中的一个变换（旋转或反射），它把 Oa 轴变到06位置.现在 
来证明 = 1 元相当于绕06轴的一个旋转，它的转角等于/!元绕⑸轴的 

转角. 为此，可以考虑 C / If ；- 1 变换作用于 M 轴本身的结果 . e 的逆变换先把 
06轴变到 Oa 位 m , 下一步的 A 变换使该轴保持不动，最后的 G 变换又使该轴 
回到原来位置. M 后结果是轴保持不变，因而 B 变换就是绕该轴的一个旋 
转，由于 / J 和》属于同一共扼类，具有相同的阶，这就意味着它们的转角相同. 

由此得出结论，转角相同的两个旋转是属于同一类的，如果该群中存 在一个 
元能把一个转轴变到另一个转轴的话，用同样方法还可以证明，如果该群中存在 
—个变换能把一个平面变到另一个平面的话.那么对不同平面的两个反射是厲 
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于同一类的.至于那些可以相互变换的对称轴或对称平面，则称为等 价的. 

以上所讲的两个旋转如果是绕同一轴的，还需作某些补充说明，设 c\(k = 
i ，2, …， n - i ) 是绕某 一 n 阶对称轴的各个旋转元， c ! 的逆元 c .-* = cr * 等于绕 
同一方向转过 （ ra - A )(2 TT // i ) 角，也等于逆向转过 2 ATT // I 角. 如果该群中存在一 
个绕其垂直轴旋转 Ti 角的变换（这个变换能使 n 阶轴反向），那么根据上段所讲 
的一般规则， C ! 和 C〆 将属于同类.对垂直于该轴的平面所作的一次反射 R 也 
能使该轴 （ n 阶轴）反向，但是必须注意，这样的反射还能改变旋转的 方向. 因此 
A 的存在并不能使 C ! 和 共扼. 另一方面，对通过该轴的平面所作的一次反 
射 A 并不能改变该轴的方向但能改变旋转的方向，因此有 C „ * =< T , C \( r .. 如果有 
这样的对称面存在， C ) 和 C / 就属于同类.如果转轴和转角相同但旋转方向不同 
的两个元是共轭的，该转轴就称为双向轴. 

点群的分类还常用到下列规则.设 G 是不含反演/的群， C , 是由/和£:两个 
元组成的群.则直积 G ® C , 是一个群，它含有两倍于 G 的元，其中的一半元等于 
G 群的元，另一半元是由后者乘以/后得 到的. 由于/和点群的任意其它变换都 
对易，显然群 G ® C . 具有两倍于 G 的类: G 群中的每一个类4对应于群 G ® C , 中 
/ I 和/»/两个类•特别是，反演/总是自成一类. 

现在可以历数所有可能的各种点群.我们来构造这些点群，先从最简单的开 
始然后逐步加人新的对称元•我们用黑斜体的拉丁字母附上适当的下标代表这 
些点群. 

1.群 C . 

这是最简单的对称型式，它只有一个 n 阶对称轴.（^群就是绕 n 阶轴旋转的 
群.这个群显然是一个循环群•它的 n 个元各自形成一类 . C , 群只含恒等变换 
相当于不存在任何对称性的情形. 

n. 群 a. 

群是绕一个 2 n (偶数）阶旋转-反射轴的旋转反射群•它含有 2 „个元并 
且显然是一个循环群.特别是5 2 群，它只含£和/两个元素，这个群又记作 C ,. 
要指出的是，如果群的阶数取 =4/)+2 的形式，元中就含有反演，因为 
— 1 = r 2 a - t =/. 这样的群可以写成直积 形式： = C 2 ~® C ,, 也记作 

^♦i.r 

m . 群 

这种群是由一个 n 阶对称轴加进一个垂直于它的对称平面后得到的 . Cm 群 
含有 2 n 个元： 其中有 C „ 群的 n 个旋转以及 n 个旋转-反射变换 C \ a h ,k = 1,2, 
…，《(其中包括反射 C> A =£7-*). 这个群的所有元是对易的，即它是一个阿贝尔 
群，它的类数等于 元数. 如果 n 为偶数 （n =2 p ) ，这个群含有一个对称中心（因为 
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= C 2 ( r k = l ). 最简单的群 C u 只含£和 (7* 两个元素，它又记作 C ,. 

IV - 群（：„ 

如果一个 n 阶对称轴再加进一个通过该轴的对称平面，就会自动地得出另 
夕卜 rt -1 个通过该轴的夹角为 TT / n 的对称平面[根据§91中所讲的几何定理 
(91_ 7 )®].由此而得的群含有 2n 个元：绕 n 阶轴的《个旋转以及对竖直面 
的 n 个反射 ov 图34中画出了 C 3 r 群和 C 4 ., 群的对称平面和对称 轴线. 
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图 34 

确定其类时，我们注意到，由于存在着通过轴线的对称平面，这个轴是双向 
的.群元在各类中的具体分布取决于 n 是偶数还是奇数. 

如果/ I 是奇数 （/!= 2/) + 1), 每一个平面经过逐次的旋转 C 2 ,,, 后可以依次地 
变到其它的2/>个平面，因此所有的对称平面都是等价的，对它们的反射属于同 
—类.绕轴的旋转中除了恒等变换外共有2/>个操作并且成对地 共轭. 所以它们 
组成/>个类，每类有两个元（(^* | 和（： 2 乂 | ,4 =丨，2,〜, / 0.此外£自成一类.因 
此总共有/>+2类. 

如果/ I 是偶数 U =2 P ), 逐次旋转 C 2)) 只能使相间平面相互变换，两个相邻 
平面无法相互变换.因而存在两组等价面，每组有 p 个，相应地就有两个类，每个 
类有/>个元（反射元）•在绕轴的旋转中 ， Cg = £和 = C 2 各自组成一类，其余 
的 2 p -2 个旋转成对地共轭并给出 p - 1个类，每类有两个元.因此群 C 2(> ，共有 p 
+ 3个类. 

V - 群 A 

一个《阶对称轴如果再加进一个垂直于它的二阶对称轴，就会自动地产生 
"-1 个另外的二阶对称轴，因此共有 ；！个 夹角为 Tt/n 的二阶水平轴.结果所得 

① 很1证明，有限群中两个对 称子面 的夹角不可能不等于 2 tt 的一个有理分式.否則的话.这种对 
称面进行无限反复的相百•反射后，就会得到无限多个相交于同一轴线的对称平面.换句话说，只要存在两 
个这样的平面.就会导致整个的轴对称. 
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的群/>„含有 2 n 个元:绕 n 阶轴的 n 个旋转以及绕水平轴转 tt 角的 n 个旋转（我 
们用 A 代表这种旋转，保留 <： 2 代表绕竖直轴转 TT 角的旋转）.作为例子，图34 
画出了群 D , 和 R 的对称轴系. 

和情形 IV —样，我们可以证明 n 阶轴是一个双向轴.当 n 是奇数时，所有的 
二阶水平轴都是等 价的； 当 n 是偶数时，它们组成两个不等价的集合.因此群 
^共有/)+3 个类： 两个 U 2 类每类含有 p 个旋转 %,旋转 C 2 ，还有 p - l 类每 
类含有两个绕竖直轴的 旋转. 另一方面，群 0 2 ^ ，却有 p +2 类： £’,2 P + 1个旋转 
%,还有/>类每类含有绕竖直轴的两个旋转. 

群0 3 是一个重要的 特例. 它的对称轴系是由三个相互正交的二阶轴组成 
的.这个群也记作 V . 

VI . 群化 

如果在群 D , 的轴系中再加进一个水平对称面通过 n 个二阶轴，就会自动地 
出现 n 个竖直平面，每个平面通过竖直轴和一个水 平轴. 由此而得的群含有 
h 个元素 ：除了 A 群的 2 n 个元素外还有 n 个反射 a 和 n 个旋转-反射变换 
Gov 图35中画出了 群的对称轴和对称面. 
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图35 

反射 h 和此群的所有其它元都对易，因此可把 Dd 写作直枳 =D„®C,, 
其中的（:，是由£和 q 两个元组成的群•当《为偶数时，群元中含有反演操作，因 
此还可写成 D 2p t =D lp ®C t . 

由此可知,群的类数两倍于群的类数.其中的一半和群的类相同 
(绕轴旋转），其余的一半是由前者乘以 < r A 后得到的.对竖直面的反射 <7,都属于 
一类（如果《是 奇数） 或者组成两类（如果/ I 是偶数），旋转-反射变换和 
qC〆 成对共轭 • 

VI . 群 

还可以用另一种方式在0„群的轴系中加进对称平面.所加进的竖直面通过 
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n 阶轴并且平分两个相邻二阶水平轴的 夹角. 加进这样的一个平面后又会自动 
产生其它 n -1 个竖直平面.由此而得的对称平面系和对称轴系确定了群 
(图35中画出了群和群的平面系和轴系）. 

群含有 4 n 个元•除了 群坎的 2 n 个元外，要加上对竖直面的„个反射 
(记 作〜 J 表示“ 对角” 平面）以及具有形式为 G = 的 n 个 变换. 为了弄淸 

变换 C 的性质，我们注意到，根据 （91.6) 式旋转1/ 2 可以表成的形式， 
式中的 A 是对通过二阶轴的竖直面的反射.因此 G 换本身 

当然不是该群的元）.由于 A 和 cr , 的反射面相交于 n 阶轴，夹角为 （2 /t + 1) tt / 
2«，4 = 1，〜，（《-1)(由于相邻面的夹角为17/2/»)，根据（91.6)式就有 a , a d = 
C V '- 因此得 = Sf , 因此这些元就是绕竖直轴的旋转-反射 变换. 
由此可见.这个竖直轴不是一个简单的，》阶对称轴，而是一个 2 n 阶旋转-反 
射轴. 

对角平面使两个相邻的二阶水平轴相互反射，故在该群中相邻的二阶轴是 
等价的 U 是奇数或偶数时都成立）.同理，所有的对角平面也是等价的•旋转 - 
反射变换 sf % sj - 1 成对地共轭①. 

把以上的考虑应用到群，我们发现它共有以下的 2 P + 3 类：£，绕， t 阶 
轴的旋转 C : ，绕 n 阶轴的其余旋转组成的 P - 1类每类含有两个共轭的旋转 ,2 P 
个旋转％组成的一个类 ,2 p 个反射心组成的一个类，还有 p 类每类含有两个旋 
转-反射变换. 

当 n 为奇数时 （ n =2 p + l )， 群元中含有反演（因为此时有一个水平轴和— 
个垂直面正 交）. 因而可以写成 D, r , x d 可见，群共有 2 P +4个 

类，这些类可以由群的/>+2个类直接求出 • 

VI - 群 r (四面体群） 

这个群的轴系等于一个正四面体的对称 轴系. 它可以由群 V 的轴系中加进 
四条三阶斜轴得到，绕1阶斜轴旋转时可使三条二阶轴相互 变换. 这套轴系也可 
利用正立方体表出，三条二阶轴为正立方体三对平行面的面心联线，三阶轴为该 
立方体的斜对角线•图36中画出了这些轴线在正立方体以及在正四面体中的位 
置（每种轴线只画出一条）. 

三条二阶轴是彼此等价的.四条三阶轴也是等价的，因为它们可以通过 c 2 
旋转而相互易位，但它们不是双 向轴. 由此可知，7群共有12个元分成四类：£， 
三个 C 2 旋转，四个 C , 旋转和四个 C 2 , 旋转. 

IX . 群 r . 


①因为 


〜拉 ♦ 1 〜 ''< Tj = cr h 〜 ' a , =< r t C ,. ; 
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这个群包括了正四面体的所有对称变换，它的轴系可以从群 T 轴系中加进 
对称平面而得到，每一个对称平面通过一条二阶轴和两条三 阶轴. 从而使二阶轴 
变为四阶旋转-反射轴（和0 2 ，中的情形相似）.这套对称系统可简便地用下面 
的方式 表达： 三条旋转-反射轴各通过正立方体3对平行面的面心，四条三阶轴 
是该立方体的斜对角线，六个对称平面各通过该立方体的六对平行边（图 37 中 
画出了每种轴线中的一条和一个平面）. 




由于对称面通过三阶轴，这些轴都是双向轴.同种的所有轴线和同种的所有 
平面都是等价的.因而这个群的2 4 个元分成以下五类：£;8个 C , 和 C 〗 旋转; 6个 
对称平面的 反射; 6个5 4 和$旋转-反射变换以及3个 C 2 = S 】 旋转 • 

X . 群7\ 

这个群是由群 r 加进一个对称中心后得到的，即 = r ® c .. 结果出现三个 
相互正交的对称平面，每个平面通过一对二阶轴，并使三阶轴变成六阶旋转-反 
射轴（图38中画出了每种轴线中的一条和一个平面）. 

这个群含有24个元并分为8类，它们可以从群 r 的类直接求得 • 

XI . 群 0( 八面体群） 

这个群的轴系是一个正立方体的对称轴系.计有3条四阶轴通过对面的面 
心,4条三阶轴通过对顶角，6条二阶轴通过相对的棱的中点（图 39). 

很易看出，所有的同阶轴是等价的，而且每个轴都是双向轴.因此2 4 个元分 
成以下五 类：心 8个 C , 和 C 〖旋 转； 6个 C , 和 G 旋转； 3个旋转以及6个 C 2 
旋转. 

XD . 群 O * 

这是正立方体所有对称变换所组成的 群①. 可从群0加进一个对称中心得 
到 ： A =0® C ,. 群0的三阶轴因此变成了六阶旋转-反射轴（正立方体的空间 
对角线），此外还出现6个对称面，通过每一对平行边，还有三个平行于立方体 


①群7\7^,7\,0.(^常称为立方体舴 
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各面的平面（图 40). 这个群共有 48 个元分成 10 类，它们可以从群 0 的类直接 
求得 .5 个类和群0的相同，其余的 5 类是： /;8 个足和$旋转_反射变换; 6 个 
绕四阶轴的旋转-反射变换和个对四阶水平面的反射 a * 以及6个 
对四阶轴垂直面的反射 a *,,. 



图 38 图39 图40 


xm ,xiv •群 n * (二十面 体群〉 

这两个群物理上并不重要，因为自然界并不存在这样的分子对称群我们就 
简单地提一下，群 y 是绕正二十面体（表面为二十个正三角形的凸体）或正十二 
面体 （ 表面为十二个正五边形的凸体）对称轴系的60个旋转所组成的群，计有6 
个五阶轴10个三阶轴和15个两 阶轴. 广群是加人对称中心后得到的 ， y 4 = 

C ,, 它是以上正多面体的所有对称变换组成的群 • 

以上列举了元数为有限的所有类型的点群.此外尚需考虑元数为无限的连 
续 点群. 它将在§98中讨论 • 

§94群的表示 

我们来考虑任一对称群 ，设少 ，为所考虑物理系统位形空间中的某个坐标单 
值 函数. 在对应于群元 G 的坐标变换下，这个函数变成另一个 函数. 考虑到该群 
中的 g 个变换 （ g 是该群的阶） ，一 般讲来可从必 ，出 发得到 g 个不同的函数•对 
于某种^讲来，其中的某些函数可能是线性相 关的. 结果可以得到/个(/矣#)线 
性独立的函数也，它们在该群所属的各种变换下变为它们之间的线 
性组合.换句话说， C 变换的结果使每个 也函数 （，^^，…，刀变成下列线性 
组合： 

/ 

Z •也， 

k m I 

式中的&，是一些依赖于变换的常数.这些常数的集合组成变换矩阵①. 


① 由于久 函数部 a 申值的.该群中的毎个元和一个特定的变換矩阵相对应. 
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根据上述关系，我们最好把群元 C 看成是作用在函数也上的算符，从而可 
写作： 

= X G * 也. (94. 1) 

函数组也总可以选成是正交归一化的函数组•此时变换矩阵的概念就和§丨丨中 
所定义的算符矩阵概念相一致，它的矩阵元为： 

G u = I <P,' Gi/i t dq. (94.2) 

两个群元 C 和 W 的乘积，对应于矩阵 C 和矩阵//用通常的矩阵乘法法则 
( II .12) 相乘后所得的 矩阵： 

( C //) tt = ^ (94.3) 

与所有的群元分别对应的各矩阵的集合，称为该群的一个表示.定义这些矩 
阵时所用的函数也，…,称为这个表示的基函数.这些函数的总数/称为该表 
示的维数. 

我们来考虑积分由于积分延及整个空间，积分值对坐标系的任 
意旋转或反射显然保持不変，这就是说，对称变换不会破坏基函数的正交归一化 

性质，从而6都是么正箅符①（见§ 12) ,因此，在以正交归一化函数组为基的— 
个表示中，代表群元的矩阵也都是么正矩阵. 

假定对函数组 ( A , ,…，化施行下列线性么正 变换： 

= 5^,, (94.4) 

所得的新函数组少；，…，<仍然是正交归一化的（参考§ 12)®. 如果现在取函数 
组 〆 ，为表示的基函数组，我们得到一个维数相同的新 表示. 这种通过基函数组 
的相互线性变换而得到的表示，称为等价 表示. 这些相互等价的表示显然没有本 
质的区别. 

等价表示的矩阵可以简单地相互 表达. 根据 （12.7) 式，算符6在新表示中 
的矩阵，等于下列算符在旧表示中的 矩阵： 

G'=S-'GS. (94.5) 

代表群元 C 的矩阵中，对角元之和（即阵迹）称为群元的特征标，我们把它 
记作 i ( G ). —个极为重要的结论是，等价表示的矩阵具有相同的特征标（见 
(12. 11) 式）. 这就显示了利用特征标描述群表示的特殊重 要性： 它可以立即区 


① 这个论断中单要的 g . 积分值或者为； 时） 或者辟定不为零 （ i ’ = it 时），因为被积函数 
k , l l 是正的. 

② 按 （12. 12) 式，变換的么正性使 《)* 函数绀的模*乎方之和在变换中保持不变. 
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别等价的表示和根本不同的 表示. 以后我们只把不等价的表示称为不同的表示. 

如果我们把（似. 5〉中的 S 看作一个群元，它联系着共轭元 C 和 G ', 即可得 
出这样的结论，在群的任一给定表示中，属于同一类的群元具有相同的特征标. 

恒等变换对应于群的单位元£•单位元的矩阵在所有的表示中都是对角的， 
且对角元都等于1•因此特征标尤(/0正好等于该表示的维数： 

X ( E ) =/• (94.6) 

我们来考虑某一/维的 表示. 有可能发生这样的情形 ，经过 （94. 4>式 的适当 
线性组合以后，它的基函数可以分成若干组，每组分别具有乂 <，…个函数 (/| + 
/ 2 +… =/), 当群中的任一元作用在这些函数上时，各组的函数只能变成本组的 
各函数的线性组合而不能变成其它组的函数.在这样的情形下，所考虑的 表示称 
为可约表示. 

另一方面，如果一组基函数不管进行怎样的线性组合，在群元的作用下它的 
总数不能分解或减少，由这组函数所给出的表示就称为不可约表示.任一可约表 
示都能分解成为若干个不可约 表示. 这就是说，经过适当的线性组合以后，它的 
基函数可以分解成为若干个组，每一组函数在群元的作用下按某一不可约表示 
变换.其中若干个不同的组也有可能按同一不可约表示变换.在这种情况下，我 
们就说可约表示中含有这种不可约表示若干次. 

不可约表示是群的重要特征，它在群论的所有量子力学应用中都占有主要 
地位. 下面给出不可约表示的若干基本性质①. 

u 了以证明 ，一 个群的不等价不可约表示的数目等于该群的类数 r . 我们用不 
同的号码来区别各种不可约表示的特 征标. 群元素 G 在这些表示中的特征标分 
别记作夕"（ 0,^(0, •••,，（ G ). 

不可约表示的矩阵元满足一系列正交 关系. 首先，对于两个不等价的不可约 
表示，下列关系式 成立： 

Z =0, (94.7) 

C 

式中的区别两个不可约表示， I 代表对该群的所有元求和.对于同一个 
不可约表示，下式 成立： 

S CC * = fs u S k ,. (94.8) 

也就是说，只有矩阵元的模量平方和才不等于零： 


①这些性质的证明可以在任何一本群论教科书中找到. 
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(94. 7) 和（94_ 8) 式可以合并写成下列 形式： 

X G «°' C /» * * = fUA -. (94.9) 

特别是，从上式出发可求出不可约表示特征标的一个重要的正交关系. 
(9 4 .9) Si&Si = A,Z = m 的各个值求和后可得 

I A - U ， ( C ) / r w ( G )* = g S o0 , (94.10) 

a = 沒时有 

^ \x fa) (0)\ 1 = g . 

这就是说，一个不可约表示的特征标的模量平方和等于该群的阶数.要注意的 
是，上式可以作为一个判据，用来判断一个表示是不是不可约 表示. 对于一个可 
约表不，上式右边的和总是大于 g (例如等于是该可约表示中所含的不可 
约表示数）. 

由 （94. 10) 式还可得出，两个不可约表示具有相同的特征标不但是这两个 
表示为等价的必要条件而且也是充分条件. 

由于同类元的特征标相同，（9 4 . 10) 的求和中实际上只有/•个独立项，该式 
可写成下列形式 . 

Z g ^ a ) ( C ) x ^( C )' = gS ^, (94.11) 

式中是对该群的 r 个类（用巡标 C 表示）求和 ，心是 C 类中元的 个数. 

因不可约表示的个数等于类数， r 2 个量人 c ⑷ （ C ) 可以组成一个方 

矩阵. 

根据对第一个下标的正交式 

'y. f«cfec = • 

可以自动得出对第二个下标的正交式 

facf ,C' = S cc .. 

因此除了（94_丨丨）式以外，还有 

X / a ) ( C ) x ^( C ')' =-^ S cc .. (94.12) 

a Sc 

任一个群的各种不可约表示中，总是存在一个平凡的不可约表示 ，它 只有一 
个基函数，这个函数在群的所有变换下保持不变.这个一维表示称为单位表示， 
该表示中的所有特征标都等于 1. 如果正交关系 （94. 10) 或 （94. 1丨） 中有—个是 
单位表示，则对另一个表示有 

Z V 0> ( C ) = X g < X ' a ) ( C ) =0. (94.13) 
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这就是说，对于每一个不可约表示，所有群元的特征标之和等于零. 

根据 （94. 10) 式，我们很容易把任一可约表示分解成不可约表示 ，只要这些 
表示的特征标是已知的，设 i(G) 为某个/维可约表示的特征标，并令整数 
« 12> ，…，分别代表该表示中所含的各个不可约表示的次数，因而有 

i> w / fl =/， (94.14) 

式中乃是不可约表示的 维数. 特征标 j(C) 则可写成 

G) = Y a lt) x (l，) ( C), (94.15) 

/9-I 

上式乘以并对所有的 C 求和，根据 （94. 10) 式得 

a<a， =7?^ (C) ^ ，，，，(G) '- (94.16) 

我们来考虑一个 / = g 维的表示，它由 g 个函数 d 中 给出，必是坐标的一般函 

数（因而由於所得的 g 个函数彼此线性独立），这样的表示称为正规表示.很 
明显在这个表示中，除了单位元所对应的矩阵外没有一个矩阵含有不等于零的 
对角矩阵元.因而有:时尤 （ C) =0以及 /(£：) .把这个表示分解成为不可 
约表示，根据 （94. 16) 式，整数的数值为，> =/"». 也就是说， 

每个不可约表示在正规表示中所含的次数等于它的维数.把代人 
(94. 14) 式即得下列关系式： 

/, 2 +//+- +fr = g ， (94.17) 

即一个群的所有不可约表示的维数平方之和等于该群的阶数①.由此可见，对于 
一个阿贝尔群（此时 r=g), 所有的不可约表示都是一维的 (/, =/ 2 =/, = 1). 

我们还可以不加证明地指出，不可约表示的维数可以除尽该群的阶数 g. 
实际上，我们可以通过下式把一个正规表示分解成不可约 部分： 

^ (94.18) 

很易验证，上式中具有给定 A 值的函数组也〜 （i =丨，2,人 ） 按下式 变换： 

G^ a) = X CW), 

也就是说，它们是第 a 个不可约表示的基.给予各种不同的 A 值，我们可以对每 
—个不可约表示得到/。套不同的基函数也《 ，这和正规表示中每个不可约表示 
出现 人次的 事实相 一致. 


①可以提及的是，对点群讲来•当 r 和襄给定后，实际上只能有一绀粮数愤 / SJ 以满足 
(94. 17) 式. 
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任一函数可以表成按群的各个不可约表示变换的各个函数之和.这个问 
题可通过下式 解决： 


^ = X S ^ a) - < A . ，o) = — S Gl a ) m G ^ (94.19) 

a I g G 

为了证明这一点，我们把第二式代人第一式并对 i 求和，得到 

（94.20) 

o a 

由于维数 A 等于群的单位元的特征标/ 10 (£), 我们可用正交关系 （94. 12) 证 
明，（9 4 . 20) 的求和中仅当 C 是单位元时才不等于零（而等于 g ). 因此 （94. 20) 
式的右边恒等于也 

我们来考虑两组不同的函数 ，•••，<、和 C - jf ，它们构成一个群 
的两个不可约表示.作乘积° vr ，我们可得/乂个新函数，它们可以作为/ 
维的一个新表示的基•这个新表示称为前两个表示的直积或克罗内克 （ Kroneck - 
er ) 积，只 有人或 4等于丨时它才是不可约的•容易证明，直积的特征标等于构成 
它的那两个表示的特征标的乘积.实际上，如果 

g^ b) = x gw 。、 ， 

则有 


对特征标而言，我们把它记作 x / fl > )( G ), 可得 


V’ ^ (/，， )(0 = X C' 0 , C ： f> = X Gif ， 

即 

Or ㈤ WG ) =尤 ⑷ ( G ) W ). (94.21) 

相乘的这两个不可约表示在特殊情况下也可以是相同的，此时有两组不同 
的函数…，勿和给出同一个不可约表示，而这个表示与自身的直积 
是由/个函数也仏给出的，并且具有以下的特 征标： 


( W )( G ) = U ( G )】 J . 

这个可约表示可以立即分解成两个维数较小的表示（这两个表示一般讲来仍是 
可约 的）： 一个表示是由|/(/+丨）个也仏函数给出的；另一个表示是由 

+/(/- 丨 ） 个 山爪- 么史,函数 （ ^ W 给出的•显然，这两组函数中的每一组只能 

变换成本组各函数的线性 组合. 前一个表示称为不可约表示自身的对称乘积，它 
的特征标记作 [^]( G ) ; 后一个表示称为反对称乘积，它的特征标记作 
IVI ( C ). 为了求出对称乘积的特征标，我们写出 
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<A.<P* + ^k<P.) = X G n G ->k(^,<P m +^„<P ,)= 

i.m 

= Y Z ( G i. G »* +G m.Gu.)(,<J>,<P„ +^ m <P,), 

因此特征标为 

V](C) = + g (C.G^+G^G,). 

但是 Z G ti = x { G ), ^ G a Gn(C 2 ), 因此最后得到下列表式 
' •.* 

[〆]((；) =y(U(C)] 2 + a -(G j ) }. (94.22) 

根据上式我们就可从群表示的特征标出发算出它的对称乘积的特征标.应用完 
全相同的方法，还可求出反对称乘积的特征 标①： 

Ia- 2 KO =y(U(C)] 2 - xiG 1 ) }. (94.23) 

如果函数组 , 和 <P, 相同，显然只能求得它们的对称乘积，它由 < 和 # A 的 
乘积 (A,A 给出.实际应用中还可能碰到更高次的对称乘积，它们的特征标可以 
用类似的方法求出. 

直积的一个重要特性 如下. 当我们把两个不同的不可约表示的直积分解成 
不可约成分时，仅当相乘的这两个表示是彼此复共轭的，它们的直积中才会含有 
单位表示（而且只含一 次）. 对于实表示，仅当不可约表示和它自身相乘时，直积 
中（当然是在它的对称乘积中）才会含有单位 表示. 为了判明（94_ 21 ) 的表示中 
是否含有单位表示，我们只需根据（9 4 . 16) 式，把它的特征标对 C 求和并除以群 
的阶数 g ，然后按正交关系 （ 94. 10 ) 立刻获得结论. 

最后，我们来讲一下关于两个群的直积群的不可约表示问题（不要和同一 
个群的两个表示的直积混淆起来）.如果函数组少广给出了群4的一个不可约 
表示，函数组给出了群》的一个不可约表示，那么它们的乘积少就是 
群4 xB 的一个/义维表示的基，而且这个表示是不可 约的. 这个表示的特征标 
可以用原来两个表示的特征标相乘而得[参考 （94. 21) 式的推导].群 A@fl 中 
的元素 C = AB 所对应的特征标为 

X ( C ) = X ( a ) ( A ) x ' fi ) ( B ). (94.24) 

按此方式把群4和 B 的所有不可约表示互乘，即得群的所有不可约表示. 

§95点群的不可约表示 

现在来具体确定各种点群的各个不可约表示.绝大多数的分子只有二，三， 


① frt 得指出的足，对于两维衣示•特征标 UG ) 等于线性变換的行列式.这很 M 通过貞接计算 
证明. 
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四和六阶的对称轴，由于我们不考虑二十面体群下面只考虑/« = 1,2,3, 
4,6的群 C , , C ,,», C ni , D , ,0, 4 和 n = 1 ,2,3的群 S 2 , , D ^. 

表7给出了这些群的各个不可约表示的特 征标. 同构的群具有相同的表示， 
我们已经把它们放在 一起. 表的上端群元符号前的数字，表明该元所属类中具有 
的元数（见§ 9 3).表的左边各列给出了各个表示的习用 名称. 一维表示记作4 
或二维表示记作£，三维表示记作厂不要把二维不可约表示的记号£和群 
的单位元混淆起 来①」 表示的基函数对 n 阶主轴的旋转是对称的表示的基 
函数对以上的旋转则是反对称的，对反射 q 具有不同对称性的基函数，它们的 
表示用撇号来区别（一撇或两撇），而下标 g 和 u 表明了对反演的对称性.除了 
群表示的名称以外，还有等字母，这些字母表明了这些坐标分罱本身是按 
哪一个表示变换的.所选的 z 轴总是沿着主对称轴.字母 e 和 w 分别代表 



锻简单的问题是求循环群 （ C „, S „) W 不可约 表示. 一个循环群和任一阿贝 
尔群一样，只有一维不可约表示.设 G 为该群的一个生成元 （ 即这个元的逐次乘 
幂给出该群的所有元）•由于 G *=£( g 是该群的阶），于是很明显，当把算符&作 
用在基函数 必上时 ，这个函数只是乘以因子 yr , 即② 

Giji = e 2,il ' /e ^ (k = l , 2 ,— , g ). 

c 2 *( 以及和它同构的 C 2 t , Z ) 2 ) 是阿贝尔群，因此它的所有不可约表示也都 
是一维的，而且特征标只能等于 ±1( 因为每个元的平方都等于 £). 

其次考虑群 C 3 „. 它和群 C , 相比增加了对竖直面的反射0"..(都厲于同一 
类）.对于绕轴旋转保持不变的一个函数（群6的 <4表示的基函数）对于 o •.反射 
讲来可以是对称的，也可以是反对 称的. 在旋转 C , 作用下被乘以 s 和^的那两 
个函数 （ C 3 群复共轭表示£中的两个基函数）在反射时相互变 换③. 根据以上这 
些考虑可知， C 3 „ 群（以及和它同构的 D , 群）具有两个一维不可约表示和一个二 
维不可约表示，它们的特征标如表7所示.这个群是6阶的，根据 I 2 + \ 2 + 2 J =6 
可知，我们已经找出了它的所有不可约表示. 

根据同样的考虑，可以给出同类型其它群 （ C 4 .,， C 6 ,) 的不可约表示的特征标. 

群是由 = V 群加进四个三阶斜轴后得到的.对 V 群的变换保持不变的 
一个函数（/4表示的基函数），对旋转讲来可以乘以或 〆 . V 群的三个一 


① 为什么把两个复共轭的一维表示写成一个二维表示的样子.其原因将在5%中 解释. 

② 例如，对点群 u 函数可取诊=一*夕=丨，2,…， n .#> 是绕 某一固定轴的转角. 

③ 例如我们可把这两个函数取成少,=*'少 2 =* •'对竖直面反射时 v 变号. 
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维表示 A , B 2 ， S ，的基函数，在 C 3 旋转下进行相互变换（例如可取坐标分董 x , y,z 
本身作为这三个基函数，即可看出这一 点）. 因此得到三个一维不可约表示和一 
个三维不可约表示 （ 1 +1 +1 + 3 J = 12). 

M 后考虑同构群 o 和 L 群是由 r 群加进 q 反射后得到的，每个反射 
面通过两个三阶轴. 7•群的单位表示4的基函数对 o ■，反射讲来可以对称或反 
对称（它们都 M 于一类），它们给出了八群的两个一维 表示. 在三阶轴旋转下 
被乘以 e 或^的那两个函数 （ r 群复共轭表示£的基函数），对通过该转轴的 
平面进行反射后相互变换，因而得到一个二维表示。最后，对于7■群的厂表 
示的三个基函数，其中的一个函数经反射后仍变为自己（或者保持不变或者 
变一符号），另两个函数则相互变换.因此共有两个一维表示，一个二维表示和 
两个三维表示 ®. 

至于其它我们感兴趣的点群，它们是上述几种群和(或 C ,) 群的直积，可 
以根据已给群直接算出它们的各种表示•它们是 

C n = C^C,, D u = D 2 @C. , D 3 , = D,®C,, O k = 0®C,, 
C tk =C t ®C it D ih =D t ®C„D bk =D b ®C,, 

C 6t = C 6 ®C it S„= C,®C‘. 7\ = T®C,. 


①二十而体胙中具有商维 （4 和 5 维）不可约表示. 
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对于其中的每个直积，它们的不可约表示数要比原群的多一倍，而且一半对 
反演对称（用下标 g 标志），另一半对反演反对称（用下标“标志）•不可约表示 
的特征标可以从原群的特征标乘以±1后得到（根据 （94.24) 式的规则）.以 D, rf 
群为例，可得下列不可约 表示： 


Du 

E 

2C, 

31/, 

/ 

25. 

3心 

K 

K 

E . 

1 

1 

2 

1 

1 

1 

-1 

0 

1 

1 

2 

1 

1 

1 

-1 

0 

a,. 

1 

! 

1 

- 1 


-1 

K 

I 

1 

-1 

-1 


1 

E. 

2 


0 

-2 

1 

0 


§96不可约表示和谱项的分类 


群论的量子力学应用所根据的事实是，一个物理系统（一个原子或分子）的 
薛定谔方程对该系统的对称变换保持不 变①. 由此可以立刻知道，把群元作用于 
满足薛定谔方程的某一本征函数 （M 于某一能量本征值）上，所得的结果仍为同 
一方程的属于同一能罱本征值之解•换句话说，属于同一能级的一组定态波函数 
在对称变换下彼此相互变换，也就是说这组波函数能够给出对称群的某个表示. 
一 个重要事实是，这样的表示是不可约的 • 事实上，对称变换下进行相互变换的 
一组函数必然是属于同一能级，对称变换下并不相互变换的几组函数属于同一 
能级的情形（可约表示的基函数组就可以分解成为以上的几组函数），是一个极 
为偶然的例外 

因此，系统的每一个能级对应于该系统对称群的某一个不可约表示，这个表 
示的维数确定了该能级的简并度，也就是确定了具有该能量的不同态数，知道了 
不可约表示后就可以确定这些态的一切对称性质，也就是确定了这些态在各种 
对称变换下所能具有的行为. 

维数大于 i 的不可约表示只能在含有非对易元的群中找到，因阿贝尔群的 
不可约表示只能是一 维的. 值得回忆的是，我们在未讲群论之前早已提到过，简 
并的出现是和非对易算符（但它们都和哈密顿量对易）的存在有关 （ § 10). 

对以上的说法需要补充 一点. 我们早已指出过（ §18), 量子力学中的时间 


① 维格纳 （F..P.Wi gner > 首先把群论方法应用于 t 子力学 （1926). 

② 如果它们没有特殊的原因.这里，我们想到了•偶然"简并，它是山于系统的哈密顿 》U •有本《所 
述的纯几何学对称性以外的 M 离对称性而引起的 （ 见5 36末>. 
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变号对称性（没有磁场时成立）使得相互复共轭的波函数 M 于同一能童本征值. 
由于这一点，如果有两组相互复共轭的函数给出了同一个群的两个不同（不等 
价）的不可约表示，那么应该把这两个复共轭表示看成是维数大了―倍的一个 
“物理上不可约的”表示.这就是以后我们要假 定的. 上节中我们就有'复共轭表 
示的 例子. 例如 C , 群只有一维表示，但是其中有两个是复共轭的，从物理上讲它 
们对应于一个双重简并能级（当有磁场存在时，就没有时间变号对称性，这两个 
复共轭表示也就对应于不同的能级）①. 

现在假定所给的物理系统受到某一微扰（该系统放进本身具有一定对称性 
的外场中）•产生的问题是，这个微扰能够在多大程度上分裂原来的简并能级②. 
如果外场的对称性等于或者高于③未微扰系统的对称性，那么受微扰哈密顿景 
H = H 0 + V 的对称性就和未微扰算符么的对称性 相同. 在这样的情况下，简并能 
级显然不会产生 分裂. 如果微扰的对称性低于未微扰系统的对称性，则哈密顿量 
々的对称性就和微扰的对称性相同.原来的一组波函数，给出了算符 < 的对 
称群的某个不可约表示，也得给出受微扰算符#的对称群的一个表示，但是这 
个表示将是可约的，这就意味着简并能级的 分裂. 现在来举例说明，如何用群论 
的数学工具解决能级分裂的具体问题. 

设未微扰系统具有对称性厂，我们来研究一个三重简并能级，这个能级对 
应于该群的不可约表示匕，这个表示的特征标为 

E 8 C 3 3C 2 60 -, 6S 4 

3 0 - 11-1 

现在假定该系统受到对称性为 c 3 ，的微扰（它的三阶轴和群的一个三阶轴重 
合）•这个简并能级的三个波函数给出了 c ,, 群（它是 r , 群的一个子群）的一个 
表示，并且这个表示的特征标就等于 r , 群的原来表示中同样元所具有的特征 
标，亦即 

E _ 2C 3 3^ 

3 0 1 

但是这个表示是可 约的. 知道了 C ,,. 群的不可约表示的特征标后，根据一般规则 


① 严格讲来•实的特征标（即 a 共轭表示为等价表 示时） 并不 * 群衣示的*函数能选成实函数的充 
分条件.何对点群的不可约表示而言却1充分的（并不是对"《他”点群而言，见 §99). 

② 例如晶格中光层和/壳 e 的*子能级.它和周 is ® 子的作用很弱.这种悄形下的*扰就是其余 
顷子作 用在该离子上的电场 < 外 场）. 

③ 如取 对称群《玷群 G 的子群.我们就说《的对称性 较低而 G 的对称性较商.如果算符中一项 w 
ft G 的对称性另 一项 J 4 冇 H 的对称性， W 然两项之和 W 有较低的对称性即《的对称性. 
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(94. 16) ，很易把以上表示分解成不可约 表示. 结果发现它可以分解成 C 3 .群的 
岑表示和£表示.因此三重简并能级就分裂成为一个无简并能级/ I ,和一个双 
重简并能级如果原来的系统受到的是具有对称性(它也是群 L 的一个子 
群）的微扰，则 能级^ 的三个波函数所给出的表示就具有以下的特征标 
E C 2 Or ', 

3-111 

把这个表示分解成不可约成分，结果发现它含有表示因此这种情形 
下能级匕分裂成三个无简并的能级 • 

§97矩阵元的选择定则 

群论不但能给出任一对称物理系统的能级分类，而且还能给出一个简单方 
法，用来求出该系统各种物理量矩阵元的选择定则. 

这个方法是以下面的普遍定理为基础的•设为对称群的一个不可约表 
示（非单位表示）的一个基函数.这个函数对整个空间①积分等 于零： 

I ^ a> dq=0. ( 97 . 1 ) 

上式的证明基于这样的事实，一个延及整个空间的积分，对坐标系的任意变换包 
括任意的对称变换在内都是不 变的. 因此有 

fO = jG^dg= f X 

将上式对所有的群元求和，结果式左的积分增加了 g 倍 U 是该群的阶），我 
们有： 

gf ^! a， dg= X I ^ 0> X O. 

但是对任一不可约表示（不是单位表示）讲来，我们有恒等式 I Gf =0 [此式 

C 

是正交关系 （94. 7) 中一个不可约表示等于单位表示时的特例].于是定理得证. 
如果是属于群的某一可约表示的一个基函数，则积分将等于零，除 

非这个可约表示中含有单位表示•这个定理是前一定理的直接推论. 

物理设/的矩阵元由下列积分 给出： 

(釙 \f\aO = jC/O, ( 97 . 2 ) 

式中的指标 a 和/3区分该系统的不同能级，下标 i , A 是厲于同一简并能级的各 


①玷指该物理系统的位形空间. 
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个波函数①的 编号. 由函数组 W 1 和给出的该系统对称群的两个不可约表 
示，我们分别记作心"，与最/的对称性相对应的群的表示记作化,这个 

表示取决于/的张11特性.例如，当/为真标量时，它的算符/对所有的对称变换 
保持不变，则 D / 为单位 表示. 如果/为赝标量而群中只含对称轴时，这一结论仍 
成立.但当群中还含有反射时，巧便不再是单位表示，虽然它的维数等于 1. 如果 
/是一个矢墩，则化是由三个矢鍬分敏进行线性变换所给出的一个表示，这个表 
示对极矢量和轴矢量而言 一 般是不同的. 

乘积给出一个直积表示 D 10 、® D f ® D fa 、• 仅当这个表示包含单位 
表示时，也就是直积中包含化时，矩阵元才不等于零.实用上，更为方 
便的办法是把分解为不可约成分，它可立刻给出跃迁矩阵元（从型 
的初态出发）不等于零的所有各种0 〜型的 末态. 

在标量的最简单情形下，~为单位表示，由此可以立刻知道，仅当初末态为 
同一类型时矩阵元才不等于 零：两 个不同的不可约表示的直积以 4 ®/) 1 〜中不 
含单位表示，可是一个不可约表示和其自身的直积中总是含有单位表示.这是定 
理的最普遍说法，它的特例我们早已碰到过. 

对能量为对角的矩阵元，也就是 M 于同一谱项的各个态之间的跃迁矩阵元 
(不是属于类型相同但谱项不同的两个态之间的跃迁矩阵元），需要作特殊的处 
理.这种情形下我们不是有两组不同的函数而是只有一组函数 〆 ，….我 
们要用不同的方法求出它的选择定则，它依赖于量/在时间反演下的行为. 

我们来考虑一个由波函数 <A = 所描述的态.此态中/的平均值由下 

列求和式 给出： 

/ = X c : c ^ ak 1/1°*) - 

i.k 

在复共轭波函数</^ = 所描述的态中，我们有 

/ = X c * c i* <a^l/kO = X c < c * (a* I/I a*). 

如果 / 对时间反演不变，这两个态不但属于同一能级而且还有相同的 / 值.由于 
系数 c . 是任意的，这意味着 

<ai|/|ai> =<a*|/|«A>, 

因此，为了求出选择定则，我们不需考虑整个直积而只需考虑它的 


①当我们采用"物 ffl 上不可约"的表示时.由于*函数总耐取成实函数.我们在 （97. 2) 式中不《区 
分波 泌败及 KS 共轭函败. 
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对称部分，只要 [0 ⑷ 2 】中含有巧，就有非零矩阵元①. 

但当/在时间反演下变号时，从变到少‘必随之有/的 变号. 从而用同一 
方法可得 

< a *|/| o »> = - < ai |/| aA > , 

在此情形下，选择定则是由直积的反对称部分 { D » 2 } 确定的. 


习 题 


1. 当存在对称0时，求电矩 rf 和磁矩 M 的矩阵元选择定則. 

解：群 O 不含反射，因此极矢 rf 和轴矢只按同一不可约表示 变换. G 和群 
O 的其它表示的直积可分 解为： 

F,®A, =F lt F t ®A 2 =F 2 , F,®E = F, + F 2 , i 

=A, +E + F, +F 2 , F t ®F 2 =A 2+ E + F l + F 2 . ) (1) 

因此不等于零的（能量）非对角元为下列跃迁： 

E, F,, F 2 ； F 2 ^A 2 , E, F 2 . 

群 0 的不可约表示的对称和反对称乘积为 

[^] = [A\] =A,, [E 1 ] =A, +E, 【 F ;】 =[Fl] =/l, + £ + F 2 ,i 
{£ 2 }=^ 2 , {F]} = {Fl} = F r I ⑺ 

对称乘积中不含 f ,, 因此矢量 rf (时间反演不变）没有 （ 能量的）对角元.磁矩在 
时间反演下变号，对/•，和 F 2 态有对角元. 

2. 同题1，但为对称 D u . 

解： 中矢量和私具有不同的变换 规律： 
d. ， d,~E., d,~A,., 


匕， ~A ig . 

本题及下面的题中，记号〜代表“按某个表示变换”•我们有 

^u®A tl =E,®A lg =£■„, E u ®A Xu =E u ®A lu =£^,1 
E“®E “ =A lt ^A 2l+ E f , E u ®E t =A lu + A 2u+ E u .) 

因此的非对角矩阵元中，不等于零的有跃迁 E u ^A lg ,A 2i ,E gt E g ^A lu ,A u . 
同法求得下列选择定则 

d .- - 4 .,^ 2 .； A U *-*A^-, E t *^E u ； 

M ,： E g *^E g ； E u -*E m . 


① 乘枳 [ D U>2 ] 中总是 含有单位表示，所以标■的对角元（以及初末态类型相问的非对角元）不等 
于零. 
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D w 群不可约表示的对称和反对称乘积为 


[A],)=[Al)=[Al l )=[Al] =/!,,， 
[E\]=[E 2 U ] =E l+ A tl ,{E]} = {E]}=A 


我们看到对于的分量，不存在（能量的）对角元；对于矢量弘在^或 A 型简并 


能级的各态之间存在着 〆 ，的对角元. 

3. 当存在对称0时，求电四极矩张量 <?,* 的矩阵元选择定则- 
解 ：对群 0而言，张量 （? it ( 是一个对称张量并且,之和等于零）的各个分 


量按以下规则 变换： 

Q,,，m Q x ^eQ„ + €Q 0 ~E 

(e = e 2 *_ ,J ). 

把 F 2 , E 和群 O 的所有表示的直积进行分解后，可得非对角元的下列选择定则： 
m F t ^A lt E,F, ,F i； F 2 ^A, ,E,F, ,F j； 
f r i^ F i> F 2i F 2*- tF 2 - 
对角元存在于下列态中（可从 （2) 看 出）： 

4. 同题3,但为对称 
解 ：对群 Z ) 3 rf 而言，分量 4 的变换规律为 

Q a ~A „； (?„-<?„, Q, y ~E.i Q n ~E. 

(?„ 具有标量的行为•把£,和群的所有表示的直积进行分解后，可得其余 
分量的非对角元选择定则： 

只有对£，和的态，对角元才是非零的[可从 （4) 式看出 ]• 


§98连续群 

除了 §93 中历数的各种有限点群外，还存在着群元个数为无限的连续点 
群.这就是轴对称群和球对称群 • 

最简单的轴对称群是群，它含有绕对称轴旋转任意 角史的 C (< p ) 元，称 
为两维旋转群.这个群可以看作仏群当 n ^ cc 时的极限情形.同理，作为 C „ 4 , 
等群的极限，我们有 C . t , C .., D . — 等连续群. 

具有轴对称性的分子只能是由位于同一直线上的原子所组成.如果它对该 
直线的中点并不对称，它的点群就是•群，群中除了绕轴旋转外还有对通过该 
轴线的任一平面的反射 OV 如果该分子对称于轴线的中点，它的点群就是 
= C „® C r 作为分子的对称群， , C ^, D •等群并不 出现- 



第十二章对称性理论 


完全球对称的群含有绕通过中心的任意轴线转任意角的旋转元，还含有对 
通过该中心的任意平面所进行的反射，这个群是单个原子的对称 群我们 把它记 
作 灰*_ 所有空间旋转所组成的群 AT (它称为三维旋转群或简称为旋 转群） 是它的 
—个子群.群 AT 中加进一个对称中心后即得群 K h (K k =K®C,). 

连续群的各个元可以用一个或几个取连续值的参燉加以区别.以旋转群为 
例•它的参量可以取确定坐标系转动的三个欧拉角. 

§92中所讲的有限群的_般性质以及与此有关的一些概念 （子群 ，共轭元， 
类，等等）可以直接推广到连续群.当然，与群的阶数直接有关的那些论述（例如 
子群的阶可以除尽整群的阶）不再具有意义. 

群中所有的对称面彼此等价，因此所有反射 a 组成 —类， 它具有连续的 
群元.此群的对称轴是一个双向轴.因此它具有连续的共轭元类，每类含有 
C ( **) 两个元•群的类可以从群的类直接求出，因为 

旋转群 AT 中所有的轴都是等价的而且是双向的，因此转角绝对值 | p | 相同 
的所有绕任意轴的旋转元组成一类.群心的类可以从群 A " 的类直接 求出. 

表示的概念，可约和不可约等也能立即推广到连 续群. 每个不可约表示含有 
无穷系列的矩阵，但是相互作线性变换的基函数的数目（即该表示的维数〉仍是 
有限的.这套基函数总是可以这样来选择，使得该表示是么正的.一个连续群的 
不同的不可约表示的数目是无限的，但构成离散 序列即 它们可以挨个计数对 
于这些表示的矩阵元和特征标，也存在有正交关系，它们是有限群的相应关系的 
推广. （94.9〉式现在变成 

J • dr c = j-S^S^S^j At c , (98. 1) 

(94. 10) 式改为 

⑹， . ( c ) dTc = 〜 J dTc . (98.2) 

这些公式中的积分称为群上的不 变积分 ， d Tc 可用群参量的微分表出并使 dr c 
对该群的任意变换保持不变①.例如旋转群中可取 dr c = sin 其中 a ./3 

和7是定义坐标系转动的三个欧勒角 （§58) ,此时 j " dr c =8ir 2 . 

当我们在确定总角动罱的本征值和本征函数时，实质上已经碰到过三维旋 
转群的不可约表示（没有采用群论的术 语）. 角动鏺的三个分量算符（除了一个 


①这甩所讲的连续群不约*示的各种性质仅当枳分式 （98. 丨 ） 和（9 8 .2>收敛时才能成立•特别是 
“群体积” | Ht c 必须有限•这个条件对连续点群确是满足的（供对于像桁对论中的洛仑兹群，它就不满 
足）. 
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常因子外）就是无限小旋转算符①，而角动量的本征值标志了其波函数的空间旋 
转性质•对于一个给定的角动量值有 2 y + I 个本征函数 t 与之相对应，它们 
的角动最分景 m 的数馆不同但同属于一个以+ 1重简并的能级.在坐标系转动 
下，这组函数变成它们的线性组合，从而给出了旋转群的一个不可约表示.因此 
从群论的观点看来, y 就是旋转群各个不可约表示的编号，而且每个 ; •对 应于一 
个 2 y + i 维表示 J 值可取整数和半整数.因此群表示的维数 2 y + i 可取所有的整 
数值丨，2,3,…. 

这些表示的基函数实质上已在§5 6 和§57中研究过.群表示的矩阵见 
§58. 具有给定值的一个表示，它的基是由一个2> 秩对称旋量的 2 J +1 个独立 
分量构成的（等价于2> + 1个函数 

旋转群中 y •值为半整数的不可约表示有一重要特性•它的基函数（奇数秩旋 
■的各个分 i ：> 转动217角后要变一符号，可是 2 tt 的转动等于群的单位元，由此 
得出结论,> 值为半整数的表示都是双值 表示： 对于每个群元（绕某轴转#角， 
0矣该表示中与之对应的矩阵不是—个而是两个，这两个矩阵的特征标 
相差一个符号②. 

前面提到，一个孤立原子具有对称性 K h = K ® C r 因此从群论观点看，每个 
原子谱项对应于旋转群 A ： 的某个不可约表示（确定原子的总角动量值 乃以及 
C , 群的一个不可约表示 （ 确定态的 字称〉 ③. 

当把原子放人外电场时，它的能级分裂.分裂能级的数目及其相应状态的对 
称性质可用§96中的方法来 确定. 为此，应把外场对称性群的2_/ + 1维表示（由 
屮川函数组所构成）分解成为该群的不可约 表示. 这就需要事先知道函数组 
所给出的表示的特征标. 

由于同类元的不可约表示特征标是相同的，我们只需考虑绕 z 轴的转动就 
足够了，我们知道，绕该轴转史角后波函数必川要乘以 e ' u \ M 是角动量沿该轴的 
分缺•因此函数组 “的 变换矩阵是对角的，其特征标为 

/ ^'(7 ♦ I )<f n - ijp 


① 数学术语中 .这砷 W 符就 ft 旋转群的生成元. 

② 必须指出.群的双值表示不能箅作真实字义下的表示 • w 为它们并不是由_ fit 的明 m 函数给出 
的；另外见 § 99 . 

③ 此外.原子的咍密頓堉对电子的对换保持不变.在非相对论近似下，坐标波闲数和 fj 旋波函败玷 
可分离的.我们就冇坐标闲数所治出的》换胙的各忡衣 示. 如果纶 定了* 换群的不可约丧示，联子的总 n 
旋 . s 就被确定（ S 63) .但当计及相对论作用后.波函数不 涔能分 解成坐 标郎 分和自旋郎分，粒子坐标和自 
旋問时对换的对称性•不能用来标志原子«项.因为泡利职理只允许总波函败对所釘电子为反对称.这一 
笮实与计及相对论 效应后 di 旋严格讲来不冉守恒相一致，这时只有总角动/足守恒的. 



或① 
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x m (<p) 



(98.3) 


对于反演 /,/ W 值不同的函数少,《具有相同的行为，全都是乘以+丨或-1，视 
原子态的偶或奇而定.故其特征标为 


X U) (.D = ±(2 J + l ). (98.4) 

最后，按下列公式可以算出对 o •面反射以及旋转-反射 * 角的特 征标： 


(T = IC 2 , =/C(7T+ 妒 ）. 

让我们再来考虑一下轴对称群 c …的 不可约表示.当我们确定具有对称性 
c •.的双原子分子（即由不同原子组成的分子）的电子谱项分类时，实际上已经 
把这个问题解 决了. 该处的0‘和 ( T 两个谱项（/2 = 0)对应于两个一维不可约表 
示：单 位表示和表示 <4 2 ,/1 2 的基函数对所有旋转保持不变但对 o •，平面的反射 
变一符号.=丨，2,…的双重简并谱项对应于各个二维表示，分别记作 £| , 
&，••••两个基函数在绕轴转过 f 角后要乘以 e * ，而在 a 面的反射中两者相互 
变换•这些表示的特征标为 


C. r 

E 

2 C ⑷ 

00 (T v 


A, 

1 

1 

1 


A, 

1 

1 

-1 

(98.5) 


2 

2 cos k<p 

0 



群 = C _® C , 的不可约表示可从群 C _ 的直接得到（对应于原子核相同 
的双原子分子的谱项分类）. 

如果取半整数值，函数 e * 咖 给出群 C ». 的不可约双值表示，它们对应于 
自旋为半整数的分子的谱项②. 


① 为避免误解•我们强调指出•此式中所用的不是欧拉角而是欧拉角以外的群元的另一种#績化： 

变换现在是由转轴方向及绕此轴的转角央所标志.可以证明，采用这组参 t 后， （98. 2) 式应对 2(1 - 
CO S 枳分, d 0 是转轴方向的立体角元. 

② 与三维旋转群的结果不同•在这里可以适当挑选/2的分数抗，不但町得单 馆和双 值表示.而 R 还 
句有三值或更多值的表示.但由于角动 tS 无限小旋转算符.它在物 理上允 许的本征值仍由上述 三维旋 
转群的表示所碗定. 因此 ，二维旋转群（以 及任一 有限对 称群） 的三值（或®多值）表示从败学上来讲虽然 
Eff 定的但是没有物现意义. 
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对旋转和反演这坫》然的.对于平面反射.由于它能衣成反演和旋转的乘枳形式此也和 （> 对秘. 
我们在8•通点群 L 加一撇 V 代*双群. 

SJ 塞广'，5丨_«^,其屮含右反演/,它们拯阿《尔群但不坫》坏群. 


§99有限点群的双值表示 

自旋为半整数的态（因而总角动量为半整数），对应于该系统对称点群的一 
个双值表示.这是旋量的一个普遍特性，因此对连续点群和有限点群都能成立. 
这就产生了寻求有限点群的不可约双值表示的必要性. 

前曲讲过，双值表示实际上不是一个真正的群表示，特别是§94中所讲的 
公式对它们并不适用，那些公式中所讲的所有不可约表示[例如 （94. 17) 式中的 
所有不可约表示的维数平方和]只是指单值的真正表示. 

为丫求得双值表示， M 好采用以下的技巧 （ H . A . Bethe ,1929). 我们纯形式 
地在群中引人一个新元（记作 （?）， 它代表绕任意轴旋转 2 it 角但并不等于单位 
元£，它的平方才等于 E：Q 2 =E. 因此，绕《阶对称轴的旋转仅当连续施行 2 n 
次（而不是 n 次）后才能给出恒等 变换： 

C" n = Q, Cl" = E. (99. 1) 

反演 / 是一个与所有旋转都对易的元，它应该和以前一样连续施行两次后 
等于广但是对一个平面的两次反射并不等于£而等于 （>: 

a =Q, a =E. (99.2) 

这是因为反射可以写成 h =/仏的形式.结果所得的一组元组成了某个虚构的 
对称点群，它的阶数等于原来群的 两倍. 我们把这种群称为双点群.实际点群的 
双值表示显然就是所对应双群的单值表示，因此可用通常方法求出 • 

双群的类数大于原来群（但不一定等于它的两倍 ）• <?元和群中所有其它元 
都是对易的①，因此自成 一类. 如果对称轴是双向轴，则双群中的元 c ! 就和元 
= 共轭.因此，当有二阶轴存在时，元的分类也要看这些轴是不是 

双向轴（这一点在普通的点群中并不重要，因为 Q 和逆旋转 c / 1 相等） • 

举例来讲 ， r 群的二阶轴都是等价的而且都是双向轴，它的三阶轴都是等价 
的但都不是双向轴.因此双群 r ②中的24个元分成以下 七类： 三个旋转 c 2 
和三个 c 2 <? 所组成的一类，以及 4C 3 ,AC\ AC.QAClQ 四个类 • 

一个双点群的不可约表示首先含有原点群的各个单值表示（此时的和£ 
都对应于单位矩阵），其次就是原点群的各双值表示，此时的元 P 对应于一个负 
的单位矩阵.现在我们感兴趣的只是后一种表示. 

双群（：',,（《 =丨，2,3.4,6)和5\与原群一样都是循环群®.它们的不可约表 
示都是一维的，可以用§95的方法毫无困难地求出来. 


①②③ 
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群^„(或者和它同构的群 c \,) 的各个不可约表示可以应用与单群相同的 
方法 求出. 这些表示是由 e * i 4 * 形式的函数给出的，史是绕 n 阶轴的转角 A 可取 
各半整数值（整数值对应于普通的单值表示）.绕二阶水平轴旋转后这两个函数 
相互对调，旋转后它们乘以 

双立方体群的表示比较不容易求出•.群 F 的2 4 个元被分成七类.因此共有 
七个不可约表示，其中的四个和群 r 的 相同. 其余三个表示的维数平方和必等 
于12,由此可知它们都是二 维的. 由于（： 2 和（： 2 ()属于同类，故有 i ( c 2 ) = 
x ( C , Q ) = - A *( C 2 ) ，因此这三个表示中 都有尤 （ c 2 ) =0. 其次，这三个表示中至少 
有一个是实表示，因为复表示只能以共轭方式成对地出现.我们来考虑这个实表 
示，并且假定 C 3 元的矩阵已经化成对角形式 （设对 角元为 a ,, a2) .由于 d = Q , 
故有^ = - 1. 为了使 X ( C 3 ) +«» 2 等于实数，必须令 = e' i/3 , aj = 

e *" /3 - 结果得 l ( C 3 ) = \, X { C \) = a ]^ a \= -\. 由此我们找到了一个表示.比较 
它和群 r 的两个一维复共轭表示的直积，即可求出其它两个 表示. 

应用同样的方法可以求出群 o ' 的表示，我们不在这里细讲了•表 8 给出了 
上述各种双群表示的特 征标. 只给出了普通点群的双值 表示. 与这些双群同构的 
群具有同样的表示. 

其它的点群或者和表中的点群同构或者等于这些群和群 c , 的直积，因此它 
们的表示无需特殊计算. 

与通常表示的理由一样，两个复共轭双值表示应从物理上看成一个维数加 
倍的不可约表示.即使是对特征标为实数的两个一维双值表示，也应该配成— 
对•这是因为（见§60)，自旋为半整数的系统中复共轭的波函数是线性独立的 • 
如果我们有一个实特征标的一维双值表示由某个 函数必 所给出），那么屮的 
复共轭函数也将按等价表示变换，尽管我们知道必和必.是线性独立的.另 
—方面，两个相互复共轭的波函数必厲于同一能级，由此可见，物理应用中这个 
表示必须加倍. 


表8点 辟的双 值表示 



E 

Q 


cr 

C^'Q 

Ci a, Q 

ci''Q 

E. 

2 

-2 

0 

0 

0 


E 

Q 

C, 

CiQ 

C? 

C,Q 

3% 3U,Q 


①这样的表示可以在"为奇败的 C ’ •群中找到，它的特征标为 wc =) =( -1)*. 
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§ 97 中关于寻求各种物理量/的矩阵元选择定则的方法，它的全部讨论对 
自旋为半整数的系统仍然成立，只是对能量而言的对角矩阵元有所例外，重复 
§97末的分析但用 （60. 2) 和 （60. 3) 式，我们发现，如果置/在时间反演下是偶 
的或奇的，在求其选择定则时.我们必须采用 &"> 表示本身的反对称积|以" >2 ! 
和对称积 [ W >3 ], 这和§97中所讲的自旋为整数的系统的选择定则相反①. 


习 题 

一个原子处于具有立方对称性0的场中②，求其能级（总角动量值给定为 


① 应用这些定則时应该注意到，对于双值表示.单位表示不是在它的对称乘枳中而是在它的反对 
称乘积中.对二维的双值表示来讲.反对称乘枳丨少^ 1 !正好就是单位表示. 

② 例如.所讲的可以是指晶格中的原子.注意本 e 中外场的对称群是否存在对称中心是无关紧要 
的 . w 为波函数的反演件质（该能级的宇称> 与角动 SJ 无关. 
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•/) 分裂. 

解：角动量 J 相同而值不同的一组原子态波函数给出了 0群的一个2/ 
+ 1维可约表示，它的特征标由 （98.3) 式给出•把这个表示分解成不可约表示 （_/ 
为整数时是单值的，/为半整数时是双值的），即可求出能级分裂（见 §96). 下面 
列举前几个 J 值的不可约 成分： 


第十三章 


多原子分子 


§100分子振动的分类 

群论应用于多原子分子，首先解决的是电子谱项的分类问题，也就是原子核 
位置给定后的能级分类问题.它们是按原子核位形的对称点群的不可约表示分 
类的.但是我们必须强调一个明显的事实，这样求得的分类结果是对一定的原子 
核位形而言的，因为原子核移位后这样的位形对称性就要遭到破坏.我们通常所 
讲的位形都是指原子核处于平衡位置时的位形.这种情形下求出的分类结果即 
使当原子核发生小振动时仍继续具有一定的意义，但当振动不能再认为很小时， 
当然就失去意义. 

这个问题在双原子分子中并不出现，因为它在原子核的任意位移下仍能保 
持它的轴对称性.对于三原子分子也发生类似的情形.它的三个原子核总是处于 
一平面内，这个面就是这个分子的一个对称面.因此三原子分子的电子谱项永远 
能用这个平面进行分类（波函数对这个平面的反射为对称或反对称）. 

对于多原子分子的基态电子谱项，存在着一个经验规则，根据这个规则绝大 
多数分子的基态电子波函数是全对称的（对于双原子分子，这个规则已经在 
§78中提及）.换句话说，这个波函数对分子对称群的所有元都保持不变，也就 
是说，它属于该群的不可约单位表示. 

群论的方法对分子振动的研究特别有用 （ E . P . Wigner ,1930). 在对这个问 
题进行景子力学研究之前，必须先作分子振动的纯经典研究，这种纯经典研究把 
分子看作是由许多相互作用着的粒子（原子核）所组成的一个经典系统. 

根据经典力学（见《力 学》 §23, §24), 粒子数为/ V 的一个系统（这些粒子 
不在一直 线上） 具有 3/ V -6 个振动自由度.在 3/ V 个总自由度中，有整个系统的 
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三个平动自由度和整个系统的三个转动自由度①•作小振动的多粒子系统的能 
tt 表式可以 写成： 

E = Y T m - S *-* u . u * (100. 1) 

式中的是一些常系数，+是粒子离开平衡位置的位移矢 ft 分量（下标 
既标志粒子也标志矢量分最）•把“，进行适当的线性变换以后，我们可以在 
(100. 丨）式中消去整个系统的平动和转动坐标，并且可以选取这样的振动坐标 
系，使得 （100. 丨）式中的两个二次型都变成平 方和. 再对这些振动坐标进行归一 
化.使得动能表式中的所有系数都等于1，结果就得以下形式的振动能最： 

£= y Z Z (100.2) 

i,o ^ a I 

振动坐标 C >„, 称 为简正 坐标; w 。 是相应的独立振动的频率.有可能发生几个 
简正坐标对应于同一个频率的情形（称为多重频 率）. 简正坐标的下标 a 相当于 
不同频率的编号，下标 i (; = l ,2,…， /„) 则为属于同一频率的各种不同坐标编号 
(/„ 称为该频率的多重 度〉. 

( 100 • 2 ) 式的分子能量必须对对称变换保持不变.这意味着简正坐标组 
P 。, 4 = 1，2,…，/。（ a 为给定）在分子对称点群的任一变换下相互变换，并使平方 
和 Z 以,保持不变•换句话说，属于同一振动频率的一组简正坐标给出了分子 

对称群的一个不可约表示，该频率的多重度就是这个表示的维数.这个表示的不 
^约性，与§96中对薛定谔方程之解所作的论证 相同. 两个不等价的不可约表 
示能够具有相同的频率，这是极为偶然的例外•需要保留的例外仍然是特征标为 
相互复共轭的两个不可约 表示. 由于简正坐标的物理实质，它们只能是实董，因 
此两个相互复共轭的表示从物理上讲应该对应于同一本征频率而具有两倍的多 
重度. 

根据以上这些考虑，我们可以不必具体求解简正坐标这个复杂问题，就有可 
能对分子的各种本征振动进行 分类. 为此，必须首先求出（根据下面描述的方 
法）所有振动坐标合在一起所给出的表示，我们把它称为总振动表示.这个表示 
是可约的，把它分解成为不可约成分后即可求得各本征频率的多重度以及各相 
应振动的对称 性质. 同一个不可约表示有可能在这个总表示中出现若干次，这就 
表明存在着若干个不同的频率但具有相同的多重度和相间的振动对称性. 

我们从下列事实出发寻求这个总 表示. 群表示的特征标对基函数的线性变 
换是不 变的. 因此我们可以不用简正坐标为基函数来计算特征标，而用原子核离 


①如果所有粒子鄞在一 K 线上.振动自由度数躭等于 3/ V _5< 这种悄形下只能夼两个转动自由度. 
因为线咽分子的绕轴11转是没冇意义 的〉. 
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开平衡位置的位移矢量分量“,作为基函数来计算这个总表示的特征标. 

当我们计算点群中某一元 G 的特征标时，只需考虑在 G 的变换下保持不动 
(更确切地说，保持其平衡位置不动）的那些原 子核. 因为在 G 的旋转或反射下， 
如果原子核1变到了相同原子核2原先所在的位罝，这就意味着 G 的操作使核 
1的位移变成了核2的 位移. 换句话说，6. 4 矩阵的第；行（对应于该原子核的位 
移 《,) 中就不存在对角矩 阵元. 另一方面，在 G 的操作下，平衡位置保持不变的 
那些原子核的位移矢童分量只能变换成为它们自身的组合，因此可以把它们和 
其余原子核的位移矢量区分开来考虑. 

我们先考虑转角为史的绕某一对称轴的旋转 C (史） •设是某原子核 
的位移矢量分量，这个原子核的平衡位置正好在对称轴上，因而不受旋转 C(p) 
的影响•这些分量.和任一普通矢景（极矢量）的分量一样，在转动下是按以下公 
式变换的. U 轴为对称轴〉： 


u 1 1 = a, cos <p + u r sin tp, 
u 、 = - u l sin (p + u y cos (p , 

它的特征标，也就是变换矩阵的对角元之和，等于 1 +2cos 如果在这个对称轴 
上共有 AV 个原子核，总特征标就等于 

N c ( 1 +2cos < p ) , (100.3) 

但是这个特征标是对应于所有 3/V 个位移 u, 的变换，因此必须从中分离出整个 
分子的平动和转动（小转动）变换.平动变换是由分子质心的位移矢董£/确定 
的，它的特征标因此是 i +2cos v . 整个分子的转动是由转角矢量①5/2确定的. 
矢鼋5/2是一个轴矢量.但是对坐标系的旋转而言，轴矢量和极矢量是一样的. 
因此矢量 S/2 所对应的特征标也是丨+ 2cos 总计起来 ，（100. 3〉式中必须减去 
2(1 +2cos,p). 因此在总振动表示中旋转 C(p) 的特征标 y(C) 等于 

尤 （C) = (yv c -2)( 1 +2cos 史). （100.4) 

单位元的特征标显然等于总的振动自由度 #(£) =3W-6( 可从乂 =义#=0的 
(100.4) 式求出）. 

应用同样的方法，我们可以算出旋转-反射变换 S (^>) (绕 2 轴转#角再对 
W 平面反射一次）的特 征标. 此时每一矢量按下列公式 变换： 

= u M cos <p -f u r 9in % 

= - u s sin (p + u y cos (p , 



①大家知道，无限小转角可以看作一个矢 M 这个矢最的绝对值等于转角.它的方向沿着按右 

手螺旋法则规定的转轴方向.这样定义的显然是一个轴矢 1. 
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它所对应的特征标为 （ -1 +2cos v，). 因此在 3A 1 个位移 u,. 所给出的表示中，它的 
特征标为 


N s ( -1 +2cos < p ), (100.5) 

乂是在操作 S ( p ) 下保持不动的原子核数，这个数显然只能等于0或 1. 质心的 
位移矢量 U 对应于特征标 - 丨+ 2cos , p . 矢量 5/2 是一个轴矢量，它对坐标系的反 
演保持不变.另一方面，旋转-反射变换 S ( p ) 可表成 

S(<p) =C((p)(T k = C(<p)Cj/ = C(iT+<p)/ 

亦即旋转 IT +史 角后再来一次反演.所以对矢 M 5/2来讲 ， s ( p ) 的特征标等于 
C(TT +妒） 的特征标，也就是等于 1 +2 co 8 (it +«| p ) = I -2 cos 因为 （-1 +2 cos 史） 
+ (丨 -2cos < p ) =0,所以 （100_ 5) 式就是总表示中旋转-反射变换 s (史） 的特征 
标 _ V ( S ) : 

X(S) =N S ( -1 +2cos <p) (100.6) 

特殊情形下，对平面反射的特征标（妒 =0) 为之（<7) 反演的特征标 （史 = 1T ) 

为之 (/) = - 3 N ,. 

这样求出了总振动表示的特征标^以后，就只需把它分解成为不可约表示， 
应用（9 4 . 16) 式以及§95中所给的特征标表就能办到（见本节例题）. 

线型分子的振动分类不需要应用 群论. 总的振动自由度是 3 W -5. 其中必须 
把两类振动区分开来，一类是诸原子保持在一直线上，另一类则不属于这种情 
况①./ V 个粒子在同一直线上运动时的自由度等于 yy , 其中 的—个 相当于整个分 
子的平动自由度.因此诸原子保持在一直线上振动的简正坐标数等于 /V- 1._ 
般讲来，它和 / V -1 个不同的本征频率相对应.其余的 （3/ V -5) -( yv - l ) = 2 N - 
4 个简正坐标，相当于破坏分子共线的各种振动，它们与 /V-2 个不同的双重简 
并频率相对应②（每一个频率有两个简正坐标，分别在两个正交平面中作同样的 
振动） • 


习 题 

1. 试求 NH 3 分子（一个等边三角锥，原子 N 在顶点，三个 H 原子在底角，见 
图 41) 简正振动的分类. N 

解：这 个分子的对称点群为 C ,,. 绕三阶轴旋转只有一 
个原子 （ N ) 不动，对 <7,反射有两个原子不动 （ N 和一个 

H ). 根据 （100. 4) ,(100. 6) 式求得总表示的特征标为： 

_ 图41 

① 如果该分子对称于轴线的中点•还会出现另一种振动特点，见本节題⑴. 

② 应用群不可约表示的记号（见 §98) •我们 SJ 以说，有 AT - 丨 个振动是 i 彻的，有 Af -2 个振 
动是 A 型的. 
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E 2 C 3 3 a r 

6 0 2 

把这个表示分解为不可约成分，结果发现含有两个 / J , 表示和两个£表示.因此 
有两个无简并的频率对应于两个型的振动，保持着该分子的全部对称性（称为 
完全对称的振动），还有两个双重简并的频率，它们的简正坐标按£表示变换. 

2. 同题丨，但为 H 2 0 分子（图 42). 



图42 


解：对 称群为 C >. 变换使0原子保持不动 ， o ■，变 换时（对分子平面的反 

射）三个原子都不动，反射时只有0原子不动.总振动表示的特征标为： 

g _ c 2 o~r cr', 

3 13 1 

这个表示可分解成2/1,， IB , 不可约表示，也就是说，存在着两个全对称振动和一 
个对称性为表示的振动，所有的频率都是无简并的.图42中画出了三个相应 
的简正振动. 

3. 同题丨，但分子为 CHC 1, (图 43 a ). 

解： 分子对称群为 C ,,. 用同一方法我们求得三个/ I ,型的全对称振动和三个 
£型的双重简并振动 • 

4•同题丨，但分子为 CH 4 ( C 原子处于四面体的中心，四个 H 原子在顶角， 
图 43 b ). 

解： 分子对称群为 r ,, 振动为 M ,,1£,2 F 2 . 

5. 同题丨，但分子为 C 6 H 6 (图 43 c ). 

解： 分子对称群为.振 动为： 

2〜，1〜， M 3 „, lB tl , 1 B „, IB U , 3 B U , 

1£„, 3£ u , 4 E lt , 2 E 2 „. 

6 •同题 1 ，但分子为 OsF g ( Os 原子在立方体的中心， F 原子在顶角上，图 
43 d ). 

解： 分子对称群为振 动为： 

M ,,， 1 心•， 2 F „, 2 F U , 2 F lu 
7.同题丨•但为 UF 6 分子 （ U 原子处于八面体中心， F 原子在顶角上，图 
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43 e ). 

解： 分子对称群为 Op 振 动为： 

1\， \ F 2i , IF 2u . 



图43 

8. 同题1，但分子为 C 2 H 6 (图 43 f ). 

解： 分子对称群为.振 动为： 

3-4 M „, 2 A U , 3 E g , 3 E U . 

9. 同题丨，但分子为 C 2 H 4 (图所有原子在同一平面 内）. 

解： 分子对称群为振 动为： 

3-4,,. M ,.. 2 B lg , IB ,., 2 B U , \ B U , 2 B U . 

(所取的坐标轴见该图）. 

10. 同题丨，但为一线型分子，由/ V 个原子所组成并且对称于它的中点. 

解： 除了本节所讲的线型分子的振动分类外，还需要考虑对中点反演的性 
质. 存在着两种不同的情况，要看 yv 是偶数还是奇數. 

如果/ V 是偶数 （ yv =2/0,该分子的中点处就不存在原子.给出了该分子半截 
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P 个原子沿轴线的独立位移后，可令其余的/>个原子具有与前者相等和相反的 
位移，结果就有/»个振动使诸原子保持在轴线上并且对称于它的中点，其余的 
( 2 p -\) - p = p-l 个共线振动对中点则是反对称的.此外, p 个原子不处于同一 
直线上的运动自由度为2/».我们令对称置放的原子具有相等和相反的位移，就 
得到2/>个对称的振动，但在其中必须扣掉相当于分子转动的两个自由度.因此 
共有/ > - 丨个双重简并的频率使得原子离轴振动并且对称于它的中点，其余 
(2 p -2)-( p - l )= p - l 个双重简并频率相当于对中点反对称的振动.应用 
0“群不可约表示的名称（见§98末段），我们可以说，4,,型的振动有 /) 个， 4 |U , 
型的振动各有 P -1 个. 

如果/ V 是奇数 （ W =2 p + 1), 经过类似的分析可以证明，心，，_4 型的振 
动各有 P 个而型的振动有 p -丨 个. 

§101振动能级 

从量子力学的观点看来，分子的振动能量由下列哈密顿董的本征值所 确定： 

E 2化 U 01.1) 

^ a i * I ^ a I ■ 1 

式中的 &,= 是简正坐标人，所对应 的动蠍 算符.由于这个哈密顿量可 

以分解成独立项（卢之和，它的能级就可以表成下列求 和式： 

= fc ^ o> 0 ^ («„ + y ) = X ht °a( v a + y) • (101.2) 

式中的 ^ 〃„,，/„是频率％的多重度.它的波函数等于相应线性谐振子波 

i 

函数的 乘积： 

屮 = n (ion 

o 

«/»„=常数 xexp ( ~ Y c ll <?'.) n 001-4) 

H, 代表 v 阶厄米多项式如果％中存在着多重频率，振动能级一般 
i 并来是简并的 • （〖01. 2) 式中的能 M 仅依赖于求和匕=^ .因此能级简并度 

等于用*>。,凑成一组给定〃。的拼凑方式数.对于单个讲来，拼凑方式数为① 

(.K +/ 。 - 1 )! 

〜！ (/ a -1)!' 


①等于％个球放到人个匣子中的 S 放方式数. 
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对于双重简并的频率，这个乘积中的因子等于〃。+丨，三重简并频率的因子则为 
+ 1 ) (»„ + 2 ). 

必须指出的是，以上的简并度仅仅对纯粹的谐振动才成立.当我们在哈密顿 
量中考虑了简正坐标的更高次幂（非谐振动）以后，这个简并会被解除，即使不 
是完全的解除（进一步讨论见§ 104). 

厲于同一简并振动谱项的一组 （101. 3) 式的波函数，给出了分子对称群的 
某个表示（这个表示一般是可约的）•但是，厲于不同频率的函数组是相互独立 
变换的.因此由 （101.3) 式的所有波函数给出的一个表示，等于由 （101. 4) 式的 
函数组所给出的各个表示的直积，所以我们只要研究后一种表示就可以了. 

(101.4) 式中的指数因子对所有的对称变换保持不变.在厄米多项式中，只 
有幂次相同的项能够进行相互变换（对称变换显然不会改变每项的幂次）.另一 
方面，每一厄米多项式完全由它的最萵次项所决定，即可写作 
/• 

Z =常数.町❻…哎-+低次项， 

■ ■ I 

因此我们只要考虑敁高次项就可以了. 

具有相同 «a = Z L 值的各个函数属于同一谱项.因此把 〃。个 CL 相乘起 

i 

来，它们的各种乘积可以给出一个表示，这个表示就是以为基的不可约表示 
的 r B 次对称乘积（见 §94)( L . Tisza , 1933). 

对于一维表示，它的 f 次对称乘积的特征标显然是① 

从⑹対尤⑹】' 

对二维和三维表示讲来， M 好应用以下的数学技巧•②不可约表示各个基函数的 
平方和对所有的对称变换保持 不变. 因此可以把这组基函数形式地看作是一个 
二维或三维矢量的各个分量，并把对称变换看作是作用在这个矢 t 上的某种旋 
转（或反射）.需要强调的是，这样的旋转和反射不能和实际的对称变换混为一 
谈，它们（对于每一个给定的群元 G 〉 还依赖于所考虑的表示. 

我们进一步考虑二维表示.设 j ( C ) 为所给二维表示中某一群元的特征标， 
且有; T ( C ) 卢 0. —个二维矢 M 在平面中旋转 v 角后，它的分量的变换矩阵的 
对角元之和等于 2 c 0 S ( p . 如令 


① 我们采用记号代杵不方便的 [^]( c >. 

② 这个办 法是由 A . C . KoMnaHciiu ( l 94 0) 采用的. 
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2cos <p =x(, G) , (101.6) 

我们就可以求出这个不可约表示中群元 G 形式上所对应的 转角心 这个表示自 
身的《次对称乘幂，是由<；+ 1个基函数给 出的. 这个《；次对称乘 
幂表示的特征标为① 


X .( G ) 


__ sin( V •¥ \ )(fi 
sin (p 


( 101 . 7 ) 


A -( C ) =0 的情形需要特殊的考虑，因为零特征标既可能是旋转 k /2 角也可能是 
反射 • 如果= -2, 则为旋转 tt /2 角 ，而尥 （ G ) 为： 


X ,{G) =( - 1 ) ,/2 ' +( 2 ~ ir . ( 101 . 8 ) 

如果 j ( G 2 ) =2,则 y ( G ) 必须看作反射（即 x —*x,y—* -y 的变换）的特征标，此时 

=' +( ， _ 1 ) , ( 101 . 9 ) 


同法可得三维表示对称乘幂的特征标公式.所给表示中群元所对应的那种 
形式上的旋转或反射，很容易利用表 7( §95) 求出. 这种形式上的变换，就是坐 
标系按所给表示变换的那个同构群中与所给^(0值相对应的那个变换.例如对 
于0群和7 1 ,,群的 G 表示，我们应取0群的 变换； 但对于这两 个群的 匕表示，我 
们应取 C 群的 变换. 它们的特征标 1( G ) 我们不在这里推导 • 
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当原子核具有对称位形时，如果对称群具有一个或一个以上的维数大于1 
的不可约表示，则分子的一个电子谱项有可能是简 并的. 我们要问，这样的对称 
位形是不是该分子的一个稳定平衡位形•我们完全不考虑自旋的影响（如果它 
存在的话），因为这种影响在多原子分子中通常可以略去不计.我们要讲的电子 
谱项简并性因此和自旋无关，仅仅是轨道简并性. 

如果所给位形是稳定的，作为核距函数的分子能量在所给位形下必 是一极 
小值. 这就意味着，原子核小位移时，能量的改变式中不能含有这种位移的线性 
项. 

设冷为该分子电子态的哈密顿算符，原子核的间距是它的一些参当原 
子核具有所给的对称位形时，我们把这个哈密顿算符记作乂.可以取简正振动 


①计算 1( c ) 时 M 好采用下列肜式的基 函数： 

( X + iy)*. ( * + \yY • 1 ( * - iy) ，… - iy)’ • 
此时的旋转变换矩阵适对角的.对角元之 和为： 
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坐标 （> 。，作为确定原子核小位移的各个量.把 A 展成（>。,的幂级数后 可得： 

^=^0+ g 匕 CL + 讲 + …， （102.1) 

h 『，…等展开系数只是电子坐标的函数.在对称变换下诸童变为相互间的 
组合，此时 （102. 丨）式中的各个和变成同—类型 的另了 些和.因此我们可以把对 
称变换形式地看作不变时这些和中的系数的 变换. 特别是匕系数（给定 a 值 
的一组系数）将和坐标 C 。.一 样按对称群的同一表示变换.这是因为哈密顿量对 
所有的对称变换保持不变，它的展式中的每一个齐次项包括线性项在内也将对 
所有的对称变换保持不变①. 

我们来考虑某个简并的（在对称位形下）电子谱项£。_原子核的位移破坏了 
分子的对称性，一般讲来它会引起谱项的 分裂. 近似到核位移的线性项为止，谱 
项的分裂值由展开式 （102. 丨）中线性项的矩阵元所组成的一个久期方程所确 
定，这种矩阵元为 

( 102 . 2 ) 

式中的八,是属于所考虑简并谱项的电子态的波函数（已选为实函数） • 对称 
位形的稳定性要求与 P 成正比的分裂值等于零，也就是要求这个久期方程所有 
的根全都等于零，这就意味着匕矩阵本身必须等于零.当然，我们只应该考虑破 
坏分子对称性的那些简正振动，也就是说应该把全对称振动（对应于群的单位 
表示）事先除去. 

由于 （?„, 是任意的，所以若 （102. 2) 式的矩阵元等于零则只能是以下的所有 
积分等 于零： 

j < K v -,< Kdq . (102.3) 

令^为电子波函数 t 借以变换的不可约表示， D 。 为匕，借以变换的不可约 
表示； 我们已经讲过，表示/)。就是简正坐标匕,借以变换的那个表示_根据§97 
中的结论，如果[以~] x D 。 中含有单位表示也就是 [/) ⑻ 2 ]中含有0。，则 
(102.3) 式的积分不等于零.反之则所有的积分都等于零. 

由此可见，如果表示[以* 01 ]中不含有标志分子振动的任何一个 D 。 不可约 
表示（单位表示除外），所给的对称位形就是稳定的.对于无简并的电子态讲来， 
这个条件总能得到满足，因为一维表示自身的对称乘幂是一个单位表示. 

举 CH , 型的分子为例，其中的一个原子 （ C ) 处于中心，另四个原子 （ H ) 处于 
四面体的四个顶角上 • 这样的位形具有 C 对称性.简并电子谱项相当于这个群 


①严格讲来，匕，应按 （* •，的 S 共轭表 示变换.但是正如我们巳经指出的.如 采这两 个复共轭表示并 
不相间 .那么从物理上讲来应该把它们合在一 起宥成 一个维数加倍的表示.所以 这个舟 明并+重要. 
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中的 £, f ,, F 2 表示.该分子具有一个 <型简正振动（全对称振动），一个£型双 
重简并振动和两个匕型三重简并振动（见§ 100,题 4 ).£, F , F 2 自身的对称乘积 
为 

[E 2 ] =A, +£, [F|] =[F\] =A, +E + F 2 . 

我们看到，每个中至少含有一个£或 匕表示 ，因此对简并电子态讲来所考虑的 
四面体位形是不稳定的. 

这个结论构成一个普遍规律.称为杨 -特勒定理 （ H . A . Jahn . E . Teller , 
1937): 当存在简并电子态时，原子核的任何对称位形（共线时除外）都是不稳定 
的.由于这种不稳定性，原子核以破坏这种对称位形的方式运动，以使谱项的简 
并性完全解除.我们可以这样说，一个对称（非共线的）分子的电子基项只能是 
非简并的 .® 

刚才讲过线型分子是一个例外.这一点不用群论也易 证明. 原子核的离轴位 
移是具有 f 和 7 J 分量的一个普通矢量 U 轴沿分子 轴〉. 我们在 §8*7 中看到，这 
种矢量的矩阵元中只有角动量的轴分最 A 值改变1的那些跃迁矩阵元才不等 
于零. 另一方面，线型分子简并谱项的两个态分别具有角动景轴分撒值 A 和 
-4(/1 為 1). 这两个态间的跃迁至少要使4的改变值等于2,因此矩阵元总是等 
于零.由此可见，分子中原子核的共线位形有可能是稳定的，即使电子态为简并 
也是一样. 

对定理的一个建设性的普遍证明出于以下的考虑 （ E . Ruch ,1957). 由于原 
子核的位形对称性而导致的电子态的简并.仅当分子的对称点群中至少出现一 
个阶数 n >2 的旋转 （ CJ 轴或旋转-反射 （ SJ 轴时才有此 可能. 此时相互简并 
态的波函数（即表示0 ( *的那些基函数）中至少有一个波函数的电子密度 P = 
\ 4 >V =少 3 对该轴不是旋转不变的，电子的电场将和电子密度—样对该轴也不对 
称. 在一个（非共线）分子中，存在着一些不在轴上的等价核，在 c •或 S •旋转下相 
互 易位. 因此从电场看来这些等价核所处 的位置 是不等 价的. 但是电场内一组带 
电粒子的各个平衡位置的等价性并不需要电场本身的对称性，这样的事是不可 
能的，除非是巧合 • 

对定理的系统证明不过是上述物理情况的一种数学具体化.让我们来指出 
这个证明的结构 （ E . Ruch . A . Schbnhofer ,1965)®. 

我们来考虑（非线型分子中）某个核《，它不在分子的“中心”上（即不在群 


① 由于 N —对称性导致的简并电子态中的对称性遭受破坏这一物理概念是由朗道（ I 93 4 ) 提出的 • 
杨和特勒考虑7•分子中所有 " 〖能的各种原子核对称位形并用以上方法逐个加以考察后证明 J " 这个定理. 

② 详见 E . Ruch ， A . Schttnhofer , Theoret . chim . act *( Berl . ). 1965. , Bd . 3. S . 291. 
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中对称变换的固定点 上）； 也不在对称主轴上，如果有这样的主轴的话①.设《 
为保持核《不动的所有分子对称变换的集合，《是分子总对称群 G 的一个子 
群，它可能是 C ,, C ,, C „, C „ ，诸点群之一•在 G 中而不在《中的那些变换把核 a 
变到其它等价核…的位置上去.设 s 为这组等价核的数目，子群《的阶显 
然等于 g /^, g 是整群 G 的阶 （ BN 为子群//在群 G 中的 指数〉 ②. 

^的数0至少是 3. 因为维数大于1的不可约表示的存在，至少要有一 
个阶数卨于2的对称轴（已经讲过），根据所述条件，核 a 不在这个主轴上. 

群 G 的表示对于对称性较低的群而言一般是可 约的. 我们假定它分 
解成为的不可约表示时含有一个维数为1的表示 d ,r,) . 它是由一个电子波函 
数少给出的，必是 …表 示的基函数之 一• 由于/ …的维数为 l , p = f 对《中的 
所有变换保持不变，也就是给出了该群的一个单位不可约表示. 

H 的这种单位表示也可以用原子 a 的位移之一 汄为基 矢得到，这个位移沿 
着从分子中心到核《的径矢. 

对这个位移施行 G 中的所有操作后，得到群 G 的一个化表示（一般为可 
约）的基函 数组. 由于在 G 中而不在 W 中的每个变换把位移^变换到其它 s -1 
个等价核 a ', «，中的一个位移上，而不同核的位移当然是线性独立的，所以 
%的维数为构成％基函数组的位移（?。，(?。.，…肯定地不能对应于整个分子 
的移动或转动 ：如果 有三个或更多个等价核的话，它们的径向位移不能组合成为 
分子的这些位移. 

同理•对函数施行所有变换后可得群 G 的一个表示化. 化的 维数可 
能是 s 也可能小于因为我们没有理由假定 s 个函数 p,G' P ,C>, …都是线性独 
立的. 但是我们可以说，如果表示仏不同于，那么它一定整个地包含在 
内®.此外，它一定不是单位表示，因为^对整群 G 而言肯定不是不 变的； 只有 
维数超过1的不可约表示的基函数的平方和才是不变的. 

表示 〜和 化的这些性质立刻能给出所需的结论：是总振动表示的一部 
分，0 (> 是[0‘* 02 ]表示的一部分，不含单位表示.％中包含了纪，这就说明了 
[//] 中至少含有一个非单位振动表示0。，这正是我们要证明的 • 

上述论证中，我们假定了 分解成为子群 W 的不可约表示时含有一个维 


① 所谓主轴是指（立方体群和二十而体群以外的对称群中） n >2的 Q 或之轴 • 

② 群 G 的所有元可以分成 S 个陪* …•其中…是把核《|殳换到 a *, 〆 ， …的 

元. 

③ 这个论断的含义如下•设子舒"的一个衣示（维败为/>足由儿套不 M 的基函数组给出的，并设 
对«中的一耷施行 G 中的所有变换后给出 G 的一个 V 维及示^是子群 H 往 G 中的指数.那么我们就可 
以这样说,对任何 it 它一逛基函数织施行问样的变换后所得的一个 G 群衣示.或若和舫一个农示相 M 或 
荇完全包含在前一个衣承之内.严格证明见371页的脚注②. 
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数为丨的 表示. 这个假定在绝大多数情况下是正确的.例如，当 //=(：,, C ,, C 2 , 
c 2 .，时肯定是正确的（因为这些群的所有不可约表示的维数为1广当 《 = C| _. Cn , 
而《>2时也肯定是正确的，只要的维数为奇数（因为0：„和 C „ ，群只有维数 
为丨或2的不可约表示）•考察点群不可约表示的特征标表以后，可以看到—个 
例外，这就是立方体群 G =0,7^, R 的二维表示相对于子群 《= C 3 , C ,... 

让我们取 G =0 和 《 = C 3 这个特例，它只反映表示的名称.两个电子波函数 
屮,， 少 2 给出 O 群的 D ⑷ =£表示以及子群 C , 的 = E 表示，至干 C 3 , 由乘积 
W ,< A 2 2 » 2 给出的表示为 [ P ] = A + E . 以核 a 的任一位移矢量 g 。 的三个分量 
为基，可得同样的 C 3 表示.在这种情形下 .0 的乂表示为 [ D un2 ] =/1, +£，不含 
对应于整个分子移动或转动矢量的表示，它同时含有单位表示和一个非单位 
表示. 由于％包含在 D〆 维数为 3 s ) 内（理由同前），这就证明了这些情况下分子 
也是不稳定的①. 

与本章之初所作的声明相一致，以上的全部讨论中我们把电子态的简并性 
完全归结为纯轨道的来源.但可指出，即使计及自旋-轨道作用和自旋-自旋作 
用，杨-特勒定理仍能成立，唯一区别是，在自旋为半整数的（非线型）分子中克 
拉默斯双重简并不会导致不稳定性，这和§60中证明的普遍定理相 一致. 后者 
对应于双点群的二维双值不可约表示.这种情形下之所以没有不稳定性，可以从 
以下纯形式的论证中看出•在为双值表示的情形下，求 （102. 3) 矩阵元的选 
择定则时,我们必须考虑反对称乘积丨 ⑷ 2 |而不是对称乘积（见 §99). 但对维 
数为2的每个双值不可约表示讲来，反对称乘枳均为单位表示，这就是说，这些 
乘积中肯定不含与分子的任何非全对称振动相对应的那些表示. 


§103陀螺转动的置子化 


在多原子分子转动能级的研究中，往往由于在研究转动时必须同时研究振 
动而遇到了 困难. 作为初步例子，让我们把转动的分子看作一个刚体（一个陀 


螺） ，亦即具有“刚性联结”的原子. 

令在为一坐标系，它的三个坐标轴沿着陀螺的三个转动惯鼋主轴并随 
陀螺一起 转动. 把经典能量表式中的转动角动量 分量人 ，人.人，改成相应的算符 
以后，即得相应的哈密顿量： 




(103. I ) 


式中的/,,/«,4是陀螺的三个主转动惯录. 


①还有一个例外 fi 二十面体群的 4 维衣示，作类似的处理 G 得到同样的结沦. 
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旋转坐标系中角动量分量 算符人 ，人，人间的对易关系不是那么明显的，因 

为角动量分量 y . ,人，人间的通常对易关系式是在定坐标系中推导出来的.但是， 
它们很易用以下公式求出 

(7 • a)(j • b ) - (7 • *)(7 - a ) = - i 7 • (a xb ), (103.2) 

式中 j 是标志该刚体的两个任意对易矢狱.把上式左边写在 x , y , z 定坐标系 
中，应用角动量分最间以及它们和任一矢 M 的分量间的普通对易法则，很易验证 
以上等式是成立的. 

现在设和6是沿 f 和7；轴的单位 矢量. 则 a x 6是沿（轴的单位矢黾，由 
(103.2) 给出 


J ( j „- jj ( = - ij c , (103.3) 

同法可得另外两个对易式•于是旋转坐标系中角动量分量算符的对易式与定坐 
标系中的区别仅在于式右差了一个符 号①. 由此可知，根据以前的对易式求得的 
本征值以及矩阵元等等公式只要一律改成它们的复共轭式，就能对人，人，人适 
用•特别是人的本征值（本节中记作而人的本征值记作财）的取值为 A = 
- +•/,/ 是一个整数，即陀螺角动量的值. 

球型陀螺 

现在来求转动陀螺的能量本征值，最简单的情形是刚体的三个主转动惯景 
全都 相等 ： =/ fi =/ c =/. 当分子的对称群是一个立方体点群的时候就厲于这种 
情形 •（ 103. i ) 式的哈密顿量呈下列形式 

其本征值为 

E = Yl J(J + l) ' (103.4) 

其中每个能级具有角动 M 相对于刚体本身的2_/ + 1个方向简并性（即人=灸有 
27 + 1个值）②. 

对称陀螺 

当陀螺的主转动惯量只有两个相等时， B 卩/, 时，也不难算出其能 

级.具有二阶以上对称轴的一个分子就属于这种 情形. 哈密顿罱 （103. 1 ) 呈下列 
形式： 


① 这个亊实表明•从所作用的陀蜾波函 数枒来 •坐标系的转动等价于 f . ”, f 坐标系的反转 
动. 

② 今后我们不再去 管角动 ■沿定坐标轴的 2*/ + I 敢方向简并性，这种简并总足存在的，但在物理 
上并不 歌要. 如果把这种简并性包括在内，一个球甩陀螺的能级总简并度为（2«/ + 丨） 2 
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A =&J 』》&/「-&/ + h 2 (i - 七 # ， ⑽.. 5 ) 

由此可见，具有确定的 •/, A 值的态所具有的能量为 

E= &， J + «i ：) k 、 ( 103 6) 

此式给出了对称陀螺的能级. 

球型陀螺中出现的对 t 值的简并在这里得到了部分的解除.只有符号相反 
的两个&值具有相同的能最，这与角动最沿陀螺轴的两个相反方向相对应.因此 
对称陀蛛的能级 U # o ) 都是双重简并的. 

因此对称陀螺的定态要用三个量子数来 描述： 角动量■/及其沿陀螺轴的分 
t (人 =幻以及沿空间固定的2轴的分歎（人 = M ); 陀螺的能置与最后一个最子 
数无关.角动通及其沿空间固定轴的分量，以及沿刚性联结于一个物理系统上的 

轴分量①，三者之间所以能同时测量是由于算符 i 2 和 y , 不但能相互对易而且还 
和算符•/ ( = • n 对易，/!是沿（轴的单位矢景.这一点可通过直接计算加以证 
明.但也能事先 知道： 角动量算符是一个无限小转动算符，而固定于陀螺上的两 
个矢1的标积«对坐标轴的任意转动是不变的. 


求对称陀螺的定态波函数于是就变成了求 i 2 , 人和人算符的共同本征函 
数.这在数学上又和角动量本征函数在有限转动下的变换规律有关.改变量子数 
的记号以后， （58. 7) 式的规律可写成 


•JfjM = X ( a ， i 8， y )^/*. (103.7) 

k 

我们取为用定坐标描述的陀螺状态波函数，为用附着在陀螺上的 
坐标轴 fK 描述的状态波函数.在和物理系统（例如陀螺）刚性连结的坐标系 
中，•/具有与系统的空间方向无关的定值 C A 103. 7) 式给出了必州对角度的 
依赖关系.设态还具有确定的沿（轴的角动量分摄值 A . 这意 味着只 有具冇 
这个 A 值的才不等于零，于是 （103. 7) 的求和式中只剩下一项 
•hm =<l>'ik ) D[ J J (a,p,y). 

上式给出了状态波函数和欧拉角的关系，这些欧拉角定义了陀螺转 
轴和固定轴的关系.采用下列波函数归一化 条件： 


我们有 


J | *\> m | 2 sin/3dad/3dy = 1 , 

中 im = '' ( a ， 7) ， 


(103.8) 


①不 © 和沿两 t 空间固定轴的分«混淆起来（这两个分*不能同时 i « t >. 
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式中的相因子是这样选定的，使得 A =0时 （103. 8) 式的函数变成总角动銳为人 
分量为对的自由（不附着于（轴）角动量本征函数，亦即通常的 （球 谐） 函数； 参 
考 （58. 25) 式①. 

非对称陀螺 

八 时，能级的一般表式无法 算出. 角动量相对于陀螺方向的简并现 
在完全被解除，对每个给定的 J 值有 2 J + 1个无简并的 能级. 计算这些能级时， 
我们要从矩阵形式的薛定谔方程出发 （0. Klein ，1929) ,做法如下. 

J 以及角动量 （ 分量具有定值的陀螺状态波函数化,就是上面导出的 
(103.8) 式的函数（为方便计我们略去下标因为能量和 M 无 关）. 在这些状 
态中，非对称陀螺的能量并不具有定值•另一方面，在定态中人分董并不具有定 
值，亦即能级没有确定的丨值,定态波函数呈下列线性组合 形式： 

^7 = Z (103.9) 

式中已假定所有的函数具有公共的 Af 值，代人薛定谔方程命=匕</0中，得方 
程组 

X ( ( Jk \ H \ jk ') - ES ki .) c k . =0 (103.10) 

k' 

上式冇解的条件为以下久期 方程： 

| ( Jk \ H \ jk ') - £5 ti .| =0, (103.11) 

此式的根给出陀螺的能级，然后用 （103. 10) 给出使哈密顿量对角化的 （ 1 03 . 9) 
式中的线性组合系数，亦即给出具有给定_/值（及 A / 值）的陀螺定态波函数.计 
算对这些波函数而言的任何物理量矩阵元，就化成对对称陀螺波函数而言的矩 
阵元 • 

算符人，人只有 A 值改变丨的跃迁矩阵元，而人只有对角元（见 （27. 13) 式， 
把式中的改成 J , k ). 因此算符 j ] J \ 从而泠只有 k — k ^ k ±2 的跃迁矩 
阵元 • A 的奇态和偶态间没有跃迁矩阵元，这使得2_/ + 1次的久期方程立刻分解 
成•/次和 y + 1 次的两个独立方程.其中一个只含 A 为偶数的跃迁矩阵元，另— 
方程只含 A ： 为奇数的跃迁矩 阵元. 这两个方程都能进一步化成两个次数较低的 
方程.为此，我们不能用函数组定义的矩阵元，而必须用下列函数组定义的矩 
阵元： 


①不用冇限转动理论直接推导 （103.8) 式见®丨，用 （103.8) 式的波函败计算齐种 * 的矩阵元见 
§110和§8 7 : 与双原子分子（无 自旋） 相应公式的差別仅在于摄子败的名称（见 582 第二个附注 
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也 : = J( 也 * + u ， d K ， 
^ik =J^( *hk -^.-*)(*^0). 


(103.12) 


指标 + 和-不一样的函数具有不同的对称性（对通过（轴的平面所作的反射，会 
改变 A : 的符号），它们之间的跃迁矩阵元因而等 于零. 因此我们可把久期方程分 
解成一个对 （ + ) 态的和一个对 （-) 态的. 


具有对易关系 （103. 3) 的哈密顿量 （103. 1) 具有特殊的对称性：它 对人, _/，， 

■^算符中任意两个算符的同时反号保持 不变. 这种对称性形式地对应于0 2 群. 
因此非对称陀螺的能级可按此群的不可约表示分类•从而有四类无简并能级，分 
别对应于表示（见§95,表 7). 

很易确定非对称陀螺的哪些态属于哪个类型.为此，我们必须找出少 ;4 和 
(103. 12) 式函数的对称性质.这可从 （103. 8) 式直接做起，但从通常的球谐函数 
做起更为简单，我们注意到，就其对称性质而言，角动量 （ 分量具有定值的状态 
波函数是和下列角动量本征函数一 样的： 

•K~K(0，<P) ~e' itr 0 ]t (0) (103.13) 

其中0，史是坐标轴中的球面角，记号 - 代表“变换相 同”； （103. 13) 中取 
复共轭是由于对易式 （103. 3) 的右边反号 • 

绕! T 轴转过 it 角后（即对称操作 Cf )，（103. 13) 式的函数被乘以（-丨）*: 
C 2° 為 i — (- 1 ) Vy t 

操作可看作反演再加上对從平面的一次 反射； 第一个操作使乘以 
(-1)' 第二个操作（史变号）相当于改变 ft 的符号.根据函数的定义 
(28. 6), 我们有 

最后,对操作 cp = cycp 得 

c i (l : 6—(-1) V/.-f 

应用这些变换规则，我们发现函数组 （103. 12) 的态分属于下列各种对称类 
型： 


•/偶， 

“禺 

A 

J 偶, 

A 奇 

B , 

J 奇， 

km 

B , 

•/奇， 

k 奇 
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(103.14) 


对于一个给定的 ■/值 ，很易算出每一类型中的态数. 4型及每个 S , 型 
中的态数 如下： 



A 


•/偶 

T J + 1 

丄 / 

2 (103.15) 

■/奇 

T J ~T 

丄 h 丄 

2 2 


对于非对称陀螺，存在着 型各态间跃迁矩阵元的选择定 则：这 

些规则很易用通常的对称性考虑 得到. 对于物理矢量4的分最讲来，我们有下 
列选择 定则： 

A f ： A^Bi f) , 

A „： ,B\° , (103.16) 

A ( ： A<-*B[ l) 

为淸楚起见，群表示的符号上标注了一个坐标轴，绕该轴旋转时所注表示的特征 
标为 +1. 

习 题 

1. 通过直接计算算符 i 2 ,/,, 人•的共同本征函数.求出对称陀螺的 ija /*〉 态 
波函数 （ F. Reiche , H. Rademacher , 1926 ). 

解： 为了求出作为欧拉角 a , 沒吖的函数的屮训，我们必须用欧拉角表出沿定 
轴: t , y , 2 的角动量分量算符.由于沿任一轴的角动量分量算符为 - ia / a ^ p 是绕 
该轴的转角，我们有 



其中史，，史，，中,为绕相应轴的 转角. 对这些角的微商可化成对 a , 角的微商， 
因为无限小转动沿转轴可作矢量相加•图 20( §58) 用欧拉角表出了无限小转动 
SaJASy 的矢量 方向. 取它们沿 定轴* ，: r , 2 的分量，即得绕定轴的转角 
8(p t = - sin aSp + cos asin fiSy , 

S<p y = cos a8p + sin asin pSy , 


fil 52 为 023 

偶奇偶奇 
A A A A 

^ ^ ^ ^ 



-;* 
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反过来有 


从这些表式得 


Sip . = 5 a + cos pSy . 


Sa = - cot ^Scos aS ( p x - cot ^Ssin aS ( p y + Sep ., 
5/3 = - sin aS ( p t + cos aS ( p Y , 




sin /3 



, 0 d . d 

一 cos acot B - sin a — + 

da dp 

• . o d . d 

da d /3 


cos a _ d ^ \ 
sin dy I ’ 
sin a d \ 
sin dy / 



• d 

i 一 . 
da 


当把算符人 =- id / da 和人 =- id / ay ( y 为绕（轴的转角）作用在屮训上后，这 
些算符分别被 W 和 A 所代替（波函数与£*和7角的关系是由因子 exp ( j a M + 
iyA ) 给出的）.从而有. 




d /3 ^ sin /3 . 


剩下的推导和§28末完全一样•我们从方程尺屮饥=0出发，此式对 A / 
的波函数成立，从而有 


(^• yCO， ^ + ^)^ =0 


上式的归一化解为 


归一化积分是一个欧拉/3函数.上式除了 一个相因子外，实际上与下式相同（参 
考 （58. 26))： 

7^^ >(a 扎 7 ). 

所选的相因子与 （103. 7) 中的定义一致. 

对於以反复应用下式就可算出似<_/的各个波函数 

j = V(J -M)(J + M + 1) iJ/jm- 

最后结果与 （103. 8) 相同，该处的函数以为 （58. 10) 和 （58. 丨丨）式，并计及了这 
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些函数的对称性质 （58. 18). 

2. 计算非对称陀螺的矩阵元. 

解 ：根据 （27. 13) 式得 

“1以〉=〈川》 =+[■/( 川）] 2 ]， 

< k \ j ]\ k + 2 ) =( k + 2 \ j ]\ k ) = -< i |7 J jA + 2> = -( A + 2|/ JA > = 

= ^- l ( J - k )( J ~ k - l )( J+k + l)(J + k + 2 )] r , 


为简洁计.矩阵元中一律省略了对角指标 y , 所求的哈密顿量矩阵元因此为① 


{k\H\k) =-J-fe 2 (a+6)[y(7 + l) -k 2 ] + y fe 2 cA J , 

(k\H\k+2) =(k+2\H\k)= 

= yA 2 (a-6)[(7-A ： )(y-A-l)(y + A + l)(y + A + 2)]i 

相对于函数组 （ 103. 12) 而言的矩阵元，可通过 （丨） 式的矩阵元表出： 
<k± \H\k±) ={k\H\k) (k 垆 I )， 

<1 ± |//|1 ±) =<1|//|1> ±<1|//| -1), 

\H\k+2,±) =(k\H\k+2) ,(/t#0) 

<0 + |//|2 + > =^(0| ff |2>. 

3. 试求 J = 1 的非对称陀螺的能级. 

解：三 次的久期方程分解成三个线性方程.其中一个给出 


⑴ 


(2) 


尺,=〈0+ |//|0 + > = yft 2 ( a +6). 


(3) 


根据上式可以立刻写出其它两个能级，因为 a , b , c 三个参量是以对称的方式出 
现在这个问题中，从而有 

E i = y ft2 ( a +c ) • E i = y ft2 ( b + c ) - (4) 

£, ,£ 2 ,£ ，能级分别属于②对称类型 B t , B 2 , B } . 这些态的波函 数为九 =d 
4>u .^3 H . 

4. 同题 2,但 > / = 2. 

解 ：久期 方程为 5 次，分解成为三个线性方程和一个二次 方程. 从一个线性 


① 题2至《 5中.采用下列记号使公式简化： 

a = 1// 4 , A = 1 /l B , c = 1 // c . 

② 这是根据对称性的考虑•例如能蛩对于参 景》1 和 6 是对称的，因此它的态对 f 轴和 T ? 轴具有 
同样的对称性，亦 即厲于 嘲的态. 



方程得 
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^1 = (2- \H\2 -) =2h 2 c + -^-h 2 ( a + b) , (5) 

这是属于型的一个 能级. 由此立刻可知 ，一 定有&和型的其它两个 能级： 

=2h'b +^- ft 2 ( a +c) , E, =2 ft 2 a +-^- ft 2 ( b + c) 

这三个能级具有波函数 I = •</ , 2 = 1J/21 , < A 3 = i/fjp 

二次方程为 

(0+ | ff |0 + ) -E (2 + |//|0 + > _ 

(2 + |//|0 + > (2 + \H\2+) -E =0> 

解出得 

E 4 .s = a + 6 + c) ± h 2 ■/ (a ■¥ b ■¥ c) 2 - 3 ( ab + be + ca) 

这两个能级属于 <4 型，相应波函数为少和必 2 * 2 的线性 组合. 

5. 同题2,但_/ = 3. 

解 ：久期 方程为7次，分解成为一个线性方程和三个二次方程.线性方程给 

出 

£, =<2- \H\2-) =2h 1 (a+b+c), (8) 

这是一个属于/!型的能级.一个二次方程为题3的 （6) 式，但 _ /值不一样.它的 
根为 

芯 2.3 = + 方 .（ a + /•) + h ! c ± h 2 1/4( a - b) 1 + c‘ + ab — ac — be ， (9 ) 

这是 A 型能级 • 其余能级可从上式置换《,6，(：后 得到. 

6. 具有四极矩的一个系统，处于任意的外电场中，求其能级分裂. 

解： 取张量的三个主轴为坐标系（见§76题 3), 哈密顿量的四极 
矩部分可化成 

H=Aj\+Bj] + cj], A+B + C=0. 

由于上式和 （103. 1) 式的哈密顿量在形式上完全类似，本题等价于寻求非对称 
陀螺的能级，唯一区别是现在系数之和4 + fl + C = 0,并且角动量还可具有半整 
數值.这些可用同样的方法从头算起，但对整数 J 值可用題 3 和题5的结果，对 
前几个 _ /值，所得的能级移动值 AE 如下： 

J = l ： AE = -A, -B, -C ； 

J=3/2 ： AE= ± J^-(A 2 +B 2 +C 2 )； 

J=2 ： AE =3A,3B,3C, ± ^6(/4 2 +B 2 +C 1 ). 

•7 = 3/2 时分裂能级保持双重简并，与克拉默斯定理 （§60) —致 • 


( 6 ) 

(7) 
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§104分子的振动转动相互作用 

迄今为止我们把转动和振动看作分子的两种独立运动.但在实际上，这两种 
运动的同时存在产生了它们之间的特殊相互作用 （£■. Teller , L . Tisza , G . Placzek , 
1932—1933). 

让我们先从线型多原子分子考 虑起. 一个线型分子可以作两类振动（见 
§ 100末段） ：频率 为无简并的纵振动和频率为双重简并的横 振动. 现在我们对 
后一类振动感兴趣.一般来讲，作横振动的分子具有某种角动量.这一点从简单 
的力学考虑看来是很明显的①，但它也能从量子力学的考虑证实•后一种考虑还 
能使我们求出该角动最在所给振动态中的各种可能值. 

我们假定分子中某一双重频率 乂 受到了 激发. 振动量子数为 匕的 能级是 I ；。 
+ 1重简 并的. 与该能级对应的是以下^ +1个波 函数： 

•，常 数 Xex P [ - Y c l ( Ql , + Ql 7 )] H ... t ( c a Q ai ) H , ai ( c a Q a2 ) 

其中％ 。，或者是这些波函数的任意的独立线性 组合. 与指数因子相乘 

的那个多项式的总幂次的幂加上的幂），对这些函数讲来都是相等的并 
等于 《 v 显然，我们总能选取也。,、的下列线性组合作为基本函 数组： 

=常数 x exp [ +^ 3 )] x 

><[((?«,+ - + … j . (104.1) 

方括号内是一个确定的多项式，我们只写出了它的最高次项./„是一个整数，可 
以取》。+ 1个不同的值 v a , v a -2,1；。 -4, …， - t > a . 

横振动的简正坐标 (?„,,(?〜 是两个离开分子轴的正交 位移. 绕轴旋转史角 
后，多项式的最高次项（因而整个函数也./被乘以 

exp 卜 (^4^) ~ ,<p ( Vjl T ^)} = ex P ( l K < p )- 
由此 fa , (104.1) 式的函数对应于角动量的轴分量为 L 的一个态. 

我们得到的结论是，双重频率 w 。 被激发的态（具有量子数〃。）中，该分子具 
有一个能取下列诸值（相对于分子轴）的角动最 

L -2，!；。 -4,.", - I ；。 (104.2) 

它称为分子的振动角 动量. 如果有若干 七横振 动同时被激发，总的振动角动量就 


①例如•周相差为的两个正交横振动，可以看作一个弯折分子绕--纵轴的纯转动. 
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等于 X ，加上电子轨道角动銳以后，给出该分子沿轴的总角动 M /. 

分°子的总角动 it •/不能小于沿轴的角动 M (与双原子分子的情形 类似〉 ，即 
■/的取值为 

y= |/|,|/| + 1.-, 

换句话说,不存在 ■/=0,丨，…， 丨/丨 -1 的态. 

简谐振动的情形下，能 M 只和量子数〃。有关而与无关.考虑非简谐振动以 
后，振动能级的简并度（对/。值而言的简并度）有所解除.但是，这种解除是不完 
全的： 分裂能级保持着双重简并,/和所有同时改变符号的两个态具有相同的 
能 M . 这是因为在能 ffl 的下一级近似（简谐振动后的下一级近似）中，出现 L 的 
二次型 I gJJ / g 。, 是常数 ）■ 通过类似于双原子分子中的 A 双线效应，这种 
余留的双電简并即可得到解除. 

回到非线型分子时.首先要作下列力学性质的说明.对于任意一个多粒子 
(非线型）系统讲来，就有一个怎样把振动和转动完全区分开来的 问题； 换句话 
说，我们怎样去理解一个“非转动的系统”.乍看起来，不存在转动的判据似乎是 
角动1等 于零： 

Zmrxv =0 (104.3) 

( 2；是对该系统的粒子求和）.但是这个式子的左边并不等于某一坐标函数对时 
间的全微商.因此这个等式不能通过对时间的积分而表成 某一坐 标函数等于零 
的形式.但这正好是合理地定义“纯振动”和“纯转动”这两个概念所需要的. 

因此作为无转动的定义，我们必须采用下列 条件： 

y.mr 0 xv =0, (104. 4) 

式中/ '。是粒子平衡位置的径矢.令 r = r n+ «, U 是小振动中的位移，我们有 《 = 户 
= «. (104. 4) 式对时间积分后得 

2 mr 0 x II = 0. (104.5) 

该分子的运动可以看作是满足条件 （104.5) 的纯振动与整个分子转动的组合 ®. 
把角动量写成以下 形式： 

Xmr x « = X mr 0 xv + xv , 

我们荇到，与无转动定义 （104 • 4) 相一致，我们必须把 X /n « x t ; 理解为振动角动 
M . 但是必须指出，这个角动 M 只是系统总角动1的一个部分，它根本不守恒•因 
此对每个振动态只能附加一个振动角动量的平均值. 

不具备二阶以上对称轴的一个分子，是屈于非对称陀螺型的.这类分子中的 


①分子的平•动一开始就" I 除只®所选的坐 标系相 对于分子的®心保持不动. 
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所有振动频率都是无简并的（它们的对称群只有一维的不可约表 示）. 因此所有 
的振动能级不存在简并•但在所有非简并态中，角动量的平均值一定等于零 （见 
§26). 由此可见，在非对称陀螺型的分子中，所有态的振动角动璜平均值都等 
于零. 

如果分子的对称元素中存在着一个二阶以上的对称轴，这个分子就属于对 
称陀螺 甩. 这种分子的振动频率既有无简并的也有双重简 并的. 对前者振动角动 
M 的平均值仍等 于零. 对双重简并频率讲来，沿分子轴的角 动敏平 均值并不等于 
零. 

计人振动角动_后，也不难求出分子 （ 对称陀螺型）的转动能量表式.它的 
能量算符与 （103. 5) 式的差别在于，该式中的陀螺转动角动量现在要改成总角 
动量 •/( 守恒量）和振动角动量 之差： 

‘ = j _ 妒？ + Ui ； - 七 )( - 夂 ， 2 004 . 6 ) 

所求的能撖等于平均值(10 4 .6)式中含有_/分最的平方项，这些项给出 
(103.6) 式的纯转动 能量. 分量的平方项给出的是和转动量子数无关的常 
数，可以略去•我们现在感兴趣的是分贵和分缺的乘积项，这些项代表了 
分子振动和转动的相互作用，称为科里奧利作用（因为它对应于经典力学中的 
科里奥利力）.对这些项进行平均时，应该注意到振动角动量的 f 横分量和横 
分《：的平均值等于零.因此科里奥利作用的能撗平均值为 

為2 

= ~ T c kk -' (104.7) 

式中的 A (整数）和§ 103中的一样，是总角动量的分子轴投影值,< =7广为标志 
该振动态的振动角动量分量平 均值； 与 A 值不同，、不是一个整数. 

最后来研究球型陀螺式的 分子. 它包括了对称群为任一立方体群的那些分 
子. 这种分子具有无简并的以及双重和三重简并的频率（对应于立方体群中具 
有的那些一维、二维和三维不可约表示）•振动能级的简并性，总是被非简谐运 
动部分地 解除； 考虑了这个效应以后，除了无简并能级外只留下双重和三重简并 
的 能级. 我们现在要讨论的就是这些被非简谐运动所分裂的能级. 

很易证明，对球型陀螺式的分子讲来，振动角动最的平均值不但在非简并的 
振动态中等于零，而且也在双重简并的振动态中等于零.这一点只要根据对称性 
的考虑就可以 证明. 实际上，域于同一简并能级的两个态中的平均角动量矢错， 
在分子对称群的所有变换下必相互变换.但是没有一个立方对称群能够只在两 
个方向间进行相互变换，至少要有三个方向才能进行相互变换. 

根据以上的考虑还可以知道，对于三重简并振动能级的态，振动角动最的平 
均值并不等于零•经过对振动态平均以后，角动 M 是用一个算符表示，其矩阵元 
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就是三个相互简并态之间的跃迁矩阵元 • 与态数相一致，这个算符一定具有 j 

的形式，其中的/是单位长的角动量算符（因此时2/ + 1 =3) J 是标志该振动能 
级的 常数. 分子转动运动的哈密顿量为 



经过上述平均后变成下列 算符： 

+ h ^ 2 ' l, (104.8) 

第一项的本征值就是 （103. 4) 式的转动能 墩， 第二项是一个与转动量子数无关 
的不重要的常数 •（104. 8) 式的域后一项给出了所求的振动能级的科里奥利分 

裂值/的本征值可以用通常方法 算出； 它可以具有（当《/给定后）三个不同 
的值（对应于矢量/+ •/的 三个值 d + lj - 1,7〉.结果得 

E ^k X) = =^(y + l),£^ =$， (104.9) 

§105分子谱项的分类 

分子波函数是电子波函数以及原子核振动波函数和转动波函数的乘积.我 
们已经分别 地讨论 r 这些函数的对称类型及其 分类. 现在尚待讨论整个分子的 
谱项分类，也就是总波函数所能具有的对称性. 

如果给出了三个因子对某一变换的对称性，它们的乘枳对该变换而言的对 
称性也就被确定.为 r 完备地标志态的对称性，我们还必须知道分子中所有粒子 
(电子和核）的坐标同时反演时总波函数所具有的 行为. 根据总波函数在这个变 
换下变号还是不变号，我们把相应的态分别称为负的或正的①. 

但是必须指出，只有对不存在立体异构体的分子，态的反演特性才具有意 
义. 如果存在着立体异构性.分子经反演后所得的位形不能通过空间旋转与原位 
形重合，这些就是分子的“右旋”异构体和“左旋”异构体②.因此，当存在着立体 
异构体的时候，相互反演所得的两个波函数实质上属于不同的分子，它们间的比 
较就失去了意义®. 

我们在§ 86 中看到，双原子分子中的核自旋，对分子谱项按其简并度的排 
列方式，以及对某些情形下某种对称能级的完全受禁等，都有间接的里要 影响. 


① 我们习惯地何不太押想地采用 f 与双原子分子相同的术语 （§86). 

② 为了使立体异构体能够存在•该分子必须没有 1 . i 反射有关的任何对称元家（没冇反演屮心、对称 
而.旋转-反射轴）. 

③ 严格讲来 . S 子力学烚出的这两类异构体间的跃迁槪平总 是不等 于零.可驻这个《 率句 原子核 
穿过势 卒行关扱小的. 
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这种影响对多原子分子也是存在的•但是现在的问题要复杂得多，需要在每种具 
体情况下应用群论方法. 

这个方法的要点是这 样的. 总波函数除了坐标部分外（这是迄今为止我们 
所研究的）还有自旋因子，这个因子是所有核自旋在某一 选定空 间方向的投影 
值的函数 .一 个原子核的自旋投影 cr 可以取 2 t + I 个不同值 （ i 是该原子核的自 
旋）.给出〜，^，… ， o >(/ V 是分子中的原子总数）的所有可能值后，共有 （21| + 

1 ) (2 t _ 2 + 1 ) … （ 2 乙 + 1 ) 个不同的自旋因子 数值. 在每一种对称变换下，有些原子 
核（同类 的核） 对调了位置.如果设想自旋值仍“保留不动”，则这种变换就等价 
于原子核间的自旋值交换.因此，各个自旋因子可以相互线性变换，从而给出分 
子对称群的某个表示（这个表示一般讲来是可约的）.把它分解成为不可约表示 
后，即得自旋波函数所能具有的各种对称类型. 

对于自旋因子所给出的表示，很易写出它的特征标的一般公式.为 
此只需注意到，一个对称变换中只有这样一些自旋因子是保持不变的，这些因子 
中被对调的原子核正好具有相同的 I 值•除了这些因子外其它的自旋因子会相 
互对调，所以它们对特征标毫无贡献.记住 cr . 可取 2 i a + 1个值，我们就有 

= n (2 i , +1), (105.1) 

式中的连乘积是若干组原子的连乘积（每一组原子提供连乘积中的一个因 子）， 
每一组原子具有相同的值并在所给的 C 变换下相互易位. 

但是，我们对自旋函数的对称性质不如对坐标函数那样感兴趣（我们所指 
的是坐标函数对核坐标 a 换而言的对称性，电子的坐标则保持不变）.这两种对 
称性是直接相关的，因为任一对原子核对换后，总波函数必须变号或者保持不 
变，要看它服从费米统计还是玻色统计（换句话说，总波函数必须乘以 （- 1 ).i 
是所对换原子核的自旋）•我们在特征标 （105.1) 中引人适当的因子，即可得到 
下式所示的群表示特征标 j ( G ) ，这个群表示中包含了坐标波函数借以变换的所 
有不可约 表示： 

A -( C ) = n (2/„ + l )( (105.2) 

n .‘是 G 变换下进行相互易位的第 《 组原子核中的原子核数.把这个表示分解成 
为各个不可约成分后，即得该分子坐标波函数所能具有的各种对称类型以及各 
个相应能级的简并度（今后所讲的简并度，都是指原子核系统的不同自旋态 
数®). 

每一类型的对称态，与分子中等价原子核组的某一总自旋值相联系（等价 
原子核组在分子对称群的变换下相互易位）•这种联系并不是单值的：每一类型 
的对称态可以和等价原子核组的不同自旋值相 联系. 在每种具体情形下也可以 


①这种«义下的能级简并度•通常称为该能级的核统计权®(见886 MG - —个附 注）. 
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用群论方法确定这种联系. 

作为一个例子，我们来考虑非对称陀螺型的乙烯分子 C 〗 2 以（图 43 g ,对称群 
为•化学符号右上角的数字标明了所属的同位素，这个指标是必要的，因为 
不同的同位素具有不同的核 自旋. 目前情形下 H 1 的核自旋等于1/2而 C 12 的核 
自旋等 于零. 因此只需考虑氢原子. 

我们取图 43 g 中所画的坐标系轴垂直于分子平面， * 轴沿分子轴.对 a 
面反射时所有的原子保持不动，其它的反射和旋转使氢原子成对地对换.按 
(105.2) 式可得下列群表示特征标： 

E o-(,xy) cr(xz) a-(yz) I C 2 (z) C 2 (y) C 2 (x) 

16 16 4 4 4 4 4 4 

把这个表示分解成不可约成分，结果发现它含有以下几种 d 2 A 群的不可约 表示： 
7/ l ,,3 B „,3 fi 2 u ,3 B 3 ll . 数字代表可约表示中包含该不可约表示的次 数：这 些数字 
也就是各个相应能级的核统计权《①. 

以上所得的乙烯分子态的分类，是对总（坐标）波函数（包括电子，振动和转 
动部分）而言的•但在通常情况下，我们对以上结果的兴趣往往在另一方面.这 
就是说，知道 r 总波函数所能具有的对称性以后，只要给定电子态和振动态，就 
可以直接求出所能具有的各种转动能级（以及它们的统计权重）. 

我们以基态电子谱项的最低振动能级（振动未被激发的能级）的转动结构 
为例.假定基态的电子波函数是全对称的（符合所有多原子分子的实际情况）. 
在这种情况下，总波函数的绕轴旋转对称性也就是转动波函数所具的对称性.和 
以上所得的结果相比较，我们就可以知道，乙烯分子中4和型的转动能级是 
正的（见§ 103), 且有统计权重7和3; 而仏和 仏型的能级是负的，统计权重等 
于 3. 

和双原子分子一样（见§86末），由于核自旋与电子的作用极弱，乙烯分子 
中核对称性不间的态实际上不能相互跃迁，因此处于这些态中的分子，犹如同一 
物质的不同 变态. 故乙烯 C ! 2 H 】 具有四种变态，其核统计权重分别为7, 3,3,3. 

作出上述结论时，要点在于对称性不同的态是属于不同能级的 （ 其间距远 
大于核自旋的作用 能）. 对于核对称性不同的态属于同一简并能级的那种分子 
讲宋，上述结论不能成立. 

再举一个例子，对称陀螺型的氨分子 N I 4 H . U 图41,对称群 C „). N “的核自 
旋等于丨，…的核自旋等于 1/2. 应用 （105. 2) 式，即得我们感兴趣的 C ,. 群表示 
的特 征标： 


①毎一类 S 的态匀乙烯分子中四个 H 原子的总 | •彳旋_值的关系.在馳丨中推分. 
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E 2 C } 3 o- c 

~24 6 -12 

它含有以下的群不可约表示：12<4 2 ,6£。因此有两类能级：它们的核统计权重 
等于12和6①. 

对称陀螺的转动能级 （ J 值为给定）是按量子数 A 值分 类的. 和上例一样，我 
们来考虑 NH 3 分子基态电子谱项的最低振动能级的转动结构（也就是假定电子 
波函数和振动波函数都是全对称的）.在求转动波函数的对称性的时候我们应 
该注意到，有意义的只是指绕轴旋转下的变换 性质. 因此可以把对称平面改成垂 
直于这些平面的一些二阶对称轴（对一平面的反射等价于绕这样一个二阶轴旋 
转再加上一次反演）.在目前情形下，所考虑的群就可以换成和它同构的 D , 
点群. 

k = 土 丨刎的转动波函数绕三阶竖直轴进行 C 3 旋转后被乘以如绕 
二阶水平轴进行％旋转则发生相互变换，因此它们给出了/) 3 群的一个二维表 
示.如果 | A | 不是3的倍数，这个表示就是不可约的£表示.总波函数的 q 群表 
示，可以按潸项的正或负对尤（％)乘以+1或 -1 后得到•但由于£表示中的 
X ( U 2 ) =0,因此不论谱项的正负仍都得到£：表示（但此时为群的表示不是 
群的表示）.由此得出结论，当 U | 不等于3的倍数时，正负能级都是可能的， 
核统计权重为 6( 总坐标波函数的对称性 M 于£型）. 

当为3的倍数（但不等于零）时，转动波函数给出的 （ D , 群） 表示具有下 
列特 征标： 


E 2 C , 3 U 2 

~2 2 0 ~ 

这个表示是可约的，分解为\ 表示. 为了使总波函数属于 C 1 ,. 群的4表示，转 
动能级必须是负的, 枣必须 是正的，由此可见，当 .| A | 为3的倍数并且不等于 
零时，正负能级都是可能的，核统计权重为 12( 能级为七型）. 

最后，对应于角动量分量 A = 0 的只有一个转动 函数； 它所给出的表示具有 
特征标 ® 



① 谱项的氢核总自旋为 3/2. £犁进项的氢核总自旋为1/2.注意在不可约表示中出现二维的 
表示£并不表示在分子能级中出现附加的简并•这是 s 换简并.在 S 63 中已经说过. 

② 角动*值为 J 而投影值为枣的本征函数旋转听角后被乘以 （-1) 夂 
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如果总波函 数为七 型对称，它经反演后必然给出（ - I ) 7 * 1 因子.由此可见，当 A 
= 0时,_/值为偶数的能级只能是负的，_/值为奇数的能级只能是 正的； 两种情形 
下的统计权重都等于6(4 : 型能级）. 


总结以上结果，即得下表，表中列人了各种不同 A 值时 N U H ； 分子的基态电 
子谱项最低振动能级所能具有的各种态（符号 + 表示正态和负态）： 



(+) 

(-) 

UI 不是 3 的倍数 

6 E 

6 E 

UI 是 3 的倍数 

\2 A Z 

\2 A 2 

f j ■/ 为偶数 

—— 

6 A 2 

1 •/为奇数 

6 A 2 

—— 


•/和 A 给定以后， NH , 分子的能级一般讲来是简并的（还可参考题3中 ND , 的 
表）•这种简并性由于下列特殊效应而被部分地解除，这个效应与氢原子的有限质 


里以及与氨分子的形状扁平有关.该分子 
中的原子作不大的竖直位移后就有可能从 
图 44 的一个位形跃迁到另一个位形，这两 
个位形可以通过对一个平面的反射而相互 
得到，这个平面平行于三角锥的底边.这种 
跃迁导致了能级的分裂.使正负能级彼此 
分开. （一维情形下与此类似的效应见 §50 




题 3) .这两个位形被一个“势垒”所隔开， 图44 

能级分裂值与原子穿过这个“势垒”的概率成正比.氨分子的这个概率尽管由于以 

上所讲的性质而比较大,但是它的分裂值还是很小的 （ KT 4 eV ). 


球型陀螺式分子的例子，见本节题 5. 


习 题 

1. 确立 C ^ H ： 分子中态的对称性与该分子中氩核总自核间的关系. 

解：① 四个 H 1 核的总自旋可以具有/ = 2,丨，0三个值，它的投影 可取2 
到 - 2 的各个值.我们从的最大值开始，逐个地考虑值相同的那些自旋因 
子所给出的表示. 

M ,=2 时只有一个自旋因子，其中所有原子核的自旋投影值都等于 1/2. M , 
=1时有四个不同的自旋因子，它们的区别在于四个原子核中一个核的自旋投 

影值等于 -+• 最后，=0时有六个不同的自旋因子，要看选取哪两个核的自 
①应川 》 换群的方法求解类似的问考 igl . G.KapUn 的书（见 S 63 K 第 6 §2. 
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旋投影值等于 -+• 这三组自旋因子给出的三套群表示特征标如下表所示. 



■ 




■ 







mi 




WMM~ 















腰 ; 

: MJ 

量 

M 

U. 


第一个表示是单位表示';由于/ = 2时才能有 M ,= 2,因此 <4,型的态对应 
于自旋/=2. 


M ' = l 时可以有/= 1和/ = 2,第二个表示减去第一个表示后再把它分解成 
不可约表示，结果发现 / = 1 时有三种态. 

最后，=0时可以具有= 1的各个表示和/=0的表示.第三个表示减 
去第二个表示后得到两个\态，对应于自旋/ = 0. 

2•对 Cj 2 Hj , Cj 3 H { , Nj 4 0] 6 分子，求总 （ 坐标）波函数的对称类型及其相应能 
级的统计权重[所有这些分子具有同一形式，核自旋为 i ( H 2 ) = l , i ( C ia ) =1/2, 
i ( N ' 4 ) =1]. 


解： 与本节所讲的 Cj 2 H ； 分子的方法相同，求得下列各态（所选的坐标轴也 
和例中的一 样）： 


分子 

(+> 

(-> 

C^Hj 

274,. 18fi_, 

I8B„ 

C^HJ 

\2 B lg 

12B 3 .. 24S，. 

N; 4 0: 6 

6A . 

3B'. 


3. 同上题，但分子为 N ,4 H ^ 

解：与 本节中 N ,4 H ； 分子的做法一样，求得的态为 3( M ,,3/ l 3 ,24£. 
对基态电子谱项最低振动能级讲来，不同的 A 值具有下列 各态： 



(+) 

(_) 

U| 不是 3 的倍数 

24 E 

24 E 

Ul 是 3 的倍数 

30 A ,,3 A 2 

30 A , f 3 A 2 

# 为偶数 

A ： =0J 

30 A , 


U 为奇数 

3 A 2 

30 A , 
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4. 与上题同，但分子为 C ^ Hi (见图43/;对称群为 D u ). 
解： 可能态具有下列类型, l / l u ,3、，13~ ,9£,, 11 
对基态电子谱项最低振动能级讲来，可得下列 各态： 



( + > 

(-) 

UI 不是 3 的倍数 

9£, 

11E. 

丨 A | 是 3 的倍数 



,•/为偶数 

A ： =0J 

7 〜 


1■/为奇数 

3 夂 

13/1,. 


5. 同上题，但为甲烷分子 C I 2 H 】（ C 原子在四面体中心，四个 H 原子在頂 

角） • 


解 ：这个 分子属于球型陀螺式，对称群为 7 V 用同一方法可以求出可能态的 
类型为：54 2 ，1£，3厂（分子的总自旋相应地等于 2,0,1). 

球型陀螺的转动态是按总角动量 ■/值 分类的.每个■/值有 2 J + 1 个转动函 
数，给出了 0群的一个2/+ 1维表示，0群与： T d 群同构，它是把 r , 群中的所有 
对称平面换成垂直于它的二阶轴后得到的.这个表示的特征标由 （98. 3) 式所确 
定.例如■/=3时可得下列群表示特 征标： 


E 

8C, 

6C 2 

6C 4 

3C: 

7 

1 

-1 

-1 

-1 


其中所含的0群不可约表示为 A ^ F ^ F ,. 再来研究基态电子谱项最低振动能级 
的转动结构，所得的结论是，/ = 3时总波函数为 七型的 能级只能是正的，/型态 
的能级则可正可负.对于前几个•/值，可得下列各态（它们的核统计权重也一起 
写 出）： 
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§31中导出的角动量相加法则，给出了角动量 为义和 > 2 的两个粒子（或两个 
更复杂的部分）所组成①的系统总角动最的各种可 能值. 这个法则实际上和波函 
数的空间旋转性质密切相关，并可根据旋看的性质立即得出 • 

角动鳗为_/，和乂的粒子波函数分别是2乂秩和2人秩的对称旋量，系统的波函 
数则等于它们的 乘积： 

上上 

i // n ， (106.1) 

这个乘积对所有的指标对称化后，得到一个2 (人+_/ 2 ) 秩的对称旋量，对应于总 
角动量为人+_/ 2 的态. 如果我们把乘积 （106. 1) 中的一对指标缩并掉，其中的一 
个指标取自 V "另一个指标取自少 m (否则缩并后等于零），由于必⑴和少⑺都 
是对称旋 ft , A , M ,. ■•和 p , o ■，…中不管取哪一对指标进行缩并都是一样的，经过 
对称化以后，得到一个2 (), + 厶 -丨）秩的旋1,对应于角动置为人+ 乂 - 1的 
态②.继续这种手续，可得从义+ 厶直到 I 乂 -乂 I 的 y 值各一次，和已知的角 动爾相 


① 严格讲来•我们总是考虑这样一个系统（以后不必每次 声明） .它的各郎分之间相互作用很弱，以 
致每部分的角动*在一级近似下可以#作是守恒的. 

下面所得的全部结果.当然不仴能应用于两个粒子 （或 粒子 系统） 的总角动蟥的相加.而 n 也能应用 
于同一系统 的轨道 角动最和自旋的相加•假如自旋-轨进明合是足够的弱的话. 

② 为避免误解•作下列说明 a 冇益的 •双粒子系统的波函败永远是一个 2( y , +7'2>秩的旋这个秩 
数-般地不等于是该系统的总角动 ft . 似足•这个旋緣可以等价 于—个 低秩旋 M . 例如.角动敏）, = ) 2 

=+的《粒子系统波函数是一个2秩旋®.但如总角动最 ; _ = 0•这个旋 * 是反对称的 ，因而 可化成一个标 

.般讲来.总角动确定 1" 该系统旋》波《5数的对称性 ：它对 2> 个指标 足对称 的并对其余指标反对 
称. 
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加法则相一致. 

从数学上讲来，这就是把旋转群两个不可约表示 （2), +1维和2人+1维）的 
直积分解为不可约成分，于是角动董的相加法则可写成 

D u>) x D w = D u, * h， + D 0, * yj " ,> + … ' 

为了完全解决角动量相加问题，我们还须研究怎样由两个组成粒子的波函 
数构造具有给定总角 动童值 的系统波函数问题. 

我们先从简单情形开始，亦即两个角动最相加后所得的总角动歜等于零的 
情形•此时显然有= 人以 及角动量分量 m , = - m 2 •令为一个粒子的归一化 
状态波函数（呈非旋量形 式）； 它具有角动最_/和分量 m . 所求的系统波函数必。， 
等干 m 值相反的两个粒子波函数的乘积 之和： 

=~ J = E ( "I )卜«_， (106.2) 

Y 2/ + 1 m = -j 

_/等于_/,和> 2 的公共值.求和式前的因子来自归 一化. 求和式中的各个系数必须 
具有相同的绝对值，因为所有的角动量分量值 m 应该是等概率的 .（106. 2) 式中 
的符号序次很易用波函数的旋量形式求出•采用旋量记号 ，（106. 2) 中的求和式 
为下列标量（系统总角动量为零） 

d ...， (106.3) 

它是由两个2 ; 秩旋景 所组成•根据上式，我们可从 （57. 3) 式直接求出 （106. 2) 式 
中各项的符号. 

但应注意，一般讲来我们只能确定求和式 （106. 2) 中各项的相对符号，至于 
整个求和式的符号则可能与角动量的“相加次序”有关•实际上，如果把必⑴中 
所有的旋 M 指标全部下降（有 y + m 个指标为 l ,)- m 个指标为 2) 并把少⑺中的 
指标全部上升 ，（106. 3) 的标量就要乘以 （- 1 ) '当为半整数时就要变一符 
号. 

其次，我们来考虑总角动量为零的一个系统，由角动 量为乂 ，乂,/,分量为 m ,, 
m 2 , m 3 的三个粒子所 组成. 总角动景等于零的条件是 m , + m 2 =0,并且 

人,中任意一个的值可以从其它两个值的矢量相加法则中得到，也就是说,人；， 
在几何上应该是一个封闭三角形的三条边.换句话说，每一个值介于其它两值 
的和与差 之间： 

ly , - j 2 1 +人，等等 

代数和 + y 2 +_/ 3 显然是一个整数 • 

所考虑系统的波函数为下列求 和式： 

(亂 4 ) 

每个乂 的取值是从 - y . 到 这个公式中的系数称为 维格纳 （ Wi gner )3 j - 符号 .按 
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定义仅当 m , + m] + m } =0 时它们才不等于零. 

S 换下标1,2,3时 ，（106.4) 式的波函数只能改变一个不重要的周相因子. 
实际上3_/符号可以全部定义成实量（见后面），必。的不确定性就变成只是它的公 
共符号的不确定性（正如 （106. 2) 式的函数那样）.这意味着3> 符号中列的对换 
使它或者不变或者变一符号. 

确定求和式 （106. 4) 中系数（3> 符号的常用定义）的一个最对称的方法是这 
样的.采用旋量记号 ，少。 是由三个旋量 < A <，> Am " ，中叫 ... ，甿叫 ... 的乘积经过全部指 
标的缩并后形成的一个标量，每一对缩并指标取自其中的两个不同旋量.对粒子 
1和2讲来，缩 并时少 < U 取上标必 <2> 取 下标； 对粒子2和3,缩并时取上标 
取 下标； 对粒子3和1 ,则 V 31 取上标少〜取下标.很易证明，这三类缩并指 
标分别有 +A ~ h，h *h 和 +A -乂对.这个缩并规则唯一地确定了少。的 
符号. 

显然，采用了这个定义以后，指标1,2,3的循环置换使扎保持不变.这意味 
着 3) 符号对列的循环置换保持不变.很易看出，1 ,2,3中任意两个指标的对换， 
会使 j \ +八 +> 3 对旋量指标发生升降，这意味着少。要乘以 （ 换句话说， 
3> 符号具有下列 性质： 

乂 J ' ；3 1 = ( ；1 ) 等等， （106.5) 

1 /M j J HX | /Tlj J 

即当 y , + 人+人为奇数时，任意两列的对调要变一符号. 

最后，很易看出 



h h > 

=( -i 广心 


(106.6) 

L - m , 

— m 2 - m ” 


m l m 2 /Mj J 



每个角动量2分量的变号可看作绕 y 轴转角的结果，这等价于把所有的旋量 
下标上升并同时把所有的上标下降（见 （58. 5) 式）. 

从 （106. 4) 式出发，可以导出一个重要公式，这个公式能够给出具有给定 J 
和 m 值的双粒子系 统的* 波函数，为此，我们把粒子1和2 —起看作一个系 
统.由于这个系统的角动量7_和粒子3的角动量_/ 3 相加后所得的总角动量等于 
零，故一定有 j = j 3 ， m = - m ,. 按 （106. 2), 我们可写成 

也 =~^= X ( -1 广< 乂 006.7) 

+ 1 •- 

此式应该和 （106.4) 式比较（该式中的 ;3 , m 3 改成人 - m ). 在这里，我们首先要计 
及这样的事实 ，（106. 7) 中的求和是按 （106. 3) 式的构造法则进行的，与（106_ 4) 
的求和式的构造法则并不 一致； 为了把 （106. 7) 化成 （106. 4) 的形式，不难看出， 
我们必须把粒子1和3的每对缩并指标上下对调一下，这就产生了一个附加因 
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子（ -1 广比较的结果为① 

K -i) i '- Jltm V2rTT y [ h • 

■>1 .*2 〈肌 I , 

式中对 m _ , m 2 的求和应满足 OT , + m 3 = m 的条件 • 

(106. 8) 式给出了我们所需要的表式，它把角动量为人和人的两个粒子波函 
数组合成为系统的波函数.该式可写成 

"I -"2 

式中的系数 

{ m x m 2 \ jm ) = ( - 1 ) >l ' /2 + m -/2 j + 1 ^ 

iJiy / n 2 — n 

组成一个变换矩阵，它把（2>, +1)(2 ; _ 2 +1) 个正交归一化的完备波函数 
变换成为同样完备的 ly _ m > 波函数组（具有给定的人 ，人值）. 这种系数称为矢量耦 
合系数或克莱布什-高丹 （Clebsch - Gordan ) 系数. 记号 〈 m ,% \ jm ) 就是一组函 
数展为另一组函数时常用的 （11. 18) 式中的展开系数的记号.为简洁计，我们已 
在记号中省略了两组函数共有的撤子数乂和 > 2 •必要时可恢复成 
〈》 2 \ jjjm )®. 

(106. 9) 的变换矩阵是幺正的（见§ 12). 因此逆变换系数 

>! + >2 

O 二 = Z 0'| +m,\rn l m 2 )il， imitm2 (106.11) 

>= \h-ii I 

等于 （106. 9 > 式中变换系数的复共轭•后面将指出，这些系数都是些实擀，因此 
简单地有 

〈 m , \ jm ) = (jm lm ,/ n 2 ). 

根据量子力学的一般规则 ，（106. 丨1 ) 中展开系数的平方给出了系统具有某个 J 
和 m 值的概率（当 和人， m 2 为给定时）. 

变换 （106. 9) 的么正性意味着它的系数满足一定的正交条件.根据 （12. 5) 
和 （12.6) 式有 


① 根据（60.2> 式.时间反演下，波函数变成 

心一 （ O - 
很易验证 ，（106.8) 式的右边确实同其左边一样按上式®换的. 

② 克莱布什-岛丹系数 （ C - G 系败） 在有的文献中记作 

SR 


(106.9) 


(106.10) 


'二 K 二， 006.8) 



第十四章角动置的相加 


=(2> + 1) X 

"•l > m 2 

= * 

Z ( m , m 2 \ jm ) ( m ^ m ^ \ jm ) 


I (2； + l ) 


f “ 1 

， h h r ' 

m 2 -m J 

m, m 2 - m , ^ 


f J\ h 

j ], 

f h h 

j ' 

m x m 2 

-m Jl 

^ n ?/, m , 2 

- m 


_ 占厶 "〆 ， 

3 y 符号的一般显示表达式是相当冗长的.它可写成① 


(106.12) 


(106.13) 


h h > 




I 


(乂 + 乂 ~ jy )\ (>,->： +> 3 )! ( - y , +>； + j 3 )! i ,/J 

( y'l + h +>j +1)! J x 

[(■/',+"»,)! ( 7 , - m ,)! ( j 2 + m 2 )l ( j 2 - rn 2 )! (;, + m ,)! (；, - m ,)!] l/, x 
_( 

(>. + y 2 ->3 -^) ! (>, -/ n , - z ) ! (; 2 + m , - z ) ! ( y 3 -> 2 + m , + z ) ! (;, - m , + z ) ! 


(106.14) 

式中对所有的整数 2 值求和，但由于负整数的阶乘为无穷大，这个求和式中只有 
为数有限的项.求和式前的系数明显对称于下标 1,2. 3;把求和变鼋 z 的值变换 
一下即可看出求和式本身也具有这种对称性. 

除了根据 3 y 符号的定义直接导出的对称性质 （106. 5 ) 和 （106. 6 ) 式以外 ,3 y 
符号还存在着其它一些对称性质，但它们的推导较为复杂，我们不在这里给出 • 
所讲的这些对称性可用 3) 符号的参量所组成的下列3 x 3 数值表很好地表达出 
来： 


f j 、 

j 2 y 3 ^ 

'h +h ~j, 

h +y'i -h 

Jl + >2 -jY 

、 m 

m 2 m 3 J 

Ji - "»i 

h ~ m i 

h - 



. Ji +m , 

ji + 

h + . 


(106.15) 


此表中每行或每列之和都等于_/, + 厶 +),. 然后有：（1>表中任意两列对调后 ，3 J 
符号要乘以 （ -丨广^^(与（10 6 .5)所给的性质相 同）； （2) 任意两行对调后同 
样要乘以（-丨） ;| ^^(对下面两行讲来，与 （106.6) 所给的性质相同）；（3)表中 


①<106. 9 > 式中的系败由维格纳 （ E . P . Wi gner , 1931) 首先算出.它的对称性质及对称在式 
(106. ⑷由拉卡 （ G . Racah .1942) fj •先导出.最 !*£ 接的译出方法也许足利用 （57. 6 > 式把少。的旋通衣式 
(加以适 当的归 一化后 ） ft 接化成 （106. 4) 的求 和式. 注意 （57. 中的系数足实的，因此七符号也一定是 
实败.另一神推导见 A . R . Edmonds . Angular Momentum in Quantum Mechanics , Princeton , 1957. 后面的 3 j 符 
号表引自此书. 
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的行和列对调后 3) 符号保持不变①. 

下面给出特殊情形下的某些简单公式.按 （106. 2) 有下列 数值： 

( J j 0 ) = (- ir "^= :. 

\m -m 0/ ^2j + 1 

由 （106. 14) 式直接 可得： 

A h J\ +ji \ ... 

| = ( x 

n x m 2 — m x — m 2 ) 

( 2 j~i) ! ( 2 j 2 ) ! (j, +j 2 +m, +m 2 )\ (y, +j 2 - w, -m 2 ) ! 
(2; 1+ 2； J + 1)! (; 1+ m ,)! 0,- m ,)! (> J + m 2 )! (; 3 - m 2 )! 


(106.16) 


(106.17) 


7. h 

h ~Ji ~ m 3 m 3 > / 

(2;,)! ( - j , +>, +;,)! 


- 1 ) 


_ ( 

(/l +>2 +>3 + 


m 3>! (；J _ m J )! 


*)! (；. ->2 + ；3>! Ul ->3)! ( + ；2 (>3 + m 3>? 


下列公式 

j\ h h 


re ：)—! 


P r (y'l + Ji -J>)' (./i -h + Ji )! ( -y'l + j ： 


( 2 /. + 1 )! 




Pi 


( P ~ h )\ iP - h )\ 


(106.18) 

当2/>=乂 + y 2 为偶数时，上式的推导需要许多附加计算②，当 2 p 为奇数时，这 

个 3) 符号由于对称性 （106. 6) 而等于零. 

表9中列人了人=1/2，1，3/2,2的各种 V 符号值，以供参考•对于每一个> 3 
值，表中只给出了少数几个3> 符号，其余的3> 符号可以根据 （106. 5)， （106.6) 
式以及这个表 推出. 

表9 3 J 符号表 







(2; + 1)(2;+2) 


① % T . Regge.II nuovo cimento 10,544,1958； 11 . 116, 1959. (106. 15) 对称性（以及 6) 符号 （108. 3> 
式的性质）的史深人的数学特征的讨论见评述性文章 fl . A . CmopoahhckmA h A . UIc ^ cnHH . YOH . 106,3 
(1972). 

② 见前引 Edmornh 的书. 
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续表 















习 题 

试求自旋为1/2轨道角动量给定为/的粒子态的角部波函數与总角动量为 
_/投影值为 m 的状态波函数之间的 关系. 

解 ：这个 问题可以用一般公式 （106. 8) 解决，把该式中的必⑴理解为轨道角 
动量本征函数（即球谐函数 K ,„), 把 必⑵ 理解为自旋波函数丨 （ o ') [其中的 


a = 



b = (-i)“--+v^TT X 

a 


把 3 y 符号值代入后，即 得： 


m -a 


1/2 j 


y,.-Mcr) 
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也 -+.• = ~ J 1 ~2j l +V x (\) Yi -\ + 、 ( ~y) y /.-4 

§107张量的矩阵元 


§29中曾经得到过物理矢量的矩阵元与角动量分最值间的—些关系式这 
些式子实际上不过是任意秩不可约张量（见 §57) 的某些相应的一般公 式的— 
个特例①. 

一个 A ： (整数）秩不可约张量的 2 A + 1个分量按其变换性质来说等价于 2 A + 

1 个球谐函数 y *,.<7= - A ,"., A ： (见§57最后一个附注），这就是说，把一个张量 
的分最适当地线性组合以后，我们可以得到 一组量 ，这组董在转动下按函数组 
\的规律变换.我们用人代表这组量，称为 A 秩球张置. 

以 A = 1的矢最为例,/, 7 和矢量诸分最的关系式为 

/|0 =| °,. /|.,| = +^:( a , ± ia r ). (107. 1) 

参考 （57. 7). 二秩张量的相应公式为 


/20 =- 


人 *2 = _ 


| * ,2. * I = 土 （ a . 


: 2 ia . 


(107.2) 


且有 ^ a rr^ a u =0 ②. 

两个（或更多个）球张可按角动量相加法则构造出张最乘 积,; t ,, 
h 形式上代表着对应于这两个张量的“角动 量”. 因此可以按下式从和卜秩的 
两个球张量构造出尺=、秩的球 张量: 

(fl.,g tl )KQ = X (<?| 7 2 = 


=( - \) k '- lltQ V2KT\ ^ 


k 2 K 




^ - Q , 

(参考 （106. 9) 式）. 但是，两个同为 A 秩的张最的标积通常定义成为 
(ftgk)oo = X ^ ~ 1 ) * Vk,gt. , 


(107.3) 


107.4) 


① S 1 07— S 109中所分析的问題 . 大郎分结果足山拉锌 （ G . Racah , l 9 «_19 4 3 > 给出的. 

② 之所 以要取 •^为 fi * 仅仅足因为我们采 ffl 的 fi 球分 ft . 而该张*原来的 笛卡儿 分搶都是些实 


«• 
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这个式 子和尺 = p =0 的（10 7 •3)式相差一个因子 v ^ m ^可参考（106.2)式①. 
这个定义也可改写成 


(fkSi )00 = ^ 

如果我们注意到球张量的复共轭为②（参 4(28. 9)) 

/；, =( 

把物理量表成球张童的形式对其矩阵元的计算特别方便，这样一来就能直 
接应用角动景相加理论中的各种结果. 

按矩阵元的定义，我们有 


= X 〈 n ’ I /*, I 咖〉〜，羼 . ， (107.5) 

其中也,■•为系统的定态波函数.该态由它的角动最 y •，分 量《和其余墩子数的集 
合 n 所 描写. （107. 5) 式左右两边的函数按其变换性质来说，分别对应于 
(106. 11) 式的两边，因此可以立刻得到以下一些选择定则： A 秩不可约张贵的乂, 
分燉的矩阵元，除了满足“角动量相加法则”/ + 的跃迁矩阵元外， 
其余都等于零，亦即量子数/，人 A 必须满足“三角形法则”（构成一个封闭三角形 
的三条边），并且有 m '= m + q . 特别是，仅当时，对角元才能不等于零. 

其次，根据同样的变换对应,求和式 （107. 5) 中的系数应该和 （106. 11) 式中 
的系数成正比（维格纳-埃克特定理 Wigner - Eckart ). 这一点确定了这些系数 
和 m , m ' 的关系，因此矩阵元可写成下列 形式： 


( n ' j ' m ' I /*, \ njm )= 

Af t :, : i ) 〈心 ， II 綱， 


(107.6) 


其中九 .，代 表 y 和 /二者中较大的那一个，〈《'/ ||人 II 是一些和 m , m ', q 无关 
的量，称为约化矩阵元•这个公式解决了矩阵元和角动量分量的依赖关系问题. 
这个关系完全是由对旋转群而言的对称性质所支配的，至于和其它量子数的关 
系则由/,,本身的物理特性所确定®. 

算符组之间存在着下列 关系： 

A ； =( (107.7) 

因此对其矩阵元讲来，下式 成立： 


① 如果矢和 S 对应于 （107. 丨>式的球张和客 y 則有 B 秩. 

② 我们歌复一下关于 （106.8) 式的说 明：按 此规则.对 （107.3) 式右边的两个 I 和卜秩张1取复共 
轭.则使式左的 / C 秩张》也成为其复共轭. 

③ 报据这些结果，立刻4得§29中给出 的矢置 矩阵元的选择定则及其公式<29.7>, (29.9). 
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( n ' j ' m '\ f k Jnjm )' =( - iV " 1 ( njm \ f t _ .,\ n ' j ' m '). (107.8) 

把（ 107. 6) 代人上式并利用 3 y 符号的性质 （ 106_ 5 ) 和（ 106. 6) ,可得约化矩阵元 
的“厄米”关 系①： 

W \\ f t \\ nj )=( nj \\ f k \\ n ' j ')'. (107.9) 

标量 （107. 4) 的矩阵元对_/和 m 是对角的.按矩阵乘法规则有 
( n ' jrn \ ( f k g k ) \ njm ) = 


= I ( - I) 4 '* X < n > \K\nrm n ){nrm"\g^.,\njm), 

把 （107. 6 ) 代 yC 上式，利用 3 y 符号的正交关系对 9 和 m " 求和后，得到 

(n'jm | {f t g,,) m \njm) = f 〈 n 7 II A II «"/) ( n T II gi. II n i) ■ 

(107.10) 

同理易得矩阵元平方和的下列公式 

g I ( n ' j ' m ' l /„ I > 1 2 = I ( n ' j 1 || f k || nj ) 1 1 , (107.11) 

X '< n ' j ' m '\ f t , \ njm )\ 1 = I 〈以 || /* || n >〉1 2 . (107.12) 

第一式是在给定 m 值下对 9 和 m ' 求和，第二式是在给定 <7值下对 m 和 m ' 求和 


( 两式均有 m ' =m + q ). 

为参考计，我们来考察/,,就是球谐函数 k 本身时的情形，给出它对一个粒 
子的两个整数轨道角动凿态/,和^之间的跃迁矩阵元，即下列 积分： 

〈KLIK = J Y ； im Y la Y hm do . 007.13) 

除了角动景相加法则（/ + / 2 =/,) 所賦予的选择定则以外，这个矩阵元还有 一个/ 
+ /, + Z 3 必须为偶数的规则.这是来自宇称守恒，它要求两个粒子态的宇称乘积 
(- lf W 2 必须等于所考虑物理最的宇称（_丨）彳见§30). 

(107. 13) 式的那些矩阵元是§ 110中所算的一个更普遍的积分的一个特例 
(是该节附注），它们由下式 给出： 

(I, I k 

=( - l )" i - ，1 * ，1+， x 

l — m l m tn 2 ^ 

xf Z ' Z Mr(2/^l)(2/, + l)(2 / (107 . 14) 

\0 0 0/1 J 

特别是 m , = m 2 = m =0 时，得三个勒让德函数的乘积积分式： 


①定义式 （107.6) 中的相因子实际上是这样选定的，使得 （107. 9〉式 成立. 
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(107.15) 


§ 108 6 y 符号 


§ 106 中我们定义 3 y 符号为 （106. 4 ) 式中对总角动量为零的三个粒子波函 
数求和时的系数•从旋转变换的性质讲来，这个和是一个标董，由于这一点，具有 
给定 y _, 值（以及所有可能的值）的一组3 ; _符号可以看作这样一组 
»,它们在旋转下是按乘积 ( /0, 1> ,<^„，,, >1 ，的逆步规律变换的.使得整个和是一个 
标董 • 

根据这个观点我们可以提出只用 3 J 符号构造标最的问题_这个标量必须只 
依赖于 y , 不依赖于随转动变化的 m •换句话说，它必能表成对所有的 m 求和的 
形式，这样的求和式就是两个 3) 符号乘积的下列“缩并”式： 


I ； ••) (108.1) 

m \ m • •/ \ - m ••/ 

[参考标景 （106. 2) 的构造方法]. 

由于每个“缩并”针对着一对 m , 构造一个完整的标量时我们必须考虑偶数 
个 3) 符号的乘积.两个 3 y 符号的乘积缩并时，由于其正交性，显然有 



其中应用了等式 m , + m 2 + m , =0及 （106. 6 ) , (106. 12) 式. 因此构造一个非平 


凡标量所需的最少因子数等于 4. 

每个 3 y 符号中 ，三个 ; 值组 成一个封闭三角形.由于每个 
_/值必须出现在两个 3) 符号的“缩并”中，显然，在用4个 3) 符 
号的乘积构造一个标最时 ，一 定会有6个_/值组成一个不规 
则四面体的6条棱（图 45), 每一个3_/_符号对应于它的一个 
面 •我们 在定义所需的标量时，对其缩并过程照例要用一定的 
条件，它由下式 给出： 




图45 



(108.2) 
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式中对所有 / n 的所有可能值求和，但由于每个 3) 符号中的三个 m 值之和必须 
为零,6个； n 中实际上只有3个 m 是独立的 ，（108.2) 式所定义的馑称为6_/符号 
或拉卡系数 ® . 

根据定义 （108. 2), 应用 3) 符号的对称性质，不难验证 6) 符号中的三列进行 
任意置换时，或者任意两列的上下指标同时对调时,6^符号保持不变.由于这些 
对称性质, 6) 符号中的乂 ，…，人 可以排列成24种等价的形式 ©. 此外, 6) 符号还 
有一个不太明显的对称性质，这是两组不同值的符号间的一个等式®: 

U ；5 Jo] 

1 1 (108.3) 

pi y(y'2 + i> + jj - A) yOa + Jt + h -y's)1 

|；4 ■y(72 + j> + j(, ~h) + h + js - -/2) I 


下面给出 6_/ 符号与 3_ /符号间一个有用的关系式，它可从定义 （108. 2) 导出： 


Z (-») 




>5 

~ m 5 



(Ja h 

h ' 

f h h h 


X 



= 

^m 4 m 2 


-m 4 m 5 m” 



Jl 


m 2 



Ji 

h 


;:}， 

(108.4) 


式左的求和项与 （108. 2) 中的相比少了一个 3> 符号.因此我们可以说 ，（108. 4) 
中的和可用缺掉一个面的四面体（图 45) 代表•这一点确定了它与标量求和式的 
差别.换句话说，就其变换性质而言，它相当于一个3> 符号，这个符号一定和 
(108. 4) 式右边的那个 3) 符号成正比.该式两边乘以 

'h h h ' 

、 m l m 2 m i , 

并对求和后，很易求出其比例系数（即该式右边的句符号）. 

6_/_符号在下述三个角动量的相加问题中自然地产生 • 

设乂,人，人三个角动最相加后给出的总角动量为 •/. 当•/值（及其分緻值 AO 


① 文献中也有的用下 列记号 

…― )=(-iy •»*>*♦»J2 ^ 2}- 

② 如果把 IS 45看作一个正四而体.那么>的24种等价*换坷以从该四面体的24种对称变换（旋 
转和反射）获得. 

③ 见 T . Regge.Il nuovo cim C nto [ 10 ] 10,544,1958; 11,116, 1959. 
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给定后，该系统的态还没有唯一地确定，它还依赖于这些角动 量相加 的方式（或 
称耦合方案）. 

例如，我们来考虑这样两个耦合方案：（1)先把角动超： 乂和人 相加成为总角 
动量再把>, 2 和 人相加 成为最后的角动童人 （2) 角动童> 2 和/,相加 成乂, ，然后 
由允和 y ,相加成•/•前一方案对应于, 2 (以及 y ,, y 2 ,_/ 3 ,人 w ) 具有定值的态，其波 
函数记作(为简洁计省写了重复性下标 y , , 人， y 3 ). 同理，第二种耦合方案的 
波函数记作 中， 这两种情形下的“中间"角动量的值(乂, 或人 , ） 一般讲来都不 
是唯一的，所以我们有两组不同的态 （_/ 和 m 为给定），它们具有不同的） |2 或）„ 
值. 根据一般规则，这两组态的波函数由一定的幺正变换相联系： 

= X 〈A 1 人 3 (108.5) 

>12 

从物理角度看来很明显，这个变换中的系数全与 A / 无关：它们应和整个系 
统的空间取向无关.因此，它们只能和6个角动量值 人上, ;12 ,人,有关而与这 
些角动最的分量值无关，也就是说全都是（前述定义下的）标量.这些系数很易 
用下法具体裨出. 

重复应用 （106. 9) 式得 

= Z 〈 m I 州〉〈 m 3 1 人, m 23 〉 <•, H ， 

2J (^3^.2 1 -/W> < \j l2 m l2 )^ lim ^ J2m ^ iimi , 

( m ) 代表对表式中出现的所有 m , , m 2 ，…求和.根据函数的正交性，我们有 
0|2 1人3〉 S = 

式右求和时 M 固定，但其结果实际上与 M 无关（理由已 述）. 因此上式还可对 W 
求和并把求和式乘上一个因子1/(2 ; + 1) •用 （106. 10) 式把 〈 m , m 2 l _/ m > 等系数 
表为 V 符号，得下列 表式： 

0', a 'y» > = ( - 1 P♦ Wv( % + I)( 2 人 ,+ 1 ) {:•' m (108.6) 

利用 6) 符号与 （10 8 • 5) 式的变换系数之间的上述关系，可以很容易地导出 
有关 6) 符号乘积之和的某些有用公式. 

首先，由于变换 （108. 5) 是么正的，且其系数都是实数，所以下式成立： 

? (2 y + l )(2 /+ ,){；； ；； ；：}{；； ；； ；} =V (108 .7) 
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其次，我们来考虑三个角动量的三种耦合方案，其中间和分别为允 ，人 ，和 
三种情形下的变换系数 （108. 6) 是由矩阵的乘法规则相联 系的： 

y . 0 l 2 O2J ) 02 J ^31 ) = ( j >2 O31 ) » 
m 

把 （108.6) 代人上式，重编下标后得 


X ( -1 产 ” >6 (2;+1) 

J 



[ j , h k \ / 

= ...• (108.8) 

l；4 Ji h \ 

最后，考虑四个角动景的各种耦合方案后，可以导出 ® 三个6 ; _符号连乘积的下列 
相加 公式： 


Z(-D^ y, 

J 


( 2 >+ 1 ) 




(108.9) 


( L . C . Biedenharn , J . P . Elliott , 1953). 

为参考计，我们给出6 ; 符号 的某些显示 表式. 一般情形下 ,6 y 符号可写成下 
列求 和式： 



A A /,) A ( y , A / 6 ) AUJj \) MJJJ ,) 


? ( z-i 


(-1)，（Z + 1)! 


j , -h ~h) ! («-；! -is ~h) ! (* - j * - ji ~h) ! (*- y « -；5 - ji )! 


( j , +ji + j * + >5 -*)! Ui + Ji + ji+jt -■»)! Ui +ji + jt + j * - 2 )! 


(108.10) 

其中 

△(a 叫 r. 

式中是对所有正整数 z 求和，但分母中不能有一个阶乘出现负宗量值. 

表10给出了当一个参景等于0,+或1时的6> 符号值. 


①见5 106中所引 Edmond * 的书. 
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表 10 符号表 


a b ci 
0 c b ] = 


-I 


V ( 2b + l )(2 c 


_ / (卜 26)( s -2 c + l ) 1 

，_ l (2 A + l )(26+2)2 c (2 c + l)J 

ivf (^ l )(»-2 g ) i l/7 

l 26(2 i + l )2 c (2 c + l)J 


{ : 二二卜 (-"I 


( 26 - 1 )26( 26 + l )(2 c-l )2 c ( 2 c + l ). 


[ a b C 1 ( iy \ 2(^l)(i-2a)(i-26)(5-2c-f 1) i 1 
U c - 1 b] I 26( 2A + 1)( 26 +2)( 2c - 1 )2c( 2c + 1) J 


c 1 ( n .r (5-26-1)(5- 26 )( 5 -^^ 1)(5-2c+2) I 1 

) + 1； I (26 + 1)( 26 4-2)( 26+3)( 2 c - l )2 c ( 2 c + l)J 


{: : ；}= 


-iv 


2[ A ( 6 + 1) + c ( 


► 3)(2 c - l )2 c ( 2 r 
1) - a(a + l )] 


[26( 26 + 1)(26 + 2)2 c ( 2 c + 1)( 2 c +2)]' 


最后，我们来讲几点有关用 3 y 符号构成高阶标量的问题. 

6 y 符号以后的下一个标燉，是由六个 3 y 符号的缩并乘积构 成的. 这些3_/符 
号中含有18个成对的 y , 因此所得的标量依赖于9个参量 y . 它按例称为 9) -符 
号并由下式定义① （ E . P _ Wigner ,1951) ： 


p/ll J \2 Jl 3 
1/2. >2, 
U . h 2 h 3 






>22 



卩 1 

Jj2 

jyy 、 

， h' 

Jli hi ^ 


in 

)32] 

J 、 

Jn 

{^1 

ni J2 


K m u 


、 m l2 

/n«22 

J 

m i3 

^23 


这个董也可以写成三个 6 y 符号的乘积 之和： 


77133 

(108.11) 


①根据缩并的一般规則 （108.1 )•( 108•丨 丨） 式最后三个 3 y 符号中的 m 应该具有负号并且在 Z 符号 
的后面应该引人一个因子 （- 丨> I °- ) . 但是根据 - V 符号的 （106. 6) 式•并且考虑到目前情形下对9个 m 
的求和结果等于零.就得到 （108. 11) 式的定义. 
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I Jn J12 hi 

hi hi h ' : ^ ( - I ) 2y ( 2 y + 1 ) x 
hi hi hs 

(7 ll )21 /n 1 [ j\2 J22 732 1 f 7 l 3 723 ^33 1 

x . . • •. （108.12) 
[ Ji 2 Ji 3 J J 1^21 J 723 J l 7 J \\ J \2 J 

把定义 （108. 2) 代人 （108. 12) 并利用 3> 符号的正交性，可以看出 （108. 丨丨> 和 

(108. 12) 式的等价性. 

9 y 符号具有高度的对称性，它直接来自 （108. 11 ) 式的定义以及 3) 符号的对 
称性.很易看出，把 9) 符号中的任意两行或任意两列对调以后，它等于原来的9> 
符号乘以 （- 1 ) & .此外,9>符号对转罝保持不变，即对行和列的互调保持不变. 

更高阶的标量依赖于数目更多的参量/显然，这个参量数一定是3的整倍 
数 （3 心符 号）.我们不在这里讨论这些最的性质.只指出一点，当 n >3时，对每 
一个 n 值来说存在着不止一种符号，彼此不能互相约化.例如 n =4 时，存在 
着两种不同类型的12_/符号① • 

§109角动量耦合表象中的矩阵元 

我们再来研究由两个部分（把它称为子系统1和 2) 所组成的一个系统，令 
，"为厲于第一个子系统的球张量.根据 （107. 6) 式，它对该子系统的波函数而言 
的矩阵元为 

I /*,'* = 

= i *( J \ k h 11/*° II nj \). (109.1) 

我们的问题是要计算这个盪对整个系统的波函数而言的矩阵元，看它能否用 
(109. 1 ) 式中出现的约化矩阵元表示出来. 

整个系统的态是由量子数 yj _ 2> M / n , n 2 (_/ 和 m 是整个系统的角动量及其分 
童）确定的.由于属于子系统1,它的算符与子系统2的角动量算符对易.所 
以它的矩阵元 对人是 对角的，它对子系统2的其余量子数 n 2 也是对角的.为简洁 
计，我们可以省去 (人， 这两个指标而把所求的矩阵元写成 

根据 （107. 6) 式，它与 W 的关系由下式 给出： 

① 关于 9y 符号的理论以及 3/iy 符号的性质问独.更详细的论述 ST 以参考前引 Edmonds — 书中的文 
献 以下列两书： A. n. IOuhc. H. B. /IeBMHCoH. B. B. BaHarac. MaTCMaTHHCCKMA annapat Teopiiw MOMCHTa 
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= i *(- l ) U (二: H/* M II (109.2) 

为了确立 （109. 丨）和 （〗09. 2) 两式右边的两个约化矩阵元之间的关系，我们 
可按矩阵元的定义写出 


\nJJM) = J = 

=X ( - 1 7(2^ +1)(27 + 1) x 

"1**1 

(j\ h J' ¥>■ h J Y 
X L , m M ' 

• m 2 一 M 八 m 2 - M J 

把 （109.1) 和 （109. 2) 代人上式并把所得的结果与 （108. 4) 式比较，我们就可以 
看出， （109. 1 ) 和（ 109. 2) 式中的两个约化矩阵元的比值必须与某—个句符号成 
正比. 把这两个式子进行精确比较以后即得下列最终 表式： 

(n'J'J' 11/*° || nJJ ) = 


= (- 1 “ y( 27 + 1 ) (27 f + 1 ) x 




n'J', ll/* M II nj t ). 


(109.3) 


式中的 ■/•••. 是指乂和 八 中较大的那一个 ，人, „ 是指•/和 •/' 中较小的那一个.对属 
于子系统2的球张量讲来，类似的约化矩阵元公式为： 

|| / 4 2 ' || nJ 2 J ) = 


= (- 1 V 1 . w - •■“ 7(27 + 1)(27' + 1) X 




|| nj 2 ). 


(109.4) 


(109_3)和（109.4>式之间缺乏完全的对称性[表现在（ -1) 的指数幂中]，是由 
于波函数的周相与角动量的相加顺序 有关. 当我们同时计算这两个子系统的矩 
阵元时，必须记住这个差别. 

其次，设为属于不同子系统的两个 a 秩球张量（这两个张置因此 
是对易的）的标积[见定义 （107. 4 )],求出这个标积对整个系统而言的矩阵元表 
式是很有用处的•根据（10 7 . 10) 式，这个矩阵元可以通过每个张景的约化矩阵 
元（对整个系统的波函数而言的约化矩阵元）用下式表达出来： 

〈 n\n'J'J' 2 JM\ (/*"//>)oo I n x nJJ 2 JM) = 


= 2771 ? < n, ， II 心 , •nhVV" II/，II nJJ ), 
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这里应用了这样一个事 实：属 于一个子系统的物理量的矩阵对另一个子系统的 
M 子数是对角的.把 （109. 3) 和 （109.4) 代人上式并应用求和式 （108. 8), 即得所 
求的公式，这个公式是用每个张莆相对于所属子系统波函数而言的约化矩阵元 
来表出的标积矩 阵元： 

〈 n ' yj ' J'.JM I (/ 4 1 7 T ) M I n , nJJ . JM )= 

=( 7 'lx 

[ h h \ 

x <«*./. \\ A n II nj ,)( n ' J ' 2 ||/ 4 J, || nj 2 ). (109.5) 
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厲于对称陀螺型系统的物理董矩阵元的计算基础，是三个 D 函数连乘积的 
一个积分表式. 

为了导出它，我们回到展开式 （106. 丨丨）： 

= X m = m , + m 2 , 

上式两边作坐标的有限转动 变换. 每个函数必按 （58. 7) 式变换后，就有 

m ， l "'2 1 m 

现在把式右的也„.表成展开式 （106. 9) 并分别比较乘积夂前的系数，得 
到关系式 


= X \ jm ') D ^( w )( m l m i \ jm ) , (110.1) 

其中的 m = m _ + m 2 , m '= m' l + 代表三个欧拉角 a ,/3, y •用3> 符号表出， 

上式成为 

D^MD^co ) = 


= S (2"1) 




其中还用到 D 函数的性质 （58. 19). 


h 



( 110 . 2 ) 


( 1 10. 2) 式两边乘以0 ( 乂.,1(0>)并用正交式 （58. 20) 对 w 积分后，得 

/哎_,(0)把0)$ = 



(110.3) 
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式中的指标已按显然方式重新命名，使得结果更呈对称.这就是欲求的公式①. 

令人,.为属于陀螺的一个 A 秩球张釐，在固定于陀螺的坐标系 = f , 
7? 彳中 （（ 沿陀螺 轴）： 例如电多极矩张最或磁多极矩张量.令人，为这个张量在定 
坐标系 x , y , z 中的分量，两者的关系由有限转动矩阵 给出： 

/*,= S 010.4) 

描写整个系统转动的波函数与 D 函数的差别仅在于归 一化： 

(110.5) 

式中是系统的总角动量， m 是沿固定 z 轴的分最, M 是沿陀螺轴的 分景； 相因子 
是这样选定的，使得7 为整 数并且 M =0 时.函数 （110. 5) 变成自由角动里的本征 
函数（参考 （103. 8) 式），计算张董 （110. 4) 相对于这套函数而言的矩阵元时，可 
用 （110.3) 式，并用 （58. 19) 表出 D 函数的复共轭，我们得 

=r r ( -i) M '- m V(2y + i)(2/ + i) x 

x ( ^ \ ； )( ^ k 010.6) 

\ 9 / J - l \ q ml 

其中 〆=〆 - fi.q = m ' - m . 

此式给出了所提问题的解，它表出了矩阵元与角动量>，/及其分量 m , m ' 的 
关系.与量子数的关系当然是不确定的，它们的值与系统的“内”态有关， 
“内”矩阵元就是取的内态. 

矩阵元 （110. 6) 与 m ， m ' 的关系，当然和总角动量为给定的任一系统中的情 
况相同 •按 （107. 6)，利用约化矩阵元把这个依赖因子分离出去以后，得约化矩 
阵元的下列 表式： 


W II/. Ily/t> = 尸 _ 1 y 一 . V(2j + l)(2j' + l) x 

x(_:’ (110.7) 

对于一个给定的矩阵元 （110. 6) 的模里平方对 Y (以及对 <?= m '- m ) 求 
和后与 m 值无关，按一般规则 （107. 11) 它等于 

X . I I 扣 I 2 =2^-1 (jy ||/* II y / i ) | J = 


( 2 /+ i ) U : 沪 〈， ㈣ 〉「 


( 110 . 8 ) 


①对整数值 y , =l,Ji =<3 和 = i 3 •以及 m ', = m ', = m ' 3 =0, 函数 Df 按 （ 58. 25 ) 化成球请函数. 
(110. 3) 给出了三个球莳函数的连乘积的积分表式 <107. 14). 
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坐标系中的约化矩阵元 （110. 7) 的厄米关系 （107. 9)，是和 f 77,( 系 
中的矩阵元关系 （107. 8) 

<^l/v '/*>=( -1)“ ，〈 0，〉. 

一致的，这是我们预料到的. 

这个轴对称系统的转动和一个双原子分子（或共轴核）一样，只用定义轴线 
方向的两个角= 来描写•这种情形下的转动波函数与 （110. 5) 式的差 

别就在于缺少一个因子一 VA ， 可参考§82中第二个附注.可是，这个差别 
并不影响矩阵 元：由 于函数 D ^ m ( a , p , y ) 与 y 的关系可用因子 e — 表出， 
(110.3) 式可以写成 

5„o/ ( a ,p,0)D^ mi (a,p,0)D^ m> (a,p,0) = 



其中 m '= m \ + m ' 2 + m ' 3 ，这个积分的计算结果并没有变.角动量轴分量的选择 
定则仍和以前( 〆 —样，来自电子波函数的正交性（由于分子对 （ 轴的 
对称性 ）. （110.6)和（110.7)式中的〈/1/ 1 ,.| / ^〉现在必须理解成为对静止核的 
电子态而言的矩阵元. 
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§111磁场中的薛定谔方程 

具有自旋的粒子还有某种“内裏”磁矩; i . 它的量子力学算符与自旋算符 s - 
成正比，可以写成 

( 111 . 1 ) 

式中 S 是粒子的自旋值, P 是标志粒子的一个 常数. 磁矩分量的本征值为= 
叫 / s . 因此系数 M (通常把 M 称作磁矩值）就是的最大可能值，当自旋分最 《■ = 

S 时达到此值. 

给出了该粒子内禀磁矩和内禀角动量的比值（当两者都沿 Z 轴时）.对 
于通常的（轨道）角动 M , 这个比值为 e /(2 m C ) (见《场论>, §44) •粒子的内襄磁 
矩和其自旋间的比例系数则不同，对于电子，它等于 - | e | / mc ，为通常值的二 

倍，理论上可从狄拉克相对论波动方程求出（见卷 4 , §33) .电子 | 自旋的内 
禀磁矩 - Mb 因此为 

Mb = 9 - 7x10 " 24 J /T - (111.2) 

仏称为玻尔磁子. 

重粒子的磁矩习惯上以核磁子为单位，此单位的定义为 eh /(2 m p c ) ， m ，为质 
子的 质爾. 实验上测得质子的内察磁矩为 2. 79核磁子，其方向与自旋平行^中子 
的磁矩与自旋反向，数值为 1.91 核磁子. 

应该注意的是 ，（111. 1) 式两边的 〆 和 s 应该是同一类型的矢 量：都 是轴矢 
罱. 电偶极矩的类似方程 </(</ = 常数 xs ) 将和坐标系的反演对称性相矛盾：反演 
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后式子两边的相对符号将会改变①. 

在非相对论量子力学中，磁场只看作外场.但粒子间的磁作用是一种相对论 
效应，需要用统一的相对论理论加以考虑. 

经典理论中，电磁场中带电粒子的哈密顿函数为 

H= h( p -r A ) +e(p ' 

史是场 的标势, 4 是矢势，/»是粒子的广义动量（见《场论> § 16). 如果粒子无自 
旋，可用通常方式过渡到量子 力学： 广义动量必须改为算符> = -ifc ▽，我们得 
哈密顿算符 © 

k= h(^-^ A ) +e<p - (11L3) 

另一方面，如果粒子有自旋，上述手续是不够的.这是因为粒子的内禀磁矩 
直接与磁场相 作用. 在经典的哈密顿函数中.这种作用并不存在，因为自旋是一 
种纯量子效应，在经典力学极限下 消失. 哈密顿童的正确表式是在 （111. 3) 中外 
加一项 -/i . »后得到的，这一项相当于磁矩 M 在磁场》中的 能量. 因此有自旋 
粒子的哈密顿算符为③ 

^ = 2 m (^ ~^ ^ + e < P - (111.4) 

展开平方项^ -*^4) 3 时，注意 般和矢量 A 不对易，后者是坐标的函数.我 

们必须写成 

“L_ ( S ) (“… A )+ S 2 十印. (111 . 5 ) 

根据动量算符和任意坐标函数的对易关系 （16. 4), 我们有 

p m A -A • p = - ifidiv A. (111.6) 

故当 div A =0 时> 和 4 对易.这一点对均匀场成立，它的矢势可表成 下式： 

A = y // xr . (111.7) 

具有哈密顿算符 （111. 4 ) 的方程⑴=众/«是存在磁场情形下的广义薛 
定谔 方程. 这个方程中哈密顿算符所作用的波函数是一些 2 s 秩的对称旋量. 


① 这种方程（假如*本粒子存在一个 电矩） 也和时间反演对称性相矛盾 ：时间 反号时 rf 不变，但自 
旋变号（为明 a 起 a , 我们以这#*在轨道运动中的定义为例.此时</中只含坐标，但角动讀中还含有粒 
子的速 度）. 

② 广义动》在这里和普通动#采用同一符号 p (不用 〈场论 > 5 16中的 /*>. 是为了强《它们对应于 
同一个算符. 

③ 磁场和哈密顇苒符用同一字母不会混淆.因后者总加有〜”号. 
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磁场中的粒子波函数不能唯一地定义，因为场势的选择不是唯一的，它们只 
能确定到相差一个规范变换为止（见《场论》，§ 18)： 

A-^A + V /, (111.8) 

c dt 

其中/是坐标和时间的任息函数.这种变换并不影响场强的值，因此不会在实质 
上改变波动方程的解，特别是 . Mi 2 —定保持不变•不难证明，如果对哈密顿算符 
作 （111.8) 式的变换同时对波函数作下列变换，则原方程保持不变： 


少一 ^exp 


(111.9) 


波函数的这种非唯一性并不影响到任何一个具有物理意义的量（此量的定义中 
并不显含场势）. 

经典力学中，粒子的广义动量和速度的关系为 


m v =p - eA/c. 

为了求出量子力学中的算符 f ： ，需要求出矢量/ • 和哈密顿算符的对易关系.简单 
计算后给出 



( 111 . 10 ) 


这与经典表式完全类似•至于速度的分量算符，我们有下列对易关系 


me 

Idl = i , 

me 

, 

m c 


( 111 . 11 ) 


上式很易直接验证.我们看到，在磁场中 ，（ 带电）粒子的三个速度分量并不对 
易.这意味着粒子三个方向的速度分 t 不能同时具有定值. 

当在磁场中运动时，只有场《(以及矢势 /!) 反号才能有时间反演对称性， 

这意味着（见§ 18和 §60), 薛定谔方程^^=£少取复共轭并把》反号后，其原 
有形式保持不变.这可很明显地从哈密顿算符 （111.4) 的所有各项（除了 -i • tf 
这一项）看出.薛定谔方程中 • « 少这一 项在上述变换下变成 P ,由 

于 r 不同于 - I , 初看起来对称性被破坏了.但应记住，波函数实质上是一个旋 
量屮 AM ，时间反演下，一个逆变旋量必须改为协变旋量（见 §60), 故在薛定谔方 
程中-卜变成 T • //也,....利用定义 （57.4),(57.5) 很易看出，算符 T 
作用在协变旋量分遍:上的结果，与箅符 f 作用在逆变旋童分置上的结果相差一 
个符号.因此时间反演操作导致的分量的薛定谔方程，与原来的 广的方 
程具有同 一 形式. 
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§112均匀磁场中的运动 


我们来求恒定均匀磁场中粒子的能级（朗道 ，1930) •均匀磁场的矢势此时 
最好不取（丨丨 1.7) 式而取下列形式： 

A . = = A , =0, (112.1) 

磁场方向已取作 z 轴. 

哈密顿算符则变成 



首先，我们注意到算符 i . •.是和哈密顿算符对易的，因为后者不含自旋的其 
它分量 算符. 这意味着自旋的 Z 分量守恒，从而^可用本征值 s , = o ■代替.随后， 
波函数与自旋的关系成为不重要，薛定谔方程中的少可取作普通的坐标函数. 
这个函数的方程为 

2^[ (/ J , + yr ) + P y = (112.3) 

这个方程的哈密顿算符不显含坐标 * 和因此算符汰和么（对 * 和2的微 
分算符）也和哈密顿算符对易，亦即广义动量的 * 和;:分量是守恒最.由此可把 
必取成下列 形式： 


— 如一 W ). (112.4) 

本征值 P ■和 P •.取 - 00 到+ 00 的所有值.由于4, =0,广义动量的 2 分量等于普通 
的动摄分量因此粒子速度沿磁场方向可取任意值，我们可以说沿磁场的运 
动是“非量子化”的. 

(112.4) 代人 （112. 3), 得函数尤 ( y ) 的下列方程 

x " + yI { E + f f H ~^) -\ m ^ y - yoy \ x = o , (112.5) 


式中记号:^。= - cp,/eH ,以及 

\ e\H 

(112.5) 式形式上等同于频率为叫,的线性振子的薛定谔方程 （23.6) .因此可以 
立刻作出结论 ，（112. 5) 式圆括号内的表式相当于振子能量，它具有本征值 

卜 + + ) ftw 〃，而 n = 0,1，2，.--. 

由此我们得到均匀磁场中粒子能级的下列 表式： 

E= ( n + Y ) hc ° H + ^~ l T H - (112.7) 

第一项给出的是离散能量值，对应于垂直于磁场的平面内的运动，这些能级称为 
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朗道能级.对于电子, - lei ft / mc ，（ 112. 7) 变成 

E= ( n+ Y + (r ) hw " + ^ p2 -- 


( 112 . 8 ) 


与能级 （112. 7) 式相对应的本征函数由 （23. 12) 式给出，适当改变记 
号后得到 


xAy ) =■ 


■/ r ^\ 


exp - 


( y-y 0 ) 2 

2«« 


H , 




(112.9) 


其中 a " = 

经典力学中，粒子在垂直于场《的平面（ V 平面）中作圆周运动（圆心固 
定）.量子力学中守恒的 y 。 相当于经典的圆心坐标 . ％ = c P > eH + x 也是一个守恒 
M , 很易看出其算符与哈密顿算符 （112. 2) 对易.*。相当于圆心的经典坐标 *0). 
可是和 A 算符不对易，换句话说,坐标*。和 y 。 不能同时取定值. 

由于 （112. 7) 式中不含后者原先假定它可取连续值，能级是连续简并 
的.如果巧•平面内的运动局限在一个很大的但是有限的面积5=\~内，简并 
度就成为有限的 . Ap , 区间内 /)■ 的可能值（现在是离散的）的数目为 （ t ,/2 TTfe ) 
A /),. 当轨道中心在 S 内时所有这些 p . 值都是允许的（与很大的 L , 值相比，我们 
略去了轨道半径）•从条件0 < y 。 <£，得 Ap , = eHL/c. 因而态数 U , p , 给定）为 
e // S /(27 rfi C ) •如果运动区域在 z 方向也是有限的（尺度为 A ,), 在 Ap , 区间内 p , 
的可能值的数目为 U /2 TTfc ) Ap s , 此区间内的态数为 


eHS L,. 
2^hc = 


eHVAp, 

4-7 T 2 / i 2 c 


( 112 . 10 ) 


对于电子，还有一个附加简并 :（112. 8) 式中•和 n + l . a : 的能 


级相同. 


习 题 

1. 求均匀磁场中的电子状态波函教，该态中电子沿磁场方向的动量和角动 
量具有定值 • 

解：取 2轴沿场的方向，在柱坐标 Hz 中，矢势的分量为/!， = y « p ,-4, = A p 


①在圆半径为 cm *；, 々//( P , 是速度在 w 面上的投影.见 （场论 >, §21) 的经典运动中，我们有 

jr 0 = - cp t /eH = -cmv t /eH + y. 

由此可知, y 0 是脚心的> 坐标.另一坐标为 

* 0 = cmv y /eH + * = cp /eH + *. 
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= 0,薛定谔方程为① 

- h [ ji P [^ d i ) V 01 ⑴ 

取解的形式为 


得径向函数的方程 


hi( 


R " 




) + [ E ~^ a ~\ M ( o '» p 2 - Y ht °» m ] R =0 - 


p p 


定义一个新的独立变量在 =( Mw H / 2 h ) p 2 , 可把上式写成 

/3=^-(£-^-) -]- m . 
h < o H I 2 MI 2 

当芒一 *00 时，所求函数的行为犹如 e - P , 而当时犹如<" 1/2 ,因此可令 

= e - T ■〜 ( f ); 

»( f ) 的方程被下列合流超几何函数所满足 

w=F{- ( 卢 - + lml _ + + 1 J. 

如果波函数到处有限, /3 - •|• lm 丨 必须是一个非负整数〜.能级就由下式给 
出： 


I m I 


£ = h ( o H + —. 2 "• • 2 

它等价于 （112. 7) •相应的径向波函数为 


) + 為， 


o ,_、_ 1 r ( lml +«p).' 1 ,/2 ( o 2 \ 

〜 , ml! ^] exp (-為) 


xp'-'F 


(-〜， lml + 1 ，為) 


( 2 ) 


其中 = y / h / M ( o „ ，上式已按下列条件归一 化: 

J R 2 pdp = 1 . 

此处的超几何函数是一个广义拉盖尔多项式. 


»去. 


①电子的电荷写成 - 1*1 .电子质* 记作杯 以便和角动* m 相区别.此题屮自旋项不熏要，故 
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2. 求对应于电子束缚态的最低能级，该电子处于浅势阱 U ( r )(\ U \ « h 1 / 
ma , a 是阱中的力程）及一个均匀磁场中 （ IO . A . Bwmkob , 1960 ). 

解 ：对场 所设的条件保证了（磁场不存在时）微扰论可用，此时阱中没 
有束缚态（ §45). 当有磁场存在时，只有对垂直于//的平面内的运动，才能把 
f /( r ) 看作 微扰； 加上 t / 后该运动的能谱（离散）性质不变，但沿//方向的运动性 
质发生了改变，从无限运动变成（见后面）有限运动，亦即能谱从连续变成离散. 
对后一种运动讲来，势阱之场不能用微扰论处理. 

据此，当把薛定谔方程（题1的（丨）式，但左边加了一项（；必）分离变量以后， 
径向函数尺 ( p ) 仍呈上题的 （2) 式，最低能级对应于量子數 / ^ =m = 0.把屮= 
尺。。 （ P ) iU ) 代入薛定谔方程.乘以 《 oo ( P ) 并对 pdp 积分后，得 A * U ) 的方程 

+ l] ^ z )x = ex < (3) 

其中 e 

石⑴= f : u ( U + p i ) R 2 00 ( p ) P dp . 

m 仍为粒子质量.上式与势阱 i /( z ) 中能量为 c 的一维运动薛定谔方程具有相同 
的形式，因此可以简单地利用§45題丨的结果，按该题得离散能级为 

e = ~^2 [ | _ "(z)dzj = [ j" _ |。 "（ +P 2 )R 2 00 (p)p d P^ ] 

(4) 

波函数 《 M ( P ) 在距离 p ~〜处衰减.如果磁场很弱使得 >> a ，上式对 p 
的积分主要在 p 彡 a 区域内，在此区域内可令 = l / a „ ，于是 

…酷叫 ' (5) 

其中 dK = 2 irpdpd 2 —* 4 Trr 2 dr . 相反地，在强磁场情形下，当 a „ « a 时， （ 4 ) 中的积 

分主要在 p 矣 a „ 内，此时可令 t /( y z 2 + p 2 )«"(*)• 对 p 的积分就化成对函 
数的归一化积分并等于丨，故 

( 6 ) 

这两种情形下，对积分的估计给出 e « ha , H . 

3. 求磁场中的氢原子能级，该磁场很强使得 « a B , a B 为玻尔半径 （ R . J . 
Elliott , R • Loudon , 1960). 

解： 按所述条件，在垂直于 H 的平面内核库仑场对电子运动 
的影响可以看作小的微扰，从而回到题2的情形， （3) 式可用，但 
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J ° Vp +2 

此式中写进《„0径向函数，我们只是考虑纵向运动的能级，保持橫向运动为零朗 
道能级 (+—„). 

基态波函数心 （ Z ) 延伸到 Izl 距离处并在该距离内变化缓慢（没有零 

点，故在 z =0 处不等于零）.因此最低能级满足§45题1中所用的条件，从而 
(6) 式可用， （6) 式是以该題之解为基 础的. 积分的对数发散可在上限 M 和 

下限 Izl [这里的 Id (7) 式中不允许用 bl 代替 vV +? ] 处“截断”.结 
果为 


«0 = - 


In : 




rln 2 


5 3 W 


( 8 ) 


了… （ 2 k 1 "' 

此式具有所谓对数准 确性. 这里不但假定了比值 a B / a H 很大而且它的对數也是 
很 大的. 对数的宗量中有一个数值因子仍不确定. 

离散谱的激发态是由 U ( z ) « -eVz [从卜％ »p 的 （7) 式中得出]的薛定 
谔方程 （3) 中解出的，但此式作 变换尤 = 叫 （2) 后可化成 
h 7 1 d / 2 d<p \ e 2 (p 

■^7di( 2 m =e<p ， ⑼ 

这与三维库仑问题中 s 态的径向波函數方程相同，因此所求的能级由 （36. 10) 式 
给出： 


= ~2^' (10) 
其中 n = 丨，2,3,…，此式也只有对数准 确性. 下一级改正项与主项相比将是很小 
的，比值只有 \/\ n ( a B / a H ). 

(9) 式只给出了 z >0 的波函教.它可延拓到 z <0 的区域内成为尤（ - z ) = 
jU ) 或者 Y (- d = - yU ) •在这种近似下，能级 （10) 因而是双重简并的•但在对 
( a〆 〜）而言的更高次近似中，双重简并被解除 • 


§113磁场中的原子 


我们来考虑处于均匀磁场 W 中的一个 原子. 它的哈密顿算符是 

“ 忐？ [A +i ^( r -)l 2+ " +i ^^， ⑴ 3 . 1 ) 

式中对所有的电子（电子的电荷写成- lei ) 求和，是电子之间以及和核的相互 
作用能 M , i = Z 5 ■■是原子的总（电子）自旋算符. 

如果磁场矢势取 （111.7) 式，则已指出，此时算符> 和4对易.展开 （丨 13. D 
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中的方括号并用 A 代表没有磁场时的原子哈密顿量，我们得 

以 + 畀 Z + 鸣 •左， 

mc a 2mc ^ me 

把 （111.7) 的 <4代人，得 

但 G x 火就是电子的轨道角动量算符，对所有电子求和后给出了原子的总轨道 
角动 I 算符 hi . 故 

ff = H 0 +/i a (L+2S) - //+- £ - I Y (Hxr m )\ (113.2) 

omc a 

Mb 是玻尔磁子.算符 

A 明子= -/ x B (L +2 S ) (113.3) 

可以看作原子的“内禀”磁矩算符，它在没有磁场时也为原子所 具有. 

外磁场分裂了原子的能级并且解除了对总角动置方向的简并性 （塞 曼效 
应）•我们来求原子能级的分裂值，该能级的 _/, L 和 S 等量子数具有定值（亦即 
假定能级属于 L 5 耦合情形，见 §72). 

我们将假定磁场很弱，以致比原子的能级间距包括精细结构间距在内 
要小得多•此时 （113. 2) 中的第二和第三项可看作微扰，未微扰能级就是多重项 
的各个成分 .一 级近似中可以略去第三项，因与第二项的线性项相比它是场的二 
次项. 

在这种近似下，能量分裂值 A £ 是由微扰项对总角动量沿磁场方向分置具 
有定值的那些 （ 未微扰）态求平均值得到的.取磁场方向为 2 轴，我们有 

AE=/1 B H(L I +2 S ,) =h b H(J. + SJ . (113.4) 

平均值}，正好等于所给本征值人•平均值可用分步平均法（参考 §72) 
求出.作法如下. 

算符^先对 S , L 和_/值固定但值不固定的原子态求平均.平均以后的算 
符左一定和标志自由原子的唯一守恒“矢量”“平行因此可写成 

5 =常数 x 人 

这个式子是纯约定的，因为 •/ 的三个分董不能同时有定值，它的 z 分量可直接写成 
瓦=常数)<人=常数><乂. 

前式两边乘以/后得方程 

S ••/ = 常数 x / = 常数 ><_/(_/ + 1). 
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把守恒矢量•/放进平均记号内得 S • 平均值 D 在 L \ s 2 和/具有 

定值的态中等于它的本征值[参考 （31.4) 式] 


s • y=y [；(； + l) - L(L + l ) +S(S + 1)] 
从以上第二式中求出常数代人第一式后，得 


s, = MjJ - S/J 2 . 

汇集以上诸式并代人 （113.4) 中，得到分裂值的最终表式: 


其中的 


(113.5) 

(113.6) 


, . 7(7 + 1) -L(L + \) + S(S + 1) 

g = 1+ WITT) 


(113.7) 


称 为朗德 （ UndeJ 因子或旋磁因子 •无自旋时 （ S =0, 因而 / = 发 = 1; A =0 时 
(故 _/ = S ) g =2 ①. 


(113.6) 式给出了 2 J + 1个 M ; = -人-*/ +丨，的不同能量值.因此磁 
场完全解除了关于角 动閿方 向的能级简并，与电场不同，电场保留 M J= ± \ Mj \ 
的两个能级不分裂② （ § 76) •但是，当 g =0 时 ，（113. 6) 描述的线性分裂不再存 
在，即使 J ^ O 的态如 4 D l /2 就是这样. 

我们在§ 7 6中看到，电场中原子能级的位移和其平均电偶极矩之间存在着 
一定的关系•磁场情形下也有类似的关系.经典理论中，带电粒子系统的势能为 
• H fi 是该系统的磁矩•鼉子理论中，要用相应的算符来代替，故系统的哈 
密顿算符为 


H = H 0 -/k ■ H = H 0 -^H. 
应用 （11. 16) 式，以场//为参量 A , 得磁矩平均值为 


其中 △£ :是所给原子态的能级位移.把 （113. 6) 代人上式，我们看到，在角动量的 
z 方向投影具有定值的原子态中，该原子沿 z 方向的平均磁矩为 

(113.9) 

如果原子既无自旋又无轨道角动量 （S = L =0), 不论在一级近似或任一高 
级近似中 ，（113.2) 式中的第二项不产生能级位移（因为 L 和 S 的矩阵元等于 


① 由一般公式 （113. 6) 和 （113. 7> 所描述的分裂通常称为反常塞曼效应.这个不合适的名间的产生 
M 由于电子的旋未发现以前人们把 （113.6) 中 j = l 的 效应枒 作是正常的. 

② S 76 中对电场所作的论证对磁场并不成立•原因在于 ft — 个轴矢置.因此对包含它的任一平 
面的反射 •// 要变号 .所以由这个操作所得的两个态分厲于不 W 场中的原子，不是同一场中的顷子. 
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零）•在此情形下，整个效应来自 （113.2) 中的第三项.在微扰论的一级近似中能 
级位移就等于下列平均值 

A £=-^ y ( Hxr . y . (113.10) 

omc 。 

令 （// xO 2 = W 2 dsi n 3 0 ,0 是 i •。和 《 的夹角，对的各个方向求平均，我们有 

sin 3 0 =l -^ e =2/3(. I -= S =0 的状态波函数是球对称的，因此对方向求平均与 
对距离~求平均无关），故 



由 （113.8) 算出的磁矩现在和场//成正比（对 i = S =0 的原子，无磁场时当 
然不会有磁矩）.把它写成的形式，我们可把系数尤看作朗之万公式 （ P . Lan - 
gevin .1905) 所给出的原子磁 化率： 

它是负的，亦即原子是抗磁的 ®. 

如果■/= 0但 S = L #0, 场的线性位移还是等于零，可是二级近似中微扰 
•» 的二次效应超过了 （113 .丨 1) 的效应 © ，这是因为根据一般公式 
(38. 10), 能量本征值的微扰论二级改正项是一个求和式，其中各个求和项的分 
母中含有未微扰能级的差，目前情形下它们是能级的精细结构间距，都是一些小 
最.我们已在§38中指出，二级近似的基态能级改正项永远是负的.因此基态中 
的磁矩永远是正的，亦即 •/=(),/• = 5/0的基态原子是顺磁的. 

强磁场中 ， MoW 差不多等于或大于精细结构间距，能级的分裂情况与（丨 13.6) 
和（丨 13.7) 预言的不同，这种现象称为帕邢-巴克 （ Paschen - Back ) 效应. 

当塞曼分裂远大于精细结构间距但仍小于不同多重项之间的间距时，能级 
分裂值的计算是很简单的（和以前一样可以证明，哈密顿算符 （113. 2) 中的第三 
项与第二项相比仍可略去）.换句话说，此时磁场中的能鼉远超过自旋-轨道作 
用®•因此可在一级近似中略去自旋-轨道作用.轨道角动最的投影和自旋 
的投影就和总角动量的投影一样都成为守恒量，故分裂值由下式 给出： 


① 托马斯- 费米換 型不能用来计算电子 离核的 距离的均方值.尽管托马斯-费米密度为 n ( r ) 的积 
分式 Jn / drfi 收敛的.但收敛太慢.结果与实验相差较远. 

② S = /. — 0时.对于5人厂》5乂,_/*1的跃迁，其非对角跃迁矩阵元 H -般讲 来不等7 -芩. 

③ 对于中间悄形，当磁场效应和自旋-轨道作用差不多大小的时候.能级分裂的一舣衣式无法算 
出， S = +时的计算见后面的例 s 1. 
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A £=/ i B //( Af t +2M S ). (113.13) 

多重项分裂是叠加在磁场分裂上的.它是由 （72.4) 的算符对具有给 
定 MpM 、. 值的态求平均后确定的（我们考虑的是自旋-轨道作用引起的多重项 
分裂）.给定了角动量的一个分量值，其它两个分镦的平均值就都等于零•从而 

= 因此下一级近似中的能级公式为 

AE =fi B H(M L +2M s ) +AM,_M S . (113.14) 

计算任意耦合型式（不是耦合）下的塞曼效应是不可能的.我们只能说， 
这种分裂（在弱场中）和场 W 成线性关系并与总角动最分爾：成正比，亦即呈 
下列 形式： 

(113.15) 

式中的是标志所考虑谱项的某些系数,《代表标志该谱项的除•/以外的所有 
量子数的集合.这些系数虽然不能分别算出，但有可能得到一个有关^ 的 

M 

实用公式，式中对具有给定电子组态和总角动量的所有可能的原子态求和 • 

根据定义 

gnJ M J = (nJM J \L,+2S,\nJM J ) , 

另一方面，[其中心耦合的朗德因子 （113. 7)] 是用不同的波函数 
完备组算出的下列对角矩 阵元： 

g SLJ Mj = ( SLJMj\L, +2SJ SLJMj). 

这两组波函数可通过线性么正变换相互得到，但是这种变换不改变对角矩阵元 
之和 （§12) .因此有 

n S.L 

由于 《 ^和与 M 无关，故得 

Z 〜 = X 茗似， （ "3. 16) 

式中对所给电子组态中具有给定•/值 的一切 可能态求和.这就是欲求的关系式. 

习 题 

1. 求 S = f 的谱项在帕邢-巴克效应中的分裂 • 

解 ：在微 扰处理论中需要同时考虑磁场和自旋轨道作用，即微扰算符为① 

①我们没有把正比于 （ H 2 的项 （ G 旋-自旋作用）包括在 f 内.但应记住.当自旋5 =+时，由 
于泡利®阵的特性（见 S 55) .可把 （Z 化成£ • 夂从而包括在所写的 P 的衣式中. 
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V = aL - S + M „( Z , +2 S ,) H . 

作为零级近似的原始波函数，我们取 L,S =^-, M Ll M s 具有定值 （ i 给定 ， A = 
- L , …， L ; A/ S = ±+)的这套波函数.受微扰态中只有 M = Mj = M l + M s 是守恒 
量 （ f 和入对易），因此分裂 请领的 各个部分具有确定的 A / 值 . M=±(t + 士) 

这两个值每个只能以一种方式出现：即 \ m l m s ) = 卜 +〉和 | -乙， -+> • 具有 
这两个 A / 值的态，它的能量改正值简单地等于这两个对角元 〈 W , W S | 
V \ M , M S ). 其余的 W 值每个都能以两种方式出现：即 1^- + , 士〉和 

_ y ) - 此时对应于每个 w 有两个不同的能量值，它们是由以上两态间的跃迁 
矩阵元所组成的久期方程确定的. 

L . S 的矩阵元可由矩阵和 < yW s ISIA ^> 的直接相乘算出，并且 
有 

(M l M s \L - S\M,M s ) = M,M S , 

( M + Y'~Y iL， = s ' m + Y'~t) = 

= U ( l + m + t )( l - m + t )- 

无磁场时，该谱项是双线，其两成分间的间距为见 （72.6). 
我们取其中的较低能级作为能量的 原点. 于是在磁场中的能级最终表式为 
E = e ± fj .„ H(L + 1 ) ,当 W=±(i + + ) 时； 

E， =Y e+ ^» HM± [+(’ V〆 ） + 2T^^ HMe Y • 

当 M = L - — , —, - I ++ 时. 

当 fi H H/e « 1 时有 

E -- 一為， 

这与 （113.6) ,(113.7) 式一致(令该式中 S = + ,«/ = “ + ) •当… 时， 
我们有 
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E， =Mb// ( w± t) + y e± 2rfr* 

这与 （113. 14) 式一致 • 

2. 求情形 a 的双原子分子谱项的塞曼分裂. 

解 ：核运 动产生的磁矩远小于电子的 磁矩. 因此磁场的微扰对分子讲来仍和 

对多电子系统一样，即可写成和以前一样的形式： . (£+ 2 $), 其中 L,s 
是电子的轨道和自旋角动量. 

微扰项对电子态求平均，在情形 a 时可得 

+22) = fi B Hn l ( 2 { 2 - A ). 
n , 对分子转动的平均值等于下列对角元 

-lurry 

其中 M = 这个矩阵元是从 （87.4) 的约化矩阵元算出的，该式中的尺和 d 改 

成•/和.故所求的分裂值为 

3. 同题2,但为情形 6. 

解 ：确定 所求分裂值的对角元 〈 ylA 7 l KMA 7〉 可用§87给出的一般规则算 
出.但它也可用以下更简明的办法算出.微扰算符对轨道和电子态求平均，可得 

^ H ( An 1 + 2 S ,) 

( 自旋算符在这个平均中不受影响），然后，我们对分子的转动求平 均；〜 的平均 
值由 （87.4) 式给出，从而得 

最后，我们对自旋波函数求平均•经过整个平均后，各矢量的平均值必须平行于 
总 角动量 •/, 它是唯一的守恒矢量.因此得[参考 （丨 13. 5)] 

WVT)[k(&Y) K - j + 2S - J ) M 

( A / = A / y ) ，最后是 

A£， = J(^{2Kr^T) [JU + ^ + ⑽“) - 

- S(S + D ] + [ J(J + \) - K(K + l ) + S(S + l )]^ HM . 

4. 一个抗磁性原子处于外磁场中，求原子中心处的感生磁场强度. 

解 ：对于 S = L =0, 哈密顿量中不含场的线性微扰项，因此原子波函数不含 
磁场的一级改正项，外磁场感生的原子中的电流变化/只是来自（仍为//的一 
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级近似）电子速度算符的附加项（ \ e \/ mc ) A . 因此有① 



式中 p 是原子中的电子密度•这个附加电流在原子中心处产生的磁场为 



参考 （121.8) •把 （丨）式 代入并在积分号内对 r 的方向求平均，得 

屮,（0)是原子的电子壳层在其中心处的电势. 

在托马斯-费米模型中，史,（0) = 

H ioi = - °, 60 ( & ) = -3.2 x 10 5 Z 4/3 «. 

§114 可变磁场中的自旋 

我们来考虑一个具有磁矩的电中性粒子，处于一个均匀的但随时间变化的 
磁 场中. 它可以是一个基本粒子（中子），也可以是一个复合粒子（原子）.假定磁 
场很弱，粒子在该场中的磁能小于该粒子的能级间距.我们就可研究粒子的整体 
运动，它的内态已被给定. 

设 S 为该粒子的“内察”角动量算符——基本粒子的自旋或者是原子的总 
角动 M •/•磁矩算符可表成 （ ill . 丨）的形式.中性粒子整体运动的哈密顿 屢可写 
成 

H = - ■ H. (114.1) 

我们只写出了依赖于自旋的那一部分哈密顿量. 

在一均匀场中，这个算符不显含坐标®.粒子波函数因而分解成为坐标函数 
和自旋函数的乘积•前者不过是自由运动的波函数，以后我们仅对其自旋部分感 
兴趣•我们将证明，角动量 s 为任意的一个粒子的问题，可以化成较简单的自旋 

为 f 的一个粒子运动的问题 （ E . Majorana ). 为此只需应用§57中早已用过的方 
法，即把自旋为5的一个粒子形式上换成 2 s 个自旋为+的“粒子”.算符 S 则表 


① 此式相当于原子的电子光 髟绕外 磁场方向的拉典尔进 动：见 （场论> §45. 

② 这些说法也能用到在非均匀磁场屮运动的任-•粒子（带电或不 带电） ，只要它的运动坷以看作足 
准经典的.随粒子的轨道运动变化的磁场，就吋以简单地肴成时 N 的函数，我们也能用 M 样的方程描述自 
旋波函数的变化. 
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成这些“粒子”的自旋算符之和^ I ,波函数则表成 2 s 个1秩旋量的乘积，哈 
密顿算符 （ 1〗 4 . 1 ) 则分解成为 2 S 个独立的哈密顿 算符： 

Z = -iLw • (114.2) 

a ^ 

因此 2 s 个“粒 子”中 每个粒子的运动都能相互独立地确定.当我们这样做了以 
后，就只需重新引进任一 2*秩对称旋量的各个分量，来代替 2 s 个1秩旋置各个 
分蛰的连乘积. 


习 题 

1. 求均匀磁场中自旋为+的一个中性粒子的自旋波函教，该磁场方向恒定 

但其绝对值按 // = //◦) 的任意规律变化 • 

解 ：波函 数是一个旋量於-,它满足波动方程 

• hy (l) 

取磁场方向为 z 轴，把上式写成旋量的分量式 

得 

中' =c . ex p(^ 卜小少 2 =c 3 exp(^ J Hdt), 

常數 c ,, c 2 必须从初始条件和归一化条件 If I 2 + l^l 2 = 1 求出 • 

2•同题丨，但磁场的绝对值恒定，它的方向以匀角速 《 u 绕 z 轴旋转并和 z 轴 
失0 龟. 

解：该 磁场具有分量 

H, = Hsin dcos wt , H y = f/sin 0sin wt, H s = Hcos 0, 

按（丨）得方程 

4> ' = iw w (^'co8 0 +i/f 2 e"'° ,, 8in 6), 
ip 2 = iw" (屮 1 e’**’sin 0 -(/f 2 cos d) 

其中 =tiH/h. 作替换 < =e- M ^(p' 上列方程组就化成常系数线 

性方程组，解出后得 

i/f 1 =2 o > w e i - ,/5 8 jn --^--^-1 

I SI + (O + 2{0 // CO8 0 fl - 0) — 2u) H C08 0 J 
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/2 = [ (w +2w„cos d) 2 +4<«>J,sin 3 ^] ' n . 

§115 磁场中的流密度 

现在来推导在磁场中运动的带电粒子的流密度的量子力学表达式. 

我们从下式出 发①： 

8//= • hAdv , ( ii 5. i ) 

此式确定了矢势变化时具有空间电荷分布的哈密顿函数的变化②.量子力学中 
此式必须应用于带电粒子哈密顿镦的平 均值： 

D 十) 2 -，]槪 (115.2) 

对上式进行变分，并注意 S //= curl 5/1,得 

8W = | ^' [ ~2^(P • bA+bA ■ p) + -^A - hA ] ^dV- 

- Jj - j curl 8 A - ^' s ^ AV . (115.3) 

P • SA 项可用分部积分变成 

J n 8A^dF= -ihj'P 1 ' V(8A - ^)dV = ih j 8A • ^ V 

(无穷远处的面积分照例等于零）•利用矢量分析中熟知的公式 
a • curl b = - div (a xb ) + b • curl a , 

对 （115. 3) 中的最后一项进行分部积分 . div 项的积分等于零，故得 


j • curl hAdV = J 8A • curl( s^)dV 9 


最后结果为 


一^ J * 5A •(少▽少 • 少•▽少 + • bA ^' dV - 


① 本节中的 ■/代 表电流密度，亦即粒子的通 ft 密度乘以粒子电佾心 

② 进场中一个电荷的拉格朗日函败中含有一项 • 4•如果电荷 具有空 间分布，则此项为 
- J - j ) • AdV. 

当4变化时拉氏函数的改变为 

8L=+Jj. bAdV, 

曲哈密顿函数的无限小变化等于拉氏函数的无限小变化再取一个负号（见（力 学》， §40). 
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-十 j 8 A • curl ( ' P ' s ^) dV . 

将此式和（ 115.1) 比较，即得下列流密度表式： 

J= ^ [(V 沪 .） 屮-少.▽少] ■— ^ + ^- ccurl (^* f ^) ( H 5.4) 

要强调的是，这个表式中虽然显含矢势，但_/还是单 值的. 这可通过直接计算加 
以验证，只要记得矢势按 （111.8) 变换的同时波函数应按 （111.9) 式变换. 

也很易验证，流 （115.4) 和电荷密度 p = e | 少| 2 确实满足下列连续性方程 

坐 + div j =0. 

dt 

(115.4) 式最后一项给出了粒子磁矩对流密度的贡献.这就是 ccur i m , 其中 

(H5.5) 

这是磁矩的空间密度. 

(115. 4 ) 式是流的平均值 •它可 看作流密度算符 j 的对角矩阵元•这个算符 

可用二次_搶子化形式最简单地写出来，即把 （115.4) 中的屮和屮 • 改成算符； 

和士 *( 根据一般规则，每项中的少*应写在少的左边）•这个符号的非对角矩阵 
元也能 求出： 

+ 子 ccuri( f s't f m ). 


(115.6) 
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§116同位旋不变性 

目前还没有完整的核力理论，核力是作用在核粒子（核 子〉 之间并把它们束 
缚在原子核内的一种力•由于还没有一个完整的核力理论，所以对核力的描述在 
史大程 度上需要依靠实验. 

核子有两种，两者的主要区别在于它们的 电性. 质子 （ p ) 带有正电荷，而中 
子 （ n ) 是电中性的•它们的自旋都是+,质量几乎相等（分别为1836.丨和 1838.6 

电子质景）•这种相似性不是偶然的，撇开电性的差别，质子和中子是两个极为 
相似的粒子，这种相似性在本质上具有重要的意义. 

业已发现，除了较弱的电力外，两个质子间的相互作用力非常相似于两个中 
子间的相互作用力，这称为核力的电荷对称性①. 

在保持这种对称性的范围内，我们可以说，双质子 （ PP ) 系统和双中子 （ nn ) 
系统具有性质上相同 的态. 当然，在这里重要的是，质子和中子服从同一种统计 
(即费米统计），因此 PP 和 nn 系统只允许有波函数少 （ f , , cr l ; r 2 ，£ r 2 ) 对称性相同 
的态，即对粒子坐标和自旋的同时交换保持反对称性的那种态. 

可是，电荷对称性不过是质子和中子间更深人的物理相似性即所谓 同位旋 
不变性②的表现之 一. 这个性质不但导致 pp 和 nn 系统 （ 可通过所有质子与所有 
中子的对换而相互得到）的相似性，而且还导致由不同粒子组成的 pn 系统与以 
上两个系统的相似性，当然，它们不可能是完全的相似，因为 pn 系统中的粒子并 


① 它特別 M 衣现 在镜堍 核性质 （结 合能•能《等等）的相似性方面 .一 对镜像核是指质子数和中子 
数相互对換的两个核. 

② 卩4位旋不变性，英文为 inotopic invariance , 也有称为 isobaric invariance . 



第十六章核结构 


这可根据 PP 散射和 pr ) 敗射的实验数据分析中得出 （ G . Brdl . E . U . Condon . R . D . Pre ^ nt , 1936 ). 
实际 h , 中子和质子间的这个质掛差別很可能还是由电磁原 W 造成的. 

先由 W . Hei ^ nbcrg ( 1932 ) 所采用，并由 B . Caawn 和 E . II . Condon ( 1936 ) 拿来描写同位旋不 
文献中也能找到相反的指定. 


不全同，它的态肯定不限于波函数为反对称的态•但是我们发现，在 pn 系统的各 
种可能态中有些态在性质上和两个全同核子系统的态差不多精确相同①.这些 
态当然是由反对称波函数描写的 （ pn 系统剩下的态由对称波函数所描写，在 pp 
和 nn 系统中并不存在）. 

同位旋不变性和电荷对称性一样，仅当略去电磁作用后才能成立.同位旋不 
变性为什么只是近似正确的另一个理由是，中子和质子间存在着很小的质量差 
别； 如果中子和质子间真是精确对称的，它们的质量当然也应等 同②. 

有一种方便的表述方式可以用来描述同位旋不变性.它是根据下列事实自 
然地得到的，即同位旋不变性相当于把核子系统的态按其坐标-自旋波 函数少 
的对称性进行分类的可能性，而与所述及的核子类型无关，因此在所找的表述方 
式中，我们一定有可能定义一个描述系统状态的新量子数，用以唯一地确定函数 

少的对称性.与此类似的一种情况，我们早已在粒子自旋为 f 的多粒子系统中碰 
到过.我们在§63中看到，如果指定了这个系统的总自旋 S , 则其坐标波函数史 
的对称性就被唯一地确定，而不管每个粒子的自旋分景^究竟取：中的哪 
个值. 

因此在对同位旋不变性进行形式上的描述时，我们就有理由把中子和质子 
看作同一个粒子（核子）的两个不同“电荷态”，它们的区别在于一个新矢量 T 的 

分貴具有不同的值，这个新矢 Mi ■在形式上与自旋为 | 的自旋矢量具有完全类 

似的性质•这个新量通常称为同位自旋或同位旋③，它是“同位旋空间 
(当然它和实际空间毫无关系）中的一个矢量. 

—个核子的同位旋的 f 轴分量只能取 : 两 个值. ++值被任意地指 

定给质子，值则指定给中子④•几个核子的同位旋可按通常自旋的相加法则 

相加成为系统的总同 位旋. 系统总同位旋的 （ 分量等于各个粒子的值之和. 
对于一个质子数为 Z (即原子序数）中子数为 yv 质量数4 = z + / v 的核，我们有 

T c = X r c = Z -~ A . (116. 1) 


①②③.④ 
性 
变 
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亦即当核子数固定后，能给出该系统的总 电荷. 因此7；显然是—个严格守恒 
量，它简单地表达了电荷的守恒. 

正如总自旋 s 确定了自旋波函数的对称性那样，系统总同位旋的绝对值 r 
确定了该系统“电荷部分”波函数 w 的对 称性. 从而也确定了坐标-自旋（即通 
常的）波函数必的对称性，这是因为核子系统的总波函数（即 乘积屮 w ) 必须具备 
—定的对称性，它和所有的费米子系统一样，对两个粒子的坐标，自旋以及“电 
尙变的同时对换必须反 对称. 因此任一核子系统中波函数存在着确定 
的对称性，在上述处理中被表达成为 r 的守恒性 • 

• 我们也可以换一种说法，所谓同位旋不变性，是指系统的性质对同位旋空间 
中的转动具有不 变性. 仅仅是&值不同的各个态 （ r 和其它量子数具有定值）具 
有相同的 性质. 电荷对称性（中子和质子互换后系统性质的不变性）不过是同位 
旋不变性的一个特例，可以看成是对所有々的同时变号所具有的不变性，亦即 
绕同位旋空间 fTj 平面内的一个轴旋转180°所具有的不变性. 

根据以上的处理显然可知，同位旋不变性必然会被库仑作用所破坏，库仑作 
用与电荷有关，也就是和同位旋的（分量有关，故对空间内的转动并不具备 
不变性. 

我们以双核子系统为例，它的总同位旋可取 r = i 和 r = o 两个值 • r = 1时 
^分 量的可能值为丨，0, - 1.根据 （116. 1), 相应的电荷值为2,1,0,亦即 T =\ 
的系统可以是 pp，pn 或 rni .7^1 的波函数电荷部分 w 是对称的（正如对称的自 
旋波函数对应于自旋 S = 1 —样，参考 §62) •所以 T = l 的态具有反对称的通常 
波函数 < A . r = 0 时只能有7； =0,相应的波函数 w 是反对 称的； 因此它只和 pn 系 
统中少 波函数为对称的态有关. 

同位旋对应于一个算符它作用在波函数的电荷变置上，正和自旋算符 
5作用在自旋变■上一样■鉴于两者在形式上完全类似，算符和之， 

算符一样，由 （55.7) 式的泡利矩阵给出. 

下面来给出这些算符的某些组合形式，它们具有简单的直观含义.下列算符 

作用在中子波函数上把它变成质子波函数，作用在质子波函数上则等于零.同 
理.算符 



把质子变成中子，并把中子“湮没”掉.最后，下列算符 
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使质子波函数不变并把中子波函数湮 没掉. 上式乘 e 后可以称为核子的电荷 
算符. 

现在来证明，两个粒子的对换算符卢可以用它们的同位旋算符表达 
出来•根据定义，对换算符作用在双粒子系统波函数 a , ;r: , 上的结果 
是使这两个粒子的坐标和自旋同时对换，亦即变量和/对换.这个算 
符的本征值为±1，当它作用在对称的或反对称的必波函数上时就有 

~ 反仰 =-0 反对 》- (116.2) 

前面已经讲过，少 ㈣ 和屮分别对应于总同位旋 r = o 和 r = 1的电荷波 

函数 0 V 由此可见，为了把 P 表成作用于电荷变量上的算符，它就应该具有下列 
性质 

= <Oo , Pa >, = - OJ ,. (116.3) 

这两个条件能被算符1 所满足，这是很易看出的，只要注意到是算符浐 
的本征函数，具有本征值 7 xr + i ). 最后，写出 r = T| + T 2 并且考虑到 T | 和^都 

具有定值 T(T + 丨） = f , 即得所求的表式① 

p = ^ - T 2 = - y -2^, . T 2 (116.4) 

对于核子系统中各种物理最的矩阵元，存在着一定的同位旋选择定则 （L . 
A. Radicali, 1952) ■设 F 为具有相加性的某个量（任意秩 张量） ，亦即它对于整个 
系统而言的值等于对各个个别核子而言的值 之和. 我们把这个量的算符写成 

卢=1人+ IA ， 

式中分别对该系统内所有的质子和中子 求和. 这个表式可写成下列等同形式： 

“S (+')/• = 

=y Z (人 + /.)+ S (116.5) 

式中每项都是对所有核子（质子和中子）求和. （116. 5) 中的第一项是标量，第二 
项是同位旋空间中矢 M 的（分 量. 因此它们对同位旋而言的选择定则，与普通空 
间中的标最和矢燉对轨道角动鼋而言的选择定则（见 §29) 相同： 同位旋标量只 
允许不改变 7" 值的 跃迁； 同位旋矢量的（分量只能有 Ar = 0 或± 1的跃迁矩阵 
元•对于7； =0的两个态，也就是对于中子数和质子数相等的系统.不能有 = 

0 的跃迁.这是因为 Ar = o 的跃迁矩阵元是和 r f 成正比的（见 （29.7) 式）. 


①这种形式的算符•已在862例埋中用粒子的通常自旋导出过. 
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以原子核的偶极矩为例,人为 w •而人 =0.( 丨 16. 5) 中的第一项为 


因而和质心的径矢成正比，适当选取原点后可使它等于零.可见核偶极矩可化成 
同位旋矢 ft 的（分量 . 

§117 核力 

作用于核子之间的核力的主要特征是力程很短：在数量级为 1( T U cm 的距 
离处指数式地衰减. 

在非相对论极限下我们可以这样说，核力与核子的速度无关并且 有势； 核内 
的核子速度大约是光速的 1/4( 见后）.两核子的相互作用势能不但和距离； ■ 
有关而且相当强烈地和它们的自旋有关① •{/ 和 r 的确切关系当然只能由核力理 
论去确立，至于它和自旋的关系则可根据自旋算符的性质经过简单考虑后得出 • 
可供我们支配的与相互作用能最 f / 有关的矢量一起只有三个，即两核子间 

的单位径矢量/ I ,以及两个核子的自旋 S , 和 s 2 . 根据自旋+算符的一般性质，它 

的任意函数可以化成线性函数（ §55) •再考虑到乘积/» . s 不是真标量而是赝 
标墩（因为 n 是极矢量而 s 是轴矢量）•于是很明显，从三个矢量出发只 
能构造出两个与自旋呈线性关系的独立标量，即 （ s , • s 2 )(„ • *,)(„ . S2 )®. 

从而，两核子的相互作用算符计及对自旋的关系后，可以写成三个独立项 
之和： 

々•遘 = U t ( r ) + U 2 ( r )(. S , • i 2 ) + 

+ £/,( r )[3( i , - n )( S , - n ) - s , • SJ , (117.1) 

其中两项与自旋有关 ，一 项无关.第三项被写成这样的形式，是使它对 „ 的各个 
方向平均后等 于零. 这一项所描述的力通常称为张 量力. 

(117.1) 中的下标“普通”表明这个算符不影响核子的电荷态.实际上还存 
在着作用后使质子变成中子以及中子变成质子的相互作用.这种“ 交换” 作用的 
算符与 （117. 1) 不同之处在于还含有 （116.4) 的粒子对换算符： 

&交換 = + U ,( r )( s , • s 2 ) + 

+ fJ t ( r )[ 3 ( S , - n )( s 2 - n ) - S , ■ s 2 ]\ P . (117.2) 

总的相互作用算符为 


① 从这一点讲来•粒子作用和电子作用有很大的不同.后者的 fl 旋 - 0旋作用是纯相对论性的而 
巨（在原子中 > 很小. 

② 这里《定了核力是空间反演不变的，亦即不能含有赝标最.迄今为止没有实验否定这个假设. 
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“Ld (117.3) 

可见两核子的相互作用要用六个不同的距离函数来 描写. 这些项一般讲来都属 
于同一数鷇级①， 

(117.1) 和 （117. 2) 中的自旋算符可以用总自旋算符 S 表出，把+之 
和 i ./ iq . n + h./i 平方起来并利用 = g =-|*,(5, - n ) 2 =( s 2 • n ) 2 =-^ - 
(见 （55. 10) 式），我们得 

( s , •«)( s 2 -/»)= y [( S - n ) 2 - yj . (117.4) 

算符 i 2 和 i 对易，因此对于 （117. 丨）和 （117. 2) 中前两项所代表的作用讲 
来，系统的总自旋矢量是守恒的•张量作用含有算符 （S . /I) 2 , 它和# 对易但和 

矢 tti 本身不对易•结果只有总自旋的绝对值守恒，它的方向不守恒. 

双核子系统的总自旋 S 可取0和1,总同位旋7•也是这样，因此这个系统所 
有的态可按 S 和 r 值的不同分成 四类. 每类的态具有相互作用算符 _4( r ) (对 

S =0 m / l ( r ) + fi ( r )[( S . n ) 2 -争](对 S = l ), 可按每类情况由一般表式 
(117.3) 化出（见题丨）②. 

s 和 r 给定后，系统的态是按总角 动蛰值 _/和宇称分类的•我们知道 ， ；r = 0 
和 r = i 分别对应于波函数少为对称的和反对称的态•另一方面， S 值确定了波 
函数对自旋变量的对称性 （s = i 对称 , s = o 反对称）.显然，当 s 和 r 给定以后， 
波函数对空间变量的对称性（态的宇称）也被 确定. 同位旋 t = o 的态只能是偶 
的三重态 （s = l ) 或奇的单态 （ S =0); 而同位旋 T =\ 的态均为奇的三重态或偶 
的单态. 

由于自旋作为矢量并不守恒，轨道角动量一般也不守恒，只有两者之和/ = 
L + S 是守恒的.可是 L 的绝对值也有可能守恒，这是因为给定了人 S 和宇称 


① 还" I 捉一下依輳于核子速度的相互作用.在速度的线性近似下，珂以用一个从有 [ v ,( r ) + V 2 ( r ) 

/]< Z • S )形式的算符来描写，其中 t = r > < p 是两核子相对运动的轨 in 角动 ft , ^> 是动 R . S = I| +* 2 .这个 
算符含？ f 两个 r 的函数.根据宇称及时间反演不变性„和5 • n 等项被排除， 

② 有关 KK 件质的实躲表明，7" = 0.5 = 1的核子作用 A 冇强的引力和一个深的••势阱•’（张 ft 力的 
存在使它难于用函数 4( r ) 和的性质表达出来）.此外，根据埂测到的笊枝四极矩的符号，可知这个态 
的张*力中 8( d 的系败 fi 负的.根据核子敗 射实 验结果，可知 r = i . s = o 的作用 也是引 力作用，但比较 
弱，特 別是不 能形成双粒子的稳定系统. 



(或 as 和 n 后，有可能只有一个特定的 i 值可以与之相容（记得双粒子系统的 
宇称为 （ -1) 1 ).例如5 = 1,_/ = 1的奇态只能有 i = l , 即汴 ，.在 其它情形下，给 
定了 人 s 和宇称后可以有两个不同的 L 值，因而 L 是不守恒的.例如 S = l ,_/=2 
的奇态可 以有/ ^ = 1 或/ ^=3,这是一个组合态 3 P 2 + 3 F 2 . 

因此我们得到双核子系统的下列各种可能态（符号 * 代表宇 称）： 
r=i ： 3 p 0 -, 3 p 1 -,( 3 p 2 + 3 F 2 )-, 3 F；,- 

'S 0 \'D ； ,' G ； 

t=o ： Cs, + 3 D,) Vd;,( j d j+ 3 g 3 ) ♦，… 

' P .'/ F ；,- 

核力一般讲来并不是相加性的•这就是说，两个以上核子所组成的系统中， 
它的核力作用并不等于其中所有各对粒子的核力作用之和.然而，与二体作用相 
比较，三体作用和多体作用看来并不重要，因此在讨论复杂核的性质时，在很大 
程度上我们仍可以二体作用的性质为基础. 

原子核实验结果表明，当粒子数增大时，核子系统开始类似于宏观的“核 
物质”，它的体积和能最都与4成正比地增长（质子间库仑作用以及核的自由表 
面所产生的那些效应都是很小的）•产生这种现象的核力性质称为饱和性 • 

饱和性的存在使核子的二体作用函数 U t ,-, U 6 受到一定的 限制. 假定所 
有粒子都集中在核力作用半径那样大小的一个体积内，使得每对粒子间都有相 
互作用存在.如果有这样一种核子组态 （ 以及这样一些自旋取向）其中每对间的 
作用力都是吸引力，那么这个系统的势能是负的并且与/成正比，其动能是正 
的并且和 <4 5/3 成正比 （/! 的较小幕次）①.显然，在这种条件下会有足够多的核子 
集中到一个与4无关的小体积中去，即不能形成核物质.由此可见，核力饱和性 
可以表成这样的条 件：与 /成正比的负作用能饅的那些组态都不存在（见 
题 2). 

核物质体积与其粒子数的正比性可用下式 表出： 

R = r 0 A ' /i . (117.5) 

上式给出了核半径和核中粒子数 <4的关系•实验结果（电子和核的散射）给出 
r 0 = 1 . 1 x 10 " 13 cm. 

我们可求出核物质中核子动量的极限值（参考§ 7 0).物理空间单位体积内 
动量为的粒子所占的相空间体积为4仰〗/3,除以 （ 2 町 /^ 后即得“相格" 
数，每格中可以同时占有两个质子和两个中子•令中子数等于质子数，我们得 

① 槊中 于*—绝定体枳内的粒子其密度"与粒子数4成正比，每个粒子的动能 *5 成正比 （参 

考 （70.1)>, 故总动能 -X • A ln . 
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( 為） = T * 

y 是原子核 体积. 把 （ 1 17. 5 ) 代人得 

Po = = ( 9ir ) 1/3 27" = •■ 4 x 10 14 g • cm/s. 

相应的动能 4/2% ~40 MeV ( m p 为核子质量） ， 而速度为 

Po c 

m 广 4 • 

习 题 

i . 对具有定值的各种双核子态，求其相互作用算符. 

解： 根据一般表式 （ 117. 1 )—(117.3) ，应用 （ 116. 3) 和 （ 117.4) ,得所求的 
么 r 算符： 

〜 = ‘十” 

^'0 = "I + +"2 + "■> + +"5 + +(" 3 +K)[3(i.n) 2 -2 ]， 

= y, +jfJ 2 -U t --^-U s+ -^(U 3 -U i )[ 3 (S ■ n) 2 - 2 ]. 

2. 求核力饱和性的条件，假定张量力不存在，其它各型的力假定具有相等 
的作用半径. 

解 ：对核 子数为/ I 的系统，考虑几种极端情形的态（其它各种情形都介于其 
间）•写出这个系统中一个“平均”核子对的相互作用能为正的各种条件. 

假定原子核的总自旋和总同位旋都呈极大值 ： S a = T h =+4( 当系统中的 

粒子都是质子而且它们的自旋都平行 时）. 則每对核子具有 s = r = i , 要写出的 
条件为 

t/ u >0. (1) 

其次，设=+>4,5^ = o . 则每对核子的 r = i , 每个粒子的夂平均值为零. 

后者表明核子的 S , =+和是等概率的.在这些条件下，一对核子处于 

S = 0态或 S = 1态的概率分别为1/4和 3/4( 与 S , 值的个数 2 S + 1成正比）.因 
此核子对平均能量为正的条件为 
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+" 01 + 务 t/„ >0. (2) 

同样地，讨论 = o , s tt = y /» 的态，得条件 

+"_。+|",,>0. (3) 

在 =S tt =0的那些态中，核子对具有 SsT^l 的概率为3/4 X 3/4,具有 
； T=1,S=0 的概率为3/4 x 1/4,以此类推.从而得条件 

+ ^( "ID + "。1 ) + i^"oo >0 . ⑷ 

最后，设系统由个质 子和^ <4个中子所组成，所有质子的自旋平行并和 

所有中子的自旋反平行.单个核子为 + - + ) 的概率相等， 

核子对具有 r =0 的概率为1/4,由于这一对核子中一个是 p 另一个是 n , 故 S , = 
0.这个 S , 值以相等的概率来自 S =0 或 S = 1 的态. 因此核子对处于 T = 0 ,S =0 
态和 r = 0 ,S = l 态的概率都等于的态也有这样的概 
率，剩下5/8的概率就属于 T = S = \ 的态. 因而得条件 

j-(l/ m+ U 0 ， + U,J + |-f/„ >0. (5) 

不等式 （丨）一 （5 ) 构成核力饱和性所需的条件 • 
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原子核的许多性质可用売层模型很好地描述，它和原子的电子壳层结构基 
本上类似.这个模型中，原子核内的每个核子可以看作是在所有其余核子所组成 
的自洽场中 运动： 由于核力的作用范围很小，这个场一超出核“表面”所围的体 
枳就很快地衰减.与此相应，整个原子核的态可用指定各个单核子态的办法来 
描写. 

自洽场是球对称的，对称中心当然就是原子核的质心，这样一来，就产生了 
下列困难.在自洽场法中，系统的波函数是由单核子波函数的乘积（或适当对称 
化后的乘积之和）构成的，可是这样的函数无法保持质心不 动①： 由这种函数算 
出的质心平均速度虽然等于零，但速度值本身的概率并不等于拿 • 

当我们用自洽场法的波函数计算任一物理最时，可以采用先 
消除质心运动的办法来避免这一困难.设 /( r ., p .) 为某一物理景，它是核子坐标 


①对于职子中的电子不会产生这种闲难，因为它的质心和不动的原子核位置®合，必然记静止的. 
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和动量的函数.当用函数组少计算它的矩阵元时，我们必须在不改变必（/ ■,.) 的情 
况下把函数/中的宗量改为 

r.-r, - R , p.-*p. - 士 /»• (118.1) 

式中及是原子核质心的径矢，>1是核内粒子数, P 是整体运动的动量 . （118 .丨） 中 
的第二项相当于从核子速度，中减去质心速度 V ，/ •和 V 的关系为 P = Am p V 
( S . Cartenhaus , C . Schwartz , 1957). 

例如原子核偶极矩算符为，式中对核内所有质子求和•用自洽场法 
算其矩阵元时，这个算符必须改成 -/?)• 原子核的质心坐标为 

式中对所有质子和中子求和.由于核内质子数为 z , 偶极矩箅符最后改成 

e S r P^ e ( l -- j ) X r p - e-j Y , r n , (118.2) 

上式中的质子具有“有效电荷” e(l 中子具有“ 电荷” _ eZ // l .*(118.2) 

知，偶极矩改正项的相对数量级为 1. 不难求出，磁矩和更高级电多极矩改正项 
的相对数量级为 1//1. 

非相对论近似中，核子和自洽场的相互作用与该核子的自旋无 关:这 种关系 
只能和 S n 成正比， n 是沿核子径矢 /■ 的单位矢量，这个乘积是一个赝标置而 
不是真标量. 

但当计及依赖于粒子速度的相对论项以后，核子能量就会依赖于自旋•其中 
的最大项与速度成正比•从 s ,/ i 和《三个矢量出发可组成一个真标量 nxv s , 
因此原子核内核子的自旋-轨道耦合算符为 

^ = ~( p ( r)n xv - S , (118.3) 

P ( r ) 是 r 的某个函数，见§ 117第三个 附注. 由于 m ' xe 是粒子的轨道角动童 
W ，（118.3> 也可写成 

^ = - f ( r)l • S , (118.4) 

其中 /= A ^ oAm p •应该强调这个作用是的一级效应，而原子中电子的自旋一 
轨道耦合是二级效应 （§72), 这个差别是由于核力即使在非相对论近似中也依 
赖于自旋，而电子的非相对论相互作用（库仑力）是与自旋无关的. 

自旋-轨道作用能量主要集中在原子核表面附近，亦即函数/(…在核内衰 
减•这是因为这种作用在无限的核物质中根本不会存在，只要考虑到此时的系统 
是均匀的，显然不再存在某种优先的/»方向. 

作用项 （118. 4 ) 把轨道角动量为/的核子能级分裂成为角动量 ; ’ =/± +的 



§ 118 壳层樓型 


两个能级. 

由于（按 （31.3) 式） 


(118.5) 

分裂量为 

厶£ = ♦+ =^7 y (/ + + ). (118.6) 

实验表明，> = /+ j •的能级 （/ 和 s 平行）低于> 幻 的能级，这意味着 / (r) >0 . 

原子核中核子的自旋-轨道耦合要比该核子与自洽场的作用弱，但是一般 
讲来它要比原子核内两个核子的直接作用能量来得大，因后一种作用随着原子 
量的增加而更快地衰减. 

各种相互作用能的上述大小关系，使核能级必须按力•耦合分类：各个核子 
的自旋和轨道角动量相加成为总角动量 _/ = / + s , 由于 f 和 s 间的关系不受粒子 
间直接作用的影响 （ M . Gdppert - Mayer , 1949 ; 0. Haxel , J . H . D . Jensen , H . E . 
Suess . l ^ gX / 具有定 值①. 随后单个核子的 j •相加成为原子核的总角动 最 _/(J 
通常简称为核自旋，犹如把原子核当作一个基本粒子）•从这方面看来，核能级 
的分类与原子能级根本 不同： 在原子的电子壳层中，相对论性的自旋-轨道耦 
合一般地小于直接的电作用和交换作用，故其能级分类通常以 LS 耦合为基 
础. 

原子核中每个核子的态由它的角动景_/和它的宇称来描写.尽管矢最/和 s 
并不分别守恒，可是核子轨道角动量的绝对值可以具有定值.因为角动量_/可以 

来自 /=_/-+ 的态或者来自 /=) + + 的态，对于给定的 ） （半整数），这两个态具 

有不同的宇称 （ -1)、所以当 y 和宇称都确定后，量子数 Z 也就被确定了. 

具有给定/和_/值的各个核子态习惯上按•‘主量子数” n 编号（按能量的递增 
次序）， n 从丨开始取整数 值②. 各种态记作 l %， lp |, lp |, 等等. 其中字母前的数 
字为主最子数，字母 8 , p , d , …按惯例代表/值，下标为 ; 值.具有给定 n ，/， y 值的 
一个态中可以同时具有不超过 2)+1 个中子和不超过2_/+1个质子 • 

整个核的态（组态为给定）按惯例用_/值及该态的宇称符号+或-来标志 
(后者在壳层模型中由所有核子/值的代数和的奇偶来确定）. 


： Y 1 ' 




= > = /-y 


① 只有对*轻的原子核，隅合才接近于/ ^ s . 

② 与股子中电子能级的通常做法不間，在那里《的取值是从/ +丨开始的. 
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根据有关核性质实验结果的分析，有可能导出有关核能级位置的一系列规 
则. 首先，我们发现核子能景随轨道角动看/增大.产生这个规则的原因是，当/ 
增大时粒子的离心能随之增大，从而使结合能减小. 

其次，对于一个给定的 /,) = /+ j 的能级（相当于矢缺/和 s 平行）位于 j = l 

■能级之下.这个规则已经在前面提及，它和原子核内核子的自旋-轨道耦合 
性质有关. 

下面的规则与原子核的同位旋有关，已知同位旋的分猷7；是由该核的质最 
数和质子数确定的（见 （116. 1) 式）. 对于一个给定的7；值，同位旋的绝对值可 
取的任意值.一般讲来，原子核的基态具有这些同位旋允许值中的最小 
值，即 

T v = '^ 1 - Z ). (118.7) 

这个规则来自中子-质子相互作用的一个性质，即在 np 系统中同位旋 T ^ O 的 
态（即氘核态）要比 r=i 态的结合能大，见§117的倒数第二个脚注. 

我们也能对基态核的自旋建立起一些规则•这些规则确定了单核子角动量 y 
如何相加成为核的总自旋.它表现在原子核中处于相同态的质子或中子有以相 
反的角动量配合“成对”的趋势.这种 PP 和 rui 对的结合能约为1或2 MeV 的数 
量级. 

这个现象特别表现在偶-偶核中（原子核含有偶数个质子和偶数个中 子）， 
上述规则使核子角动 M 成对地抵消掉，结果使这种核的总角动嫌等于零. 

但如原子核具有奇数个质子或中子，并且满壳层外的所有核子处于相同态 
中，该核的总角动 S 通常就等于一个核子的角动量，因为所有的质子和中子配对 
以后只剩下 r — 个核子（满壳层的总角动量必然为零）. 

对于奇-奇核 （Z 和 /V 都是奇数），没有一般规则足以确定基态的自旋. 

对原子核内各个壳层具体填充方式的讨论，需要对现有各种实验数据进行 
详细的分析，这就超出了本书的范围•下面只想大致地提几点 • 

研究原子性质时我们曾经看到，电子态可以分成若干个组，每当填满一组转 
人下一组时，电子的结合能就下降.对原子核也有类似的情况，核子态可分成下 
列 各组： 
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核子数 

ls i/2 2 

lP3/2 ， lPl/2 ， 6 

14/2 ， 14/2 ， 2 s i/2 12 

UPwlfwH 30 ( 118 . 8) 

2 d s/ j ， 1 g 7/2 ， 1 h " /2 ,2 d 3/ J ，3 s l/2 ， 32 

2f 7/J , 1 h 9/J , 1 i| 3/2 ,2f J/2 ,3p 3/2 ,3 p l/a 44 

每组给出 f 质子或中子的总空位数•根据这些数字，每当原子核中的质子总数 Z 
或中子总数/ V 等于下列各数之一时，就有一个组被填满. 

2,8,20,50,82,126. 

这些数通常称为幻数① 

?• 和〜都是幻数的“双幻"核特别稳定.与邻近的核相比，它们再结合一个 
核子的能力特别弱，从而它们的第一激发态特别高②. 

(118. 8) 所列各组的态，大致上反映了一些核的填充次序•但在实际上，却 
发现填充过程是相当不规则的，此外还应注意到，在不接近于幻数的重核中，能 
级间距可能和“成对能量”差不多大小，单个核子对作为一个状态成分的态概念 
本身也在很大程度上失去意义. 

我们对壳模型中核磁矩的计算作几点说明•我们所指的当然是对核内的粒 
子运动平均以后的 磁矩. 这个平均磁矩#显然是沿核自旋/的方向，它是核内 
唯一的特殊方向，因此它的算符为 

/i (118.9) 

M « 是核磁子4是回转磁 因子. 磁矩分量的本征值为足 = t i 0 gM J . 它的最大值 p = 
叫贫■/通常简称为核磁矩 M (参考（丨丨丨.丨）式）.采用此记号后有 

A =fd/J. (118. 10) 

核磁矩是由满壳层以外的核子磁矩组合而成的，因为满壳层内核子角动量 
已经抵消掉■每个核子在核内产生的磁矩由两部分组成 ：自旋 部分和（质子情形 

下）轨道部分，亦即可表成(此后我们略去因子 M 。，即核磁矩通常以核磁 
子为单位）.自旋的和轨道的旋磁因子，对质子为 g , = =5.585; 对中 子为# r , 

= 0, g , = -3.826. 

对核内的核子运动平均以后，磁矩就正比于人把它写成 j •形式后，我们有 


① lf 7/2 各态 （8 个空位）有时单独编成一组，所以28也具有某种幻败性质. 

② 这些核有〗 H e! ,； 6 0, «Ca a 核不能再加进一个 核子. 
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A . ^ 1 一 1 ^ 

gjj =gj +g,l =y(« , i +g,)j +y^' ~s.) (I ~s) 


上式两边乘 = / + 取其本征值得 

gj(j + 0 =Y ( ' gi +g - W +1 ) + 

+ y (^- g -.)[/(/ + l ) - s( s + l )], 

令, = +，_/ = Z ± + , 得 


g l =g,±^fA L . ; = / 士冬 • 


21 

取上述旋磁因子值，对质子磁矩 g p =« y 有 


对中子有 


/ = /- 


2. 29 \ . 


2， 


j = l + 可 ， 〜=_/• +2. 29. 


1.91. 


2 ' 


; = “+， ix „ = -1.91. 


(118. 11 ) 


(118.12) 


(118.13) 


( T . Schmidt , 1937) 

如果封闭壳层外只有一个核子 ，（118. 12) 和 （118. 13) 直接给出了核磁矩 • 
对于两个核子，磁矩的相加也是很简单的（见题 丨）. 当核子数超过2时，磁矩的 
平均必须用该系统的波函数，后者由单个核子波函数以适当的方式构成•如果核 
子组态以及整个原子核的态已经给定，当所给组态中具有给定 ■/和 『值的态只 
有一个的时候，系统的波函数能够唯一地构成（例如见题 3) .否则的话，原子核 
的态是几个（•/和7■相同的）独立态的混合，而核波函数中的线性组合系数一般 
讲来还是未知的①. 

最后可指出，原子核内核子自旋-轨道耦合的存在，使得核内质子产生一个 
(118.9) 式以外的附加磁矩 （ M . Gfipper - Mayer , J . H . D . Jensen , 1952) .其理由 
是，当有外场存在时.显含粒子速度的相互作用算符中应把动量#改成 
c .( 118. 3) 式作此替代后，采用 （111. 7) 式的矢势，我们发现质子哈密顿算符中 


①但是，对核进圯的"单粒子"计算，实际上相当不精确•这时（丨18. 12) 和 （118. 13) 中的两对值不 
M 磁矩 的梢确 (而只逛其上下限. 



含有下列附 加项： 
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<p(r)^-n xA • s =/(r)^^r x (H xr) . s = 

=/(r> 2 ^^x (s xr) - H. 

这一项等价于附加磁矩的出现，其算符为 

A 明加 = -^^(r)rx(Sxr) = 

= ~2 cft r ^ r ^ I ® ~ (« - «)«l (118.14) 

习 题 

1. 试求双核子系统（具有总角动乂 +_/ 2 )的磁矩，用两个核子 磁矩叫 
和 / i 2 表出. 

解： 与推导 （118. 11) 式类似，我们得 

色 = 丄 1 ^ \ (>■ -Ji ) (>■ +h + 1 ) 

1 ~ 2 W', h I 2 ly, ~J) /(y + 1) • 

2 •试求三核子系统的各种可能态，每个核子的角动量 y = 3/2 (主 量子数 

相同）. 

解：与 §67 中求等效电子系统的各种可能态类似，每个核子可以处于 （ m; , 
7>)值不同的下列八个态中的一个： 

(3/2,1/2),(1/2,1/2),( -1/2,1/2),( -3/2,1/2), 

(3/2, -1/2),(1/2, -1/2),( -1/2, -1/2),( -3/2, -1/2). 

把其中的三个不同态组合起来，可得值不同的下列各种三核子系 
统态： 

(7/2,1/2), 2 (5/2, 1/2), (3/2, 3/2 ),4 (3/2, 1/2), (1/2, 3/2 ),5 (1/2, 

1/2).( 括号前的数字代表该态的数目，和 ' 为负值的态无需写出）.它们对 
应于以下各种 （/,7) 值： 

(7/2,1/2),(5/2,1/2), (3/2,3/2), (3/2,1/2),(1/2,1/2) 

3. 某组态由处于 p 5/2 态的两个中子和一个质子所组成 （„ 相同），求其基态 
磁矩（计及同位旋不变性）①. 

解：此 组态的基态具有_/ = 3/2,根据本节所给规则，它的同位旋具有最小值 
T= \T ( \ =i-. ， 


① Li 7 核 具有这 种坩态（在封闭壳层外 面）. 
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现在来求对应于最大值财/ =3/2的系统波函数.这个值可分别来自 pn , n 
的下列各组 m , 值（两个核子相同时要用泡利原 理）： 

(fl ••- 夺 ) ， ( 夺 -I) ， (ff _ + ) ， ( _+ ，夺 , + ). 

因此所求的波 函数屮 $具有下列线性组合形式： 

少:。]+ 

+。[ o'l ：\^] + d [ 池; n , ( i ) 

式中的[…]代表三个单核子波函數 屮？ 的反对称乘积（即 （ 61 • 5 ) 的行列式 
形式） • 

下列算符作用在 （丨） 式上必等于零（见§ 67,例 题）： 

f -= t •/♦= i ； v j . 

* = • f ■ I 

f ° 算符把第 i 个核子的质子波函数变成中子波函数（把中子波函数变成零）•因 

此很易看出，算符使 （丨） 式第一项的行列式中有两行都变成零，同时把其余三 
项的行列式变成相等.因此得下列 条件： 

6 + c + c/ = 0. 

其次，对_/ = 3/2而值不同的各个单核子态，我们有[根据 （27. 12)] ： 

]Kj ， = 召 O = ㉛、' 

由此很易找出人算符作用在（丨）式上的结果为 

(有几项的变号与行列式中各行的置换有 关）. 上式等于零的条件为： 

a + 6 - c = 0 , 
c - d =0. 

根据以上诸条件再加上 （ 1 ) 式的 归一化 条件，可得出 

° =~ 7 = » ° = c = d =— —— . 

/ T 5 /15 /15 

考虑到叼态中质子（或中子）磁矩的平均投影值为 弘 pTO / 只或 ) ,即可 
求得由 （ 丨 ） 式波函数算出的系统磁矩平均值，它等于 

+ ll ( = li (, H + ^) - 

根据 （118. 12),(118. 13) 式，处于 p 3/2 态的核子有 Mn = -1.91 ， Mp =3. 79.结果得 
/x =3.03. 

4 - 设满壳层外的所有核子都属于同一态，并且质子数等于中子数，求核磁 


矩. 
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解 ：由于 / V = Z 时同位旋分量值7； = 0,因此只有下列算符的同位标量部分 
才有对角矩 阵元： 

/i = X ^ + Z s) P ； 

" P 

参考§ 116之末.根据 （116. 5) 式取出以上算符的同位标量部分，它等于 

4-( +g P ) z •/ = +(«■„ +&)』- 

因此总平均核磁矩等于 + gp ) j . 

5. 计算角动量为_ /的核 子的附加磁矩，用 （118. 6) 式的自旋-轨道分裂值 
把它表达出来 （ M . Goepper - Mayer , J . Jensen , 1952). 

解： 对算符 （118. 14) 的角部求平均[把 （118. 14) 大括号内的表式记作乡]. 
应用§29例題中所得的公式，得出结果为 




(S . 1)1-0 • 5)/- yZ(Z + l)s 

~(2/-])(2/+3)~ 


( 2 ) 


另一方面，对核子运动整个平均以后 ， o ■的平均值只能沿^/方向，即洛 = a j ; 其中 

的 a = ( 士 •)•)// •把 （2) 式中的矢量投影到_/上[并且考虑到算符 j 和 （/ . S ) 是 
对易的]同时把/ . s ，/ : 等等改成它们的本征值，经过简单计算后可得下式所示 
的核子附加磁矩（以核磁子为单 位）： 

(>山+时）， 0) 

是枝子 质量， R 是核半径.由于 /( r ) 在核内深处很快地衰减，求 r 2 / 的平均时 
可以把 r 2 改成/? 2 . (3) 中的/可按 （118.6) 式表为自旋-轨道分裂值. 
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在有心力场中运动的粒子组不可能具有转动能谱，在璜子力学中，这个系统 
的转动概念是没有意义的•这一点适用于 §117 中所讲的具有球对称自洽场的 
原子核壳层模型. 

把一个系统的能1分成“内在”和“转动”部分,这在量子力学中没有确切的 
含义，它只能是近似的并且在下列情形下才是可能的，即由于某种物理原因，这 
个系统能够很好地近似成为运动于某一给定非球对称场中的粒子组•考虑到这 
种场相对于某一固定坐标系转动的可能性，结果就有能级的转动结构.例如分子 
中就出现这样的情形，它的电子谱项可以作为运动于给定的固定核场中的一个 
多电子系统的能级来加以确定. 
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实验表明，大多数原子核确实没有转动结构，这意味着对这些核来说，球对 
称自洽场是一个很好的近似•也就是说，除有量子涨落外，这些核是球形的. 

但也存在另一类核，它们具有转动型的 能谱； 它们大致位于原子量为150 < 
< 190和4 >220的范围内，这个性质意味着，球对称的自洽场差不多对这些核 
是完全不能适用的，而从原则上讲，应在事先不作对称性假定的情形下去求自洽 
场，以便使这些核的形状也能“自洽地”加以确定.实验表明，这类原子核的正确 
模型是这样的，它的自洽场具有一个对称轴和一个垂直于它的对称平面（亦即 
具有旋转椭球的对称性）.非球形核的概念在 A . Bohr 和 B . R . Mottelson ( 1952— 
1953) 的工作中得到了详尽的发展. 

需要强调的是，在这里我们考虑的是性质上不同的两类核.这一点特别可从 
下列事实看出，核或者是球形的，或者就是“形变程度”并不很小的非球形. 

核内未满壳层的存在有利于非球形的出现，而核子的配对现象看来也相当 
重要•另一方面，封闭壳层趋向于给出球形核，一个典型例子是双幻核 fPb : 由于 
它的核子组态的封闭性，这个核（以及邻近于它的核）是球形的.这就使得在非 
球形重核序列中出现了一个间断. 

非球形核的能级由两部分组 成：“ 固定”核的能级和整体转动的能级.在 
偶-偶核中，转动结构的能级间距小于“固定"核的能级间距. 

非球形核的能级分类在许多方面类似于由两个相同原子组成的双原子分 
子，因为这两种情形中粒子（核子或电子）所处的场具有相同的对称性.因此我 
们可以直接应用第十一章中所得的一系列结论①. 

我们先考虑“固定”核的状态分类，在轴对称场中，只有角动 敏沿对 称轴的 
分量是守恒量•因此每个核态首先由总角动量的分量所描写 ©, 它可以是整数 
或半整数.根据波函数在所有核子坐标（相对于该核中心）反号时的行为，能级 
可用偶或奇 （ u ) 描述. 

此外,/7=0时，根据波函数对通过核轴的平面的反射行为，可分为正态和负 
态（见 §78). 

偶-偶非球形核的基态为 0/( 零代表值），对应于具有零角动景和最高 
对称性的波函数.这是所有中子和质子配对的 结果. 如果原子核含有奇数个质子 
或中子，我们可以考虑在偶-偶核实的自洽场中的“单个”核子态•此时的值 
由该核子的角动量分傲 w 所确定.同理，奇-奇核中的值由奇数中子和质子 


① 应该彷出•我们所讲的能级分类的类似性指 的是双 顷子分子不是指对称 陀蠔. 一个多粒子系统 
在轴对称的场中运动.绕场轴转动的《念就失去意义.正像有心力场中的系统绕任一轴旋转的槪念一样. 

② 按定义有/2>0(正如双原子分子中的敵子数/ I 是正的 一样） ，记得在双原子分子中，仅当被 
定义成为2并且乏可正可负（取决于轨道 角动敏 和自旋的相对方向）时,才能異有 负值. 
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的角动量分最所 确定： 

/2 = l(y p ± I . 

需要强调的是，我们不能说核子的自旋分量及其轨道角动量分量同时具有 
定值.理由是这样的，虽然核子的自旋轨道耦合小于它和核实自洽场的作用能， 
但它并不小于假如微扰论可用（从而核子的自旋和角动最可以近似地分开考 
虑①）时核子在自洽场中应有的相邻能级间距. 

现在考虑非球形核的转动结构•这个结构中的间距小于原子核中核子的自 
旋-轨道作用.这相当于双原子分子理论中的情形< §83). 

转动核的总角动1： •/ 当然是守恒的，对给定的的取值是从 开始： 

J=n, 12 + 1, /2 + 2,-； (119. 1) 

见 （83.2) .对/2 = 0的原子核,的可能值还有一个附加限制 : o : 和 Or 态中的_/ 
值只能取偶数，而0/和 0) 态中的只能取奇数（见 §86) •特 别是偶-偶核基项 
(0/) 的转动能级中，_/的取值为0,2,4, •••• 

原子核的转动能量由下式 给出： 

=|,7(7 + 1), (119.2) 

/是原子核的转动惯量（绕垂直于对称轴的一个 轴）； 这个公式对应于双原子分 
子理论中的类似表式 [(83. 6) 式中依赖于_/的那一项]•最低能级对应于/的最 
低值，即■/= /3. 

根据 （ 119. 2>, 能级的转动结构可用某些间隔规则来描写，这些规则和能级 
(/2为给定）的其它特征无关•以偶-偶核基项的转动结构部分（具有 J =2,4, 6, 
8 ,…） 为例，从最低能级 （*/=()) 开始各间距的比例为 1:3,3: 7: 12…. 

但是，（1! 9 . 2) 对= +的态讲来是不够的，这种态可以在原子核中有奇数 

个核子时出现•这种情形下，还有一项与 （119. 2) 差不多大小的能量贡献，它来 
自核子和转动核离心场的相互作用.此项与的关系可用下法找出. 

力学中知道（《力学》§39)，转动坐标系中的粒子能量含有一个附加项，它 
等于转动角速度和粒子角动景的乘积.原子核哈密顿算符中的这一相应项可以 
写成 26 k . J 的形式，式中6是某个常数， A ： 是核实（去掉一个外核子后的原子 
核）的角动鼠,《■是该核子的角动量.后者必须从纯形式意义来理解，实际上，在 

原子核的轴对称场中并不存在核子的角动最矢量，把多看作类似于自旋为+算 
符的含义是，它能给出角动量分量值为± j 的两态之间的跃迁，与/2 = j 的情形 


①然而在球形核屮却冇定义的可能.这是由于宇称和角动1的同时守恒. 
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相一致①.由于 A ： =_/ -« ■，这个算符的本征值为 

2bK ■ fr = b^J(J + 1) -K(K + l) 

为方便计，我们在上式中加进一项与 J 无关的常数项当_/ =尺±|时上式就等 

于士屮4). 

如果利用偶-偶核实的角动鼠 k 是一个偶数的事实，上述表式可写成 
(•/ + + ). 因此对=+的原子核转动能最，可得下列表示式： 

£ «动 = jjJ(J + D +( - 1 广 (•/+ + ). (119.3) 

( A . Bohr , B . R . MoUelson ,1953) .注意当常数 6 是正的并且足够大时 ，y =3/2 的 
能级可能处于•/=+能级的下面，亦即转动能级的正常次序（最低能级对应于 
的 M 小允许值）将会改变. 

非球形核的转动惯最不能像具有给定形状的刚体那样去计算.这样的计算 
只有当运动于核自洽场中的核子可以看作彼此间没有直接作用时才有可能.实 
际上，成对效应导致转动惯量的减小，使它小于刚体值. 

非球形核的磁矩 M 包括“固定”核的磁矩和来自核转动的磁矩，前者 （对核 
内的核子运动平均以后）沿核轴，可写成 〆 /!, 〆 是它的值,„是沿核轴的单位矢 
量，来自转动的磁矩（经过同样的平均以后）沿矢最7方向，这个矢莆是原 
子核的总角动最减去“固定核”中核子的总角动■②.故 

H =ix'n + g,{J -On). (119.4) 

&是转动核的旋磁 因子. 由于转动中的磁矩仅由质子所贡献，我们有 

L 

^'= TTT > (119.5) 

式中/„和 / p 是原子核转动惯罱的中子部分和质子 部分. 对一个质子系统，简单 
地有 A = 1•—般说来，（丨 19. 5) 式的比值不等于原子核的质子数和质量数之比 
Z/A. 


① 《=+悄形的特点是，只有厲于同一能级并 a 角动供分最值反号的两个态之间才存在#能嫌傲 
扰项的跃迁矩阵允，这就使得即使坫微扰论的一级近似中也出现能级位移. 

这种现象与《 = +的双原子分子能级的4双线 （ S 88) 相类似. 

② 这个写法仅适用于 《 的情形（见® 2). 
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对核转动平均以后，磁矩沿守恒矢量 • /的 方向： 

fi =^J = (/i' -S2g r )n +gj. 

和通常做法一样，上式两边乘 j 后取本征值，对 /2 = y 的基态核，有 

M = +^)~. (119.6) 


习 题 


1. 试用^ 表达转动核的四极矩 Q ， Q 0 为相对于核轴 （ 固定在 核上） 的四极 
矩 （ A . Bohr 1951 ). 

解：转 动核四极矩张量算符可通过仏表成 

=y^o («*«* - ) - 

这是一个零迹对称张量，由核轴单位矢量《的分量所组成，并且 Q ll = Q 0 . 对原子 

核转动态求平均的方法类似于§29中例题之解（不同之处是 n ,}, = /2,而不是 
零），从而得到 （75. 2) 那样的表式，而 


Q = Q a 


3Z2 2 -y(y+ 1) 


(27 + 3 )(y + l 
对 = y 的原子核基态，我们得 

(27-1)； 


Q = Q 0 


(27+3)(； 
•/增大时比值 Q / Q 0 趋于丨，但是很慢. 


1) 


2. 求= ^■的原子核基态磁矩. 


解 ：此时 的磁矩算符可用本节引进的士算符写成下列形式 
it = 2fjL , a- + g t K 9 k -j - O'. 

以下的计算和本节介绍的相同.如果_/= = 士对应于原子核的基态^ =</ _+ = (^， 

我们有 /X = 〆 ；如果基态中 J = 3/2 | 以及尺=_/ =2 ) ，则弘= (9 g r -3 fi ')/5. 

3_求偶-偶核基态转动结构的前几个能级的能量，该核具有旋转椭球对 
称性. 

解：偶 -偶核基态对应于最对称的•‘固定”核波函数，亦即具有 Z ) 2 群的 M 表 
示对称性的波 函数. 因此对给定的_/值共有+ 1个（_/为偶数时）或 + ( y - i ) 
个（•/为奇数时）不同的能级.>/ = 2时由§ 103题3的 （7) 式给出，_/ = 3时由 



§ 103 题 4 的 （8) 式给出. 
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原子核的特殊性质（有限的质量，大小，自旋）使它不同于库仑场有固定力 
心，这对原子的电子能级产生一定的影响 • 

其中的一个效应称为能级的同位素移位，这是原子从—个同位素变到另— 
个同位素时的能级变动•当然，我们感兴趣的实际上并不是一个能级的 变动而 
是谱线中观测到的能级间距的变动，由于这一原因，我们实际上需要考虑的并不 
是原子的幣个电子壳层的能麗，而只是与参与跃迁的电子有关的 那—部 分能量 
轻原子中，同位素移位主要来自核的有限质量，计及核的运动后，哈密顿算 
符中出现以下一项： 


2^( ? A)' 

式中的 M 是核的质量,是电子的动量①•来自这个效应的同位素移位因而由 
以下平均值 给岀： 


+ ( 是-忐)(1岣' (120.1) 

这个平均是由有关原子态的波函数算出的 （ A /, 和是两个同位素的核质量）. 

重原子中，同位素移位的主要贡献来自原子核的有限大小•这个效应实际上 
只对处于 s 态的外电子能级才是显著的，由于 s 态波函数 （与 的态不同）当 
r —0 时不趋于零，所以在“核内”找到电子的概率比较大我们来计算这种情形 
下的同位素移位②. 

令史 （0 为核场的实际静电势，不同于点电荷的库仑势 Ze / r . 与纯库仑场 
Ze / i ■中的值相比较，电子能量的改变由下列积分给出： 

AE = -ef (^p -y )</ f 2 ( r ) dK , (120.2) 

式中的 ( Mr ） 是电子波函数， s 态中这个函数是球对称的并且是实函数.上式中 
的积分从形式上讲来虽然延及整个空间，但实际上被积函数中的口 _ Ze/r 只在 
核体积内才不等 于零. 另一方面，当/ —*0 时 s 态波函数趋于一个常数（参考 
§32)，而且实际上甚至在核外就已经达到了这个常数值因此可把 〆 移出积 


① 在原子的质心系中， K (子核动量和电子动置之和等于 零：; ^ =0.因此它们的总动能为 

1 ^) - 

② 以下给出的计算中没有考虑到原子核附近电子运动的相对论效应，从而只当条件 Z / /Ac<<1 满 
足时才能成立. 
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分号外，并把这个由库仑点电荷算出的改成它在 r =0 处的值 • 

为了进一步变换这个积分，利用恒等式 Ar 2 =6并把 （120.2) 写成以下形式: 

= _ + e 〆(O)j* (<p - 亨 ) Ar 2 dF = - ~eiJ/ 2 (0) Jr 2 A^(p-— 

体积分的变换中已经利用了无穷远面上的积分等于零的事实.但是 △ 丄= 

T 

_ 4 ir5(r), 而且对所有的 r 有 r 2 S(r) =0. 再根据静电学的泊松公式△史= 
- 4 tt P , 式中的 p 现在是原子核内的电荷密度分布.最后得下列结果： 

Afc '=^ 2 (0) ZeV , (120.3) 

式中 


= Yel pr2dV 


是原子核的质子均方 半径. 核内质子均匀分布时 ， r 2 =3 R 2 /5 ,R 是核的几何半 
径.能级的同位素移位等于两个同位素的 （120. 3) 式之差. 

§71中曾经估计过少 (0), 表明它和原子序（假定 很大） 的关系为 7 Z . 因此 
(120.3) 所表示的分裂值和 # Z 2 成正比. 
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原子中来自原子核性质的 另一个 效应，是电子和核自旋相互作用引起的原 
子能级分裂，这称为能级的超精细 结构. 考虑到这种作用很弱，超精细结构的间 
距即使和精细结构的间距相比也小得很多，所以超精细结构必须针对每个精细 
结构成分分别加以考虑. 

本节中用代表核自旋（与原子光谱中的常用记号一致），记号/仍留作原 
子中电子壳层的总角动埴•原子（包括原子核）的总角动量记作/ + i •.每个超 
精细结构成分由这个角动量的某一个定值所描写.按照角动最相加的一般规则， 
最子数 f •的取值为 

F = J + + ( 121 . 1 ) 

因此每个具有给定•/值的能级分裂成为 2 i + 1个（如果,_ < /) 或者2_/ + 1个（如 
果 *’>/) 能级. 

由于原子中电子间的平均距离 r 远大于核半径心电子和最低阶核多极矩 
的作用在超精细分裂中起着重要的作用•这些矩计有磁偶极矩和电四极矩，平均 
电偶极矩则为零（见 §75). 

核磁矩的数量级为，其中％是原子核中核子的速度•它和电子 
磁矩 - A / mc ) 的相互作用能量具有数最级 
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MaM 电子 



( 121 . 2 ) 


四极矩<? ~4 2 ,它所产生的场与电子电荷的相互作用能最具有数量级 



(121.3) 


(121.2) 和 （121.3) 的比较表明，磁作用（及其产生的能级分裂）要比四极矩作用 
大 （ f «/ c )(/ i // n C /0 ~15倍，尽管比值 ％/ c 比较小，但比值 H / mcR 是大的. 

电子和原子核的磁作用算符具有下列 形式： 

Vj =ai • j (121.4) 

[类似于电子的自旋-轨道作用 （72. 4 )]. 它所产生的能级分裂和 F 的关系因 
此为 

尸(尸 + 1); (121.5) 

参考 （72.5). 


电子和核四极矩的相互作用算符，是由核四极矩张最算符么 4 和电子的角动 

最矢最 j 的分量构 成的. 它与这些算符组成的标景 Qjj k 成正比，具有下列 
形式： 

夺 *( i + 1)1 ] “ (121.6) 

式中应用了这样的事实，即通过 （75.2) 那样的公式用核自旋算符表出.算出 
算符 （121.6) 的本征值（与§8 4 中题1的算法完全类似），可得能级的四极矩超 
精细分裂与最子数 F 的下列关 系式： 

y6F 2 (F + l) 2 +y6F(F + l)[l -2y(/ + l) -2i(i + l)]. (121.7) 

磁偶极超精细分裂效应对外层的 8 态电子的能级特别显著，因为这样的一 
个电子有较大的概率处于原子核附近. 

我们来计算含有一个外层 s 电子的原子的超精细分裂 （ E . Fermi ,1930) .这 
个电子由球对称的波函数所描写，它在其余电子和原子核的自洽场中 
运动 ®. 

我们把电子和核的相互作用算符取作 -zi • w , 这是核磁矩 /i =/ J / i 在电子 
所产生的磁场《(原点处的磁场）中的能量算符.根据电动力学中的熟知公式， 
此磁场为 


①以下的计算假定满足条件心 2 /知《丨（见452页注①）. 
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f / = yf ^ dv . (121.8) 

式中的 i 是来自运动电子的自旋的电流密度箅符 , r = m 是原点到体积元 dV 1 的 
径矢①.按照 （115. 4), 

j = -zn B ccuT\(il/ 2 s) = -2fi B c _ } r 、- n xs, 

dr 

Mb 是玻尔磁子•令 dF = r 2 drd 0 并进行积分，得 

- Vb j (> j nx(n xs)do = -2/x B ^ 2 (0) 

相互作用算符最后变成 

K = ~A • W =^| p U / t B (/ ( J (0 )i - s . (121.9) 

如果原子的总角动景 _/ = S = + , 超精细分裂产生的是双线卜 + 卜根 
据 （121.5) 和 （121 .9〉，这两个能级的间距为 

£ .4 _ £ .-+ + 1 )〆（()）. (121.10) 

由于少 （0) 值正比于 7 Z (见 §71) ,这个分裂值正比于原子序. 

习 题 

1. 求原子的超精细分裂（来自磁作用），该原子具有轨道角动量为/的一个 
(封闭壳层外的）电子 （ E . Fenni ，1930). 

解：核 磁矩弘产生的矢势和场强为 

\ xw H 3n(fi -m 

(div A =0) •应用这些式子，可把相互作用算符写成下列形式： 

1 ^ A . p + 1 i 1 Ah . s +3(s . n)n 

me me r 

对具有给定 _ /值的态平均以后，方括号内的表式沿•方向•因而可写出 

-j[i-j + 3(s - n)(n - j) -s -y] r 

yO + i ) 

的平均值已在 §29 例题中 算出. 采用它并取本征值后得 

— f - 2l(l + l) s -j-6( S - /)(./•/) I 7 71 

i [ (2/- l )(2/ + 3) J ^ TTiy , 


①见<场论 ><43.7) •该式中的矢最 /? 是反方向的，即从到原点 （场 的观测 点〉. 



. 456 . 


第十六章核结构 


再经简单计算，最后得 


其中 f =y 


MbM /(/ +1 




F + l 


i >0 + D 

^ 的平均是对电子波函数的径向部分求的. 


2. 求原子能级超精细结构分量的塞曼分裂 （ S . A . Goudsmit , R . F . Bacher , 
1930). 


解： （113. 4) 式中（假定外场很弱，它所产生的分裂小于超精细结构间 
距），现在不但要对电子态求平均并且还要对核自旋的方向求平均•从第一个 
平均得乂 W , 其中約同以前的 （113. 7) 式 一样. 第二个平均给出[类 
似于 （113.5)]: 

J , = (J ■ F ) M f / F 2 , 

故最后得 


厶 £ =t^gr H M r ， 


gf =gi 


F(F + l ) +7(7 + 1) - t(t + l ) 
2 F(F + l ) 
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分子能级的超精细结构与原子能级的相类似. 

大多数分子中电子总自旋为零.能级超精细分裂的主要来源就是电子和核 
的四极矩作用.当然，只有自旋 i 不等于0 和+ 的那些核才能参与这种作用，否 
则它们的四极矩等于零. 

鉴于分子中的核运动比较慢，四极矩相互作用算符对分子态的平均可以分 
成 两步： 先对固定核的电子态求平均，再对分子的转动求平均. 

我们先考虑双原子分子.第 一步平 均给出电子和每个核的作用，可表成正比 
于标量 Qm 的一个算符，由核四极矩张最算符和分子轴的单位矢罱/ I 所组 
成,/«是确定该分子与核自旋相对取向的唯一矢量.由于么=0,这个算符可写 
成下列 形式： 

d(W+5 u ). (122.1) 

给定了核自旋沿分子轴的分量 Q 后，这个量等于 b [ i ] - yi(i + l )]. 

当算符 （122. 1) 对分子转动求平均后，它可通过守恒的转动角动量算符左 
表达出来•乘积 W 的平均可用§29例题中导出的公式（矢改成 A ：), 其结 
果为 
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" (2 K - l )(2 K + 3 ) i ' * * [皮乂 * + _ + 1 ) j • ( 122. 2 ) 

这个算符的本征值可用 （121.6) 中的同样做法求出. 

对于多原子分子， （122.1) —般地改成下列形式的一个算符： 

b JiL . (122.3) 

6, 4 是标志该分子电子态的一个零迹张童.对分子转动平均以后，这个张量即可通 
过总转动角动景•/表成下列 形式： 

^ = 6 [ hh + hi - Y J( - ^ + 1 )5,* ] • (122.4) 

系数6原则上可用 6,* 张量沿惯量主轴 fr ?/ 的三个分量表达 出来； 由于这 
些轴和分子固定在一起，6„等分量作为分子的一种性质不受平均的影响.我们 
来考虑标量人，用 （122.4) 计算得 

+ 1) [-|-7(7 + 1) -1 ] ； (122.5) 

算法类似于§29中的例题.把张最乘积展成沿{巧，（轴的分最，我们得 

^ JJk = b ( p ) + bj 2 v + b u ~ j ) , (122.6) 

这里应用了乘积人人等等的平均值等于零这一事实①.人 2 等等的平均值原则上 
可用陀螺的相应转动态波函数求出.特别是对称陀螺，简单地有 

J 2 ( =k\ J 2 ( =? v =l-[J(J + l) -k 1 ]. 

如果核自旋为四极矩作用不存在.在此情形下超精细分裂的一个主要来 

源是核磁矩之间的直接磁 作用. 两个磁矩 / I , =/ i l i ,/ i , 和私 2 =^ i 2 / i 2 间的相互作 
用算符为 

• *2 ~3( i , • / i ) ( i'j ./!)]• 

l l l 2 r 

计算分裂能量时，如前所述，必须对分子态求平均. 

当分子中含有重原子时，核磁矩间的直接作用和通过电子壳层的间接作 
用对超精细分裂都有相当大的贡献.从形式上讲，这种相互作用相对于核自旋 
与电子的作用讲来只属于微扰论的二级近似 效应. 根据§ 121的结论很易看 
出，这个效应和核矩直接作用的比值为 （ ZeVk ) 2 的数最级，当 Z 很大时，它接 
近于 1. 


①在■/的一个分 fit (例如々> 为对角的矩阵表示中•乘积心々 ，人々 等等只冇 t 子数 * 改变丨的那 
冲跃迁矩阵元才不等于零，可是非对称陀*定态波函败所含的 h 中 k 的差值是一个偶数 （ 见 S 103). 
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最后，分子能级超精细分裂中某些贡献来自核磁矩与分子转动的作用•转动 
分子是一个电荷的运动系统，产生一定的磁场，给出了电流密度 XI ■后即 
可用电动力学的公式算出磁场，上式中的 p 是静止分子的（电子和核的）电荷密 
度,是转动角速度•能级分裂值可从这个磁场中的核磁矩能量算出，分子的角 
速度分量应该通过它的角动量分量表达出来（参考§ 103). 
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弹性碰撞 


§123散射的一般理论 

经典力学中，两个粒子的碰撞完全取决于它们的速度和碰撞参量（当无相 
互作用时人射粒子的偏射距离） •童子 力学中，这个问题的提法必须改变，因为 
在定速运动下，轨道概念从而还有碰撞参镦已失去意义.在这里，理论的目的只 
是计算粒子碰掩后偏转（或 称被散 射到）任_给定角度的概率.本章所讲的弹性 
碰撞 ，是指碰撞中的两个粒子保持不变，或者这两个相碰粒子（如果它们是复合 
粒子的话）的内态保持不变. 

弹性碰撞问题和所有的二体问题一样，可以归结为具有折合质量的一个单 
粒子在力心为固定的场 t /( r ) 中的散射问 题①. 这种简化是变换到质心系实现 
的，在质心系中两粒子的质心保持静止.我们用0代表这个坐标系中的散射角， 
它与 实验室 坐标系中两个粒子的偏转角，和化之间具有简单的关系，这个实 
验室系中有一个（第二个）粒子在碰撞以前是静 止的： 

m 2 sin d 1 

，3n ^ = m l+ m 2 co8^ ^=T (lT - 0) * ⑴ 3 . 1 ) 

式中 m ,, m 2 是两个粒子的质量（见《力学》， § 17) •特别是，当这两个粒子的质 
量相同时 （ m , = m 2 ) ，简单地有 

= Y 0, 汐2=+(甘-0); (123.2) 

和 A + A =+ ir , 亦即两粒子以直角散开. 

本章中我们总是采用质心为静止的坐标系（除非作特殊的声明），并用 m 代 

① 在这 Hi 我们略去了粒子的 ft 旋-轨 道作用 （如果粒子具 有白旋的话〉 .有心力场的假定，也排除 
f 例如电子被分子敗射等这类过程的考虑. 
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表相碰粒子的折合质 

沿正-，轴方向运动的一个自由粒子由平面波所描写，我们把它写成 
的形式，也就是把它的波函数这样归一化，使其流密度等于粒子速度 t ;. 远离敗 
射中心的散射粒子，是由一个 /( W ^ Vr 形式的出射球面波所描写，其中的/( 0 ) 
是散射角0的某个函数 （0 是-'轴和散射粒子运动方向之间的夹角）.这个函数 
称为散射振幅.因此，势能为 f /( r ) 的薛定谔方程之解的精确波函数，在远距离处 
必须呈下列渐近 形式： 

ikr 

^«e' b +f(0)^. (123.3) 

散射粒子在单位时间内通过 dS = r 2 do 面积元 （ do 是立体角元）的概率等于 
Cl / l 2 dS =«; l / l 2 d 0 ®. 它与人射波的流密度之比为 

A(t= \f{0) l 2 do, (123.4) 

这个量具有面积的量纲，称为散射到 do 立体角内的有效截面，或简称为截面.如 
果令 do =2 irsin 我们得 

do - =2 irsin 0\f( 0) \ 2 dd. ( 123.5) 

这是散射到 0 和 0 + d 0 角度范围内的截面. 

对于有心力场叭!"）中的散射讲来，薛定谔方程之解对2轴（人射粒子方向） 
显然应当是轴对称的.每一个这样的解可以表成运动于该场中的粒子能最给定 
为的许多连续谱波函数的叠加，这些波函数具有不同的轨道角动童值/ 
但其2分璜均 为零； 这些函数与绕 z 轴的方位角 p 无关，亦即全是轴对称的.因 
此所需的波函数具有下列 形式： 

■ 

^ <4,P,(cos 0)R u (r) , (123.6) 

式中火是常数，是满足下列方程的径向 函数： 

令)+卜,-^⑺卜。 . ⑽ 

系数 I 必须这样来选取，使得 （123.6) 式的函数在远距离处呈 （123. 3) 的渐近 
形式.我们将证明这会导致 

A, = ^(2/ + l)i , exp(i5,) (123.8) 

式中的是函数的相移.这个证明还能解决用这些相移表出散射振幅的 
问题. 


①我们已经假定了人射粒子束11由一个宽（避免衍射 效应〉 而有界的光阑所定义的，这也是敝射实 
验屮的实情况.因此在 （123.3) 式两项之间不存在 干涉； 横方呤| 2 的取值点处不存在人射波. 
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函数的渐近式已由 （33. 20) 式 给出： 




~~sin ( Ar - -^-Ztt + 5, ) = 


= -r-| ( -i) f exp[ i( Ar +5 ; ) ] - i^expf -i(Ar+5.)] |. 
ir • 

将上式及 （ 123. 8) 代人 （ 123. 6), 得到波函数的下列渐近式 

^^ 2 lf r X (2/ + l)P,(cos ff)[( -D'^e-^+S^], (123.9) 

其中引人一个记号 

S, =exp(2i5,). (123.10) 

把平面波 （ 34_ 2) 展开，作同样的变换，可得 

el ， Sa 2iTr ? (2/ + 1)P,(co 9 0)[( -O^'e'^+e^]. 

我们看到，差式中含有 ， u ' 因子的各项果真都被消去.这个差式中 e'Vr 
前的系数就是散射振幅，我们得 

/ ⑷ = 2 ^ X (2/ + l)[S,-l]P,(cos ff). (123.11) 

这个公式解决了用5,表达散射振幅的问题 （ H . Faxen . J . Holtsmark ,1927).® 

如果对所有的角度积分，即得总散射截面 o ■，它等于粒子被散射的总概 
率（单位时间内）与人射波概率流密度之比.把 （123. 11 ) 代人下列积 分式： 

tr =2ir J 1/( ff) l 2 sin ffdff. 

考虑到 / 值不同的勒让德多项式是正交的，而 

[ P 2 , ( cos 0)sin Odd = ^ , 

J o 2/ + 1 

得到总截面 

(T= 1J Z (2/ + l) 8 in 2 5,. (123. 12) 

k i=o 

这个求和式中的每一项就是对轨道角动量给定为 z 的散射粒子而言的分波 
截面 OV 注意 A 的最大可能值为 


① W 据相位 5,(® 定为已知）发职《射势的形状问题 I - 分重 S . 这个问題是由 
M . / IeBuraH 和 B . A . MapieHKO . 解决的.他们发现.为了确定 f /( r ), 原则 t 只脔知道6 0 (*>在波数<1=0到 
灸=»的整个区域内的函数形状就以了，如果还有离敢（负的 > 能级的话，尚需知进离散态波函数渐 
近式（当时） L = /2 fnl £ J / J 0 中的系败 a , .根据这些数据确定 £/(«■>, 浦要求解一 
个线性 W 分方程.这个命 B 的完整 i.f 论见 V . de Alfaro , T . Regge , Polenlial Scattering , North - Holland , Am - 
» terdam ,1965. 
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O '/.... = y (2 l + l ) (123.13) 

上式与 （34. 5) 式比较后可知，角动量 为/的 散射粒子数可以比人射束中的这种 
粒子数大四倍•这是一种纯粹的量子效应，它来自散射粒子和未被散射粒子间的 
干涉. 

今后还要用到 分波散射振幅 /,,它定义为以下展开式中的 系数： 

f(0)= 2 (2/ + l )/, P ( ( cos 0). (123.14) 

按 （123. 11), 它和相位5,的关系为 

= 2 k (eM，-1) * (123.15) 

而分波截面为 

a , =4 ir (2/ + l ) l / ( l J . (123.16) 

习 题 

在二维情况下，试用相移表出散射振幅.场为 u = u ( p ), p = ^77?■，入射 
粒子流沿 z 轴方向. 

解：在 二维愔况下，在散射点远处的波函数是平面波和柱面波的叠加 

< A = e ifa +/(^)-^=. (1) 

V - 

式中 < P 是散射方向与 z 轴的夹角 •/( 史）是散射振幅，它在二维情况下的量纲是长 
度的平方根.在根号下面引进的因子 -i = exp( - Hr /2) 是为了简化以后的分式. 
沿 y 轴单位长度的散射截面为 

dcr = 1/1 2 dip . 

它的量纲是长度. 

应 当把波函数展开为在 y 轴方向上具有确定的角动量分量形如 Q m ( p ) e imr 
的函数，这些函数在远离散射点处的形式与在 §34 所得的自由运动的展开式只 
相差一些相移 

+5 "1， 

式中.利用 §34 中各题中的平面波的展开式按本节的方法展开，我们发 

现，渐近行为如 （丨） 式的函数可以用级数 表出： 

•• 

m ■ ■雜 


而散射振幅等于 
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/(<P) = 


i ^/2-nh 


X (e 2a --l)e—. 


积分得总截面为 


°"= / l / |2 d < P = E 式中 0 =冬如乂. 

J 0 m > -oo K 


不难验证二维情形下的光学定理为 


参见下节 （125.9) 式. 

§124 —般公式的研究 


Im /(0)= 



(2) 


(3) 


以上所得的公式，原则上适用于任一场 i /( r ) 中的散射，该场在无穷远处等 
于零.这些公式的应用，只归结为对式中出现的相位的性质的考察. 

为了估计出/值很大时的相位 S , 的数最级，我们可以利用/很大时运动为 
准经典的事实（见 §49) •波函数的相位此时由以下积分确定： 
f 1,2 (/ + l /2 ) z 2 mU ( r ) 1 

r 2 —f dr+ T W ， 

其中 r 。 是根号内表式的一个根 （r > r 。 是运动的经典允许 区）. 从上式中减去以 
下自由运动波函数的 相位： 



(/ + 1 / 2) 2 



并令 r — oo ，按定义即得 5,. 对于很大的也变得很大，因此 f /( r ) 在整个积分 
区内都很小，我们近似地得 


5 =-厂 mU(r)dr 
此积分（如果收敛）的数量级为 

c rnU(r 0 )r 0 

Sl ~~ w ~， 

r 0 的数景级为紜 

如果叭/0在无穷远处接 1/ r " 趋于零 （ n > l )， 则积分（124_1)收敛而相位 S , 
为有限.反之，如果 n 矣1 ,积分发散，从而相位 S , 为无穷大.这一点对任意的/都 
能成立，因为积分 （124. 1) 的收敛或发散依赖于 {/(/■) 在 r 很大处的行为，然而在 
远距离处（该处的 U ( r ) 场已很弱），径向运动对所有的/讲来都是准经典的.我 
们将在下面看到 ，（123. 11 ) 和 （123. 12) 式当 S , 无穷大时将作怎样的解释 ■ 


( 124 . 1 ) 


(124.2) 
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我们先考虑总截面级数表式 （123. 12) 的收 敛性. 如果考虑到 {/(»•) 比 1/ r 递 
降得更快，由 （124. 1) 式可知， Z 大时相位 S , «1,因此可令 sin 2 5,«^,(123. 12) 
式高次项之和就具有坫〖的数敏级•根据级数收敛性的积分准则，我们知道， 

/» I 

只要积分式厂 lS]dl 收敛，则所考虑的级数就是收 敛的. 把 （124. 2) 式代人并把 Z 
换成心。后，即得下列积 分式： 

| ^ 2 (r 0 ) rjdr 0 , 

如果 i /( iO 在无穷远处按 1/ V 衰减而 n >2,这个积分收敛，从而总截面为有限. 
反之，如果场叭 r ) 衰减得不比 1/ r 2 快，总截面就变成无穷大•这一点的物理原 
因是，当场只是随距离缓慢地衰减时，小角度散射的概率变得很大.我们可以回 
顾一下经典力学中的有关情形，当粒子以很大的但是有限的碰撞参量 p 通过任 
一势场（这个场只当/ •-» 00时才等于零）时，总是要偏转一个很小的但是并不等 
于零的角度，因此不管 &(/•) 的衰减规律如何，它的总散射截面总是等于无穷 
大①•这种论证在敎子力学中并不成立，因为当我们讲到散射到某个角度时，这 
个角度必须比粒子运动方向的不确定度大得多.如果碰掩参暈的已知精确度为 
Ap , 那么它所引起的动最横向分量的不确定度为 ； i / Ap , 亦即角度的不确定度 
为 ~ h/( mv\p). 

鉴于 i /( r ) 衰减缓慢时小角度散射占有重要的地位，这就自然地产生了这样 

的一个问题， f /( r ) 即使比 1 A 2 衰减得更快，0=0的散射振幅有没有可能仍是发 

散的？我们令 （123. 11) 中的0=0,对后面的项讲来它们的和与 Z ZS , 成正比. 

/»! 

正如上段中所做的论证那样，当判别这个和是否收敛时，最后我们得到以下 
积分： 

I V(r 0 )r 2 0 dr 0 , 

当 U(r) ~ l / r " 而时，此积分发散.由此可见，势场的衰减不快于 1/ r 3 时， 
0=0处的敗射振幅变成无穷大. 

最后，我们来考虑相位 S , 本身等于无穷大的情形，它发生于 U(r) 而 

n 矣 1. 根据以上所得的结论显然可以知道，当场衰减得这样慢的时候，总截面以 
及0=0的散射振幅都将等于无穷大.但还留下一个如何计算的/(0)问题. 


①这反映在经典力学中确定总截面的积分 J 2 -^ pAp 是发散的. 
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首先应该注意的是，我们有下列公式① 

g (2/ + l ) P,(cos 0) =45(1 -cos 0). (124.3) 

换句话说，只要 0^0 这个和就等 于零. 所以对 （123. 11〉式的散射振幅讲来， 
沒 #0时我们可以略去每项方括号内的 丨 ，留下 

/(^) X (2/ + l)P,(cos 0)e 2it '. (124.4) 

如果上式右边乘一常数因子 e - 2 々截面不会发生改变，因为它是由模最平方 
1/(0) 1 2 确定的，此时复函数 /( 幻的相位只是改变了一个不重要的常数•另一方 
面，把差 S , 表成（12 4 .1)式那样， t /( r ) 的积分发散性就被消去，只留下一个 
有限的量.因此在所考虑的情形下，我们可以采用下列公式计算散射振幅 

/(0) g (2/ + l ) P,(cos 0) e 2i<4< - 4 »'. (124.5) 

§125散射的幺正条件 

任意场（不一定是有心力场）中的散射振幅都能满足来自一般物理要求的 
某些关系式. 

对任意场中的弹性散射讲来，波函数在远距离处的渐近式为 

+-yf(n,n')e ikr . (125.1) 

这个公式与 （123. 3) 不同之处在于，现在的散射振幅依赖于两个单位矢童的方 
向，人射粒子的方向（|»)以及散射粒子的方向 （ iO , 而不光是依赖于这两个方向 
的夹角. 

人射方向/!不同的各种 （125. 1) 式的函数，它们的任意线性组合仍代表某 
一可能的散射过程•把 （125.1) 式乘以任意系数 F (/ i ) 并对 n 的各个方向（立体 
角元 do ) 积分后，就能把这样的线性组合写成以下积分形式： 

\ F(n)e il,m ' do J F(n)/(n,„')do. (125.2) 

由于距离 r 任意大，第一个积分中的因子’是变矢量/ I 的方向的急剧振荡 
函数•因此该积分主要由指数极值（此时/! = : t 附近的/ I 值所确定.在 
« = ±»»'的邻域中，因子/ ; '(»1)=«厂（ ±/ i ') 可以拿出积分号外，然后积分 得②： 


① 这个公式就是 S 函数的勒让 徳多项 式展幵.上式两边乘以 9P,(co* 并对 扣积 分后即 
到直接验 ilE. 其中偶闲数 S(») 的积分式 U S(*)d:« 取为 1/2. 

② 计算这个积分时珂把积分路径芎向 M = «» #变 t ( fl 是《和"'间的夹 角） 的 t 半复平面•保持它 
的两 «私=±1 不动.远离这 两个瑙 点时，数就很快地 衮减. 
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2iiiF( -n')^— 2TT\F(n')^y + j f(n ,n') F(n) do. 

约去公共因子 2 TTi / A , 上式可写成简洁的算符形式 

^- F ( -n') -^—SF(n'), (125.3) 

式中 

S = 1 +2 ikf , (125.4) 

/ 是由下式定义的积分 算符： 

=^jf(n,n')F(n)do. (125.5) 

S 算符称为散射算符（或散射矩阵）或者简称为 S 矩阵，它是由海森伯首先引入 
的 （1943). 

(125.3) 中的第一项代表射向力心的波，第二项代表离开力心的波弹性散 
射中，粒子数守恒可表为人射波和出射波的流密度相等.换句话说，这两个波的 
归一化应该 相同. 为此，散射算符必须是幺正的 （ § 12) ，也就是说,必须有 

5 S * = 1, (125.6) 

或者把 （125.4) 式代入上式并互乘 

f - f ' =2 ikff \ (125.7) 

最后，利用定义 （125.5), 我们可以把散射的幺正条件写成以下形式： 

f(n,n') -/* ("’，》) |/( »,«")/* (n',n")do" (125.8) 

n =/»' 时上式右边的积分正是散射总截面 j " l /(/»,«")| 2 d 0 w •上式左边的差值 

此时可以化成振幅 /( n ,/ i ) 的虚部•这样，我们就得到了弹性散射总截面和零角 
度散射振幅虚部之间的普遍关 系式： 

Im /(«,«) =^ er , (125.9) 

此式称为散射的光学定理. 

散射振幅的另一个普遍性质，可以根据时间反演对称性的要求导出.在鼠子 
力学中，这种对称性表述为 ：如函 数少描述任一可能态，那么它的复共轭函数 
屮’也对应于某一可能态 （ § 18). 因此 （125.3) 式的复共轭波函数 

^-F'( -n ')-i •尸 •(„，） 

也描述某种可能的散射过程•我们通过令 =0( - II ') 定义一个新的 
任意函数.利用算符^的幺正性就得 



F ' ( n ') = - ( S * ) 'X - n ') = - S < P { - n ') 

引人改变矢镦 n 和 /«' 符号的坐标反演算符 t 则可写出 

F ' ( - n ') = PF ' ( n ') = - PS ( p ( n '), 

从而得到下列时间反演波 函数： 

—< f ( - n ') -—PS P < P ( n '). 
r r 

此式必须和原先的波函数 （125. 3) 实质上相同、比较后表明，它导致下列条件 

PSP = S , (125. 10) 

此时两个波函数只是在任意函数的记号上有差别. 

把算符等式 （125. 10) 变换成矩阵等式后，即得散射振幅的相应关系式•转 
置使初末态矢量和 n ' 对调，反演则改变它们的 符号. 因此有 

S ( n , n ') = S ( - n ', - n ). (125.11) 

也就是 

/(/.,«') =/( - n ',- n ). (125.12) 

这个关系式（称为倒易定理）表达了这样一个明显结 果：两 个互为时间反演的散 
射过程具有相等的振幅•时间反演把初末态对调并把态中的粒子运动方向变成 
反方向. 

对于有心力场中的散射，以上所得的普遍公式可以简化•这种情形下 的振幅 
/( n , n ') 只与 n 和 n 1 的夹角0有关•因此 （125. 12) 变成了一个恒 等式. 幺正条件 
(125. 8) 变成 

Im /(0) (, y ') do \ (125.13) 

式中 y ，/ 是 / i ， Y 与空间中某一固定方向 /»" 间的 夹角. 如果/(0)采用展开式 
( 123 . 14 )，应用球谐函数的加法定理 （ c . 10)，可从 （125. 13) 式中得出分波振幅 
的下列关 系式： 

Im f , = k \ f t \ 2 . (125.14) 

这个公式也可直接从 （123. 15) 式导出，按该式有 \2 ikf , + 1 I 2 = 1. 在有心力场中 
散射的情形下，光学定理 （125.9) 也很易从 （123. 11) 和 （123. 12) 式直接导出 • 

把 （125. 14) 式改写成 Im ( l //,) = - A : 后，即可看出振幅/,必须具有下列形 
式： 

(125.15) 

g,_ lk 

式中的 A = A ( A ) 是一个实景；它和相位5,的关系为 


g , = fccot S t 


(125.16) 
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以后我们要多次用到这个振幅表达式. 

我们来考察一下（对有心力场中的散射）以上定义的散射算符和 § 123 理论 
中所述各最的关系. 

由于轨道角动量在有心力场中是守恒的，散射算符和角动最算符对 易换句 
话说， S 矩阵在 f 表象中是对角的，又由于^算符是幺正的，它的本征值模量必等 
于丨，亦即必具有 e 2 i 4 < 的形式，而5,为实数•很易看出，这些 S , 和波函数的相移是 
-样的，使得 S 矩阵的本征值就是（123.10)中定义的5,.算符/ = (^-1)/2认的 
本征值就是分波振幅 （123. 15). 实际上，如果我们把函数 F ( ii ) 取作 P,( cos 0) 
[从而 - n ) = P ,( - cos d) = ( _丨）卞,（<：08设）]，波函数（125.3)应该等于 
(123.9) 中一个 求和项所代表的薛定谔方程之解.因此有 

SP ^ cos 0) =5^,( cos 6) . 

对于沿 z 轴人射的平面波讲来 ，（125. 3) 中的函数 F ( n ) 就是 S 函数 f = 
45(1 - cos 0) ， 其中的 0 是 n 和 z 轴的夹角，这里定义的 g 函数可参考§ 124中 
对 （124. 3) 所加的注， S 函数前所选的系数是这样的，当它代人定义 （ 1 25 . 5) 式的 
右边时正好可以得出/(0),这时0是 /»' 和 z 轴的夹角.把这个5函数表成 
(124.3) 式的 形状： 

F = 45 (l - cos d ) = ^ (2 / + UP^cos 0) (125.17) 

卜0 

再把算符/作用在它上面，于是，正如所预期的，我们即可得到，形如 （1 23. 14) 
式的散射振幅. 

最后，还应添加下面的 说明. 从数学观点看来，么正条件 （125. 8) 式说明了 
这样一个事实，并不是所有预先给定的函数都能成为某个场中的散射 
振幅.特别是，并不是所有的函数/(0)都能成为某个有心力场中的散射 振幅根 
据（125_ 13) 式，它的虚部和实部之间必须满足一定的关系•如果把它写成， 

=1/1一，当模量1/1与所有角度的关系给定以后 ，（125. 13) 式就给出一个积分方 
程，由它原则上可解出未知的 a (0) 相位•换句话说，知道了散射截面 （即模 簠平 
方 I / I 2 ) 与所有角度的关系以后，就可在原则上复原该散射振幅.但是这样的复 
原缺乏唯一性，它可以相差一个以下的变换式 

/(»)-»-/*(«) (125.18) 

上式能使 （125.13) 式保持不变[当然也使截面|/| 2 保持不变 •（125. 18) 式的变 
换等价于 （123. 11 ) 中所有相位 S , 同时变号]■但是，这样的非唯一性是可以消除 
的，只要把敗射振幅看作既是角度的函数也是能量的函数•以后将看到 
( § 128, § 129) ，作为能最函数的振幅，它的解析性质对（丨25. 18) 式的变换不是 
不变的. 
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§126玻恩公式 


在一个极为重要的情形下，即当散射场本身可以看作微扰时，能够得到散射 
截面的一般计算公式① . §45中已经证明，当以下两条件之一成立时，即有当作 
微扰的 可能： 

(126.1) 


(126.2) 

式中的 a 是场 f /( r ) 的作用范围， t / 是该场主要区域内的场值的数量级. 当第— 
个条件得到满足时，这个近似对所有的速度都能 成立； 第二个条件表明，它对足 
够快的粒子总是适用的. 

根据§45,我们把波函数 取成於 = 〆 〜的形式，式中的，〜对应 
于波矢为 k 二 p / h 的人射粒子.根据 （45.3) 式我们有 

少 ("(*〜) = U ( x ', y ', z ') e i<k r，ttK) ^. (126.3) 

取散射中心为原点，我们从原点到 《 A < U 值的计算点引一径矢量》。，把沿/?。的单 
位矢量记作设体积元 dr 的径矢量为 〆 ；则有 R = R n - r '. 在远离中心处， 
》 r ' ，因而 

R= \R 0 -r ( l «/f 0 -r' - n', 

把它代 人（ 126. 3) ，我们得⑴的下列渐 近式： 

’一 

(式中 A ' = A /»' 是散射后粒子的波矢鍛）•上式和 （123.3) 式给出的散射振幅相比 
较，求得后者的表式为 

/= ~^\ Ue -- r dV , (126.4) 

式中已经变换了积分变位并且引进了矢 M 

q = k '- k , (126.5) 

q 的绝对值是 

q =2 Asin -|- ( 126.6) 


①在 § 123 中导出的性理论中，这个近似相当于所有全都很小时的悄形，并且嬰求这些相 
位从以势能为微扰的薛定醪方程中算出来（见例题 4). 


以及 


If/I 


h 1 


\U\ «-=-^ka, 
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其中0是 t 和的夹角，也就是散射角. 

最后，把散射振幅的模最加以平方，即得下列散射到 do 立体角元中的截面 
表式： 

A ( T = A ^ h * I / 2jo - (126.7) 

我们从上式看到，动燉变化为昀的散射，是由 " 场的相应傅里叶分量的模 
最平方确定的 .（126.7) 式是由玻恩 （ M . Bom , 1926) 首先得 到的. 碰撞理论中通 
常把这个近似称为玻恩近似. 

要注意的是，这个近似中存在着以下 关系： 

f(k,k') =/•(*',*) (126.8) 

这是正、逆两个散射过程间的振幅关系，也就是初、末态动量相互对调但不像时 
间反演那样改变符号的两个过程间的振幅关系.由此可见，这个散射中出现了倒 
易定理 （125. 12) 式以外的另一种对称性•这种对称性与微扰论中散射振幅的值 
很小有密切的关系，并且可从么正条件 （125. 8) 式直接得到，只要在该式中略去 
含有/二次项的那个积分式①. 

(126. 7) 式也可以用另一种方法得到（但是不能确定散射振幅的相位）.我 
们可以从一般公式 （43.1) 出发，该式给出的连续谱状态之间的跃迁概率为 

〜=$1 % l 2 S ( 


在目前情形下，这个公式要应用到动景为的人射粒子态跃迁到动量为，的并 
且散射到 do ' 立体角元内的粒子态.态的间隔 d 心可以取作 d 3 p '/(2 Trh ) 3 . 把以下 
初末态能量差 代人： 


得到 


E .- E ^ ip ' 2 - p 2 )/2 m . 


dw P , ~/> 2 )-- 2 ^ )3 -- (126.9) 

人射粒子和散射粒子的波函数都是平面波•由于我们已经把态间隔 d » v 取 
作/ 空间的体积元，末态波函数必须按/»/2 irft 的 S 函数归 一化： 

tl > p ， = e ^' -r , (126. 10) 

初态波函数仍按单位流密度归 一化： 

(126.11) 


①因此很明 S , 这种对称性即使在微扰论的二级近似中也已不复存在.这将在§130中直接 证明： 
参考 （130.13) 式. 
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则 （126. 9) 具有面积的嫩纲，它就是微分散射截面. 

(126. 9) 式中存在着 S 函数意味着， = P ，亦即动量的绝对值不变，这是弹性 
散射所应 有的. 变换到动 ft 空间的球坐标中去（即把 dV 改为 p ' 2 dp ' do ' = 

+ P '( d / 2 )<1 0 ') 并对 〆 3 积分，就能把5函数去掉.积分的结果相当于把被积式 

中的 〆 改成 P , 结果得 

I lA ； I fio '. 

把 （126. 10),(126. 11) 的函数代人上式，我们又一次得到最终表式 （126.7). 

(126. 7) 式的形状，可以应用到场中的散射，这个场不只是「的函 
数而且可以是坐标的任意函数.但在有心力场 t /( r ) 的情形下，这个公式还可进 
—步变换.在积分 

| U { r ) e ^ r dV 

式中，我们采用球坐标 r , ，它的极轴沿着矢量 9 的方向，我们用 t ? 代表极角 
以便区别于散射角 0 . 现在可以对和 p 进行积分，结果得 

f 厂 f "( r ) e—Vsin = 4 tt U ( r )^-^ rdr . 

Jo Jo Jo Jo q 

把上式代人 （126. 4 ) 中，即得有心力场中散射振幅的以下表式： 

/= - 铗 f •"⑺ — 法， (126.12) 

n U q 

当 0=0( 即 < 7 = 0 ) 时，如果 （/( r ) 在无穷远处的衰减不快于 1/ r 1 , 则以上积分发散 
(与§ 12 4 中的一般结论一致） • 

我们注意到下列有趣事实 .（ 12 6 • 12 ) 式中的粒子动量 P 以及散射角0只通 
过 <7表达出来•因此在玻恩近似中，散射截面对的依赖关系只是通过 psinf 
表达出来. 

再回到任意场 U(x,y,z) ，我们来研究速度很小 （An << 1 ) 和很大 （ita >> 1〉 
两种极端情形.速度很小时，可令 （126.4) 式中的，因此散射振幅为 

/= -^1 / U 6 V , (126.13) 

而当 = 时，则有 

f=~Y /' U(r)r 2 dr. (126.14) 

此时的散射呈各向同性并且与速度无关，这和§ 132中的一般结论相一致 • 

反过来，在卨速极端情形下，散射显著地非各向同性，它主要是集中在张角 
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很窄的 \ e ~\/ ka 锥体范围内的向前 散射； 实际上，由于这个锥体以外的9值很 
大, 7 因子是一个急剧振荡函数，它与缓变函数相乘后的积分结果差不多 
等于零 • 

9值很大时的截面衰减规律并不是普适的，它与场的具体形状有关•如果场 
(/ = U ( r ) 在 r =0 处或 r 的任一实数值处具有奇点，那么积分式 （126. 12) 主要由 
这个奇点的邻域所确定，其截面按某一幂次规律衰减.这个规律也适用于函数 
t /( r ) 没有奇点但不是偶函数的 情形； 此时 r =0 的邻域在积分中最为重要•但当 
t /( r ) 是;■的一个偶函数时，这个积分可在形式上扩展到负的 r 值，即沿变量「的 
整个实轴，随后可把这个积分路线（如果 ^( r 〉 在实轴上没有奇点）移到复平面 
上直到碰上最近的复奇点为止•当9值很大时，积分将作指数衰减.但是必须记 
住，玻恩近似对于计算这种指数式的小量一般讲来是不合适的（还可参考 
§131). 

尽管 M ~\/ ka 锥体内的微分散射截面与速度的关系不大，但其总散射截 
面（假定积分 Jdtr 为收敛）在高能时由于锥体张角的减小而随之减小，它与锥 

体所张的立体角成正比，即和 （ A 0) 2 成正比，或者说和其能董成反比 • 

在碰撞理论的许多物理应用中，描述散射的下列积分通常称作输运截面： 
a ,, = J ( 1 - cos 0) do - . ( 126. 15 ) 

通过类似于以上的讨论可以知道，高速时这个最是和能量的平方成反比的. 

习 题 


1. 求球势阱的玻恩近似散射截面，该势阱当/ "< a 时" =-%,!■><!时 
U=0. 

解 ：计算 积分式 （126. 12), 得下列 结果： 

l " o a . \ 2 ( sin q a -qacoa ? q ) ； 


— 2 m 


h 2 I (. qa )' 

对所有角度积分后 （ 最好取 <7 =2/ csin (0/2) 为积分变量，把 do 换成 2 Trqdq / k ’-) 即 
得散射总 截面： 

. mU 0 a 2 、 2 r . 1 sin Aha sin 3 2 Aa 


极限情形下由上式得 

Aa « 1 时 ； a 


(2 Aa) J (2 ka ) ) (2 Aa ) 4 

\6-na I mU 0 a v 1 




9 


ka 


(~F 


时； 4( 年) • 
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2. 同上题，但 

解： 最好用 （126. 7) 式计算，取 g 方向沿一个坐 标轴. 结果得 

如 = 宇(字 ) 2 e - W do 

及总截面 

4(科(1-，' 

这些公式的适用条件由 U = U 0 的不等式 （126.1), (126.2) 给出•此外，如果指数 
的绝对值很大， d <7 的公式也不能适用① • 


3. 同上題，但场 

r 


解 ：计算 积分式 （126. 12) 得： 

总截面为 

a = X6W ^) j 2 

这些公式的适用条件由 U = a / a 的 （126. 丨 ）（126. 2 ) 式 给出： tma / fc 2 << 1或 


a/hv « 1 . 

4. 求玻恩近似情形下有心力场散射的相位 S ,. 

解：对 f /( r ) 场中运动的径向波函數 ^ = r /{ 以及对自由运动波函数尤 ( °>，我们 
有方程[见 （32. 10)] 

，+ 卜/卜0， 

，"+ =0 . 

第一 式乘/ 0> ，第二式乘;相减后再对 r 积分（采用 r =0 处的边界条件尤 = 0), 
我们得 

X '( r ) X W ( r ) W 。、。 =学 J : 

把"看作微扰，上式右边可令尤勿/' r —* 时上式左边可用渐近式 （33. 12) 和 
(33.20) ,而在积分式中我们用精确式 （33. 10) 代入. 结果得 


①这种悄形下微扰论的不适用性很容易从计算二级近似的敝射振《中宥出[见（ 130 . 13 )],虽然 
指败函数的系数比一级近似项的系数小.可是负指数只比一级项中的小 一半- 
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sin 8 ,^ 8 , = / t/(r) [ J u |(A:r) ] ! rdr. 

这个式子也可从玻恩散射振幅 （126. 4) 直接展成勒让德多项式并与 （123. 11) 比 
较后得到（对小的 S ,). 

5. 用玻恩近似求 U = a /( r 2 +« 2 )*^的场中 （n >2) 快粒子 （ A a >>丨> 的总散 
射截面. 

解 ：我们 将看到在这种情形下，大角动量的分波振幅在散射中是主要的•所 
以把 （123. 12) 中对/的求和改为积分后可以算出 截面； 在玻恩近似下，所有的 
8, «1,所以 

218) Al. ( 1 ) 


/值大的5,可从（12 4 .1) 算出： 


dr 


作替代 〆 + a 2 = ( a 2 +/ W )/ 芒，上式可化成熟知的欧拉积分，结果是 


5 ,= - 


_ mak n ~ 2 

2 W * 2 +/ 2 — )• 


(f) 


( 2 ) 


(1) 式由范围 l ~ ak » l 所确定，这就证实了所作的假定.对该式进行积分，计算 


后给出 


2 

TT 

\nb-i)} 

2 

1 ma 

n - 2 

. r (b). 

Uh- 2 


(3) 


根据 （126. 2), 在此情形下玻恩近似成立的条件为 ma /( h 2 ka -') <<1 .注意 <7 ~ 
，这与前面的一般说明一致 • 

6. 用玻恩近似求二维场 = 中的散射振幅，粒子束沿2轴入射. 

解 ：采用 §45的第二个附注和汉克耳函数的渐 近式： 

(“） ……在 时， 

我们求出在远离场轴 （ y 轴）的/?。处，波函数的修正式为 


式中的散射振幅为 
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/(0)= -点，卜)^， 

式中# = (*4)是二维径矢， 1 ^ = (1*心，0是《平面内的散射角.二维情形下，散 
射振幅的量纲为长度的平方根，散射截面 dtr = I / I 2 d 0 的量纲为长度. 

§127准经典情形 

我们来研究散射的量子理论过渡到经典理论极限时的方式. 

不考虑散射角0为零的情况.我们可把精确理论给出的散射振幅写成 
(124. 4) 的形式： 

f (0) X (2/ + l ) P ( (cos «) e 2a, (127.1) 

我们知道，准经典波函数以有大的相位为特征.因此自然可假定，大的5,相当于 
过渡到经典散射理论这一极限情形•求和式 （127. 1) 的值主要由/值大的项所决 
定. 因而 P,(cos 0) 可用渐近式 （49.7) 来代替，该式可写成 

P,(cos 0) « - 1 [ _ e - (/ I _ 

yiixlsin 6 ^ J 

上式代入 （127 •丨） 得 

( 127 - 2 ) 

这些指数因子作为 / 的函数都是急剧振荡的（因为它们的相位很大），因此 
(127. 2) 式的求和中大多数的项将相互抵消.这样这个和式主要取决于这样一 
些/值，这些/位于指数的一个极值附近，亦即下式之根 附近： 

2^5, ±0=0, (127.3) 

在此范围内级数中所含有的大甭的项，其指数因子几乎保持不变（因为极值附 
近的指数变化缓慢），因此这些项不会相互抵消掉. 

准经典情形中的相位可以写成以下两个相位之差当 r ^ oo 时的极限值 
(见§ 124) .—个是 f /( r ) 场中准经典波函数的相位 

另一个是自由运动波函数的相位（见 §33) 


因此得 


kr - ~2^ 
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s ' = f :、 hh E _ u ) -四芦 1 -屮 r + f (“+) 〜 

(127.4) 

再将这个式子代人 （127. 3) 式，当我们计算这个积分的导数时，必须记住积分限 
r o 也是依赖于/的，但是由此而产生的 Wr c / d / 项正好和5,中 - kr 0 项的导数相 
抵消. 

是粒子的角动量，在经典力学中可以写成的形式，其中 P 是 

碰撞参量，《是粒子在无穷远处的 速度. 作此替 代后； 最终 （127. 3) 式呈以下 
形式： 

f " mvpdr 1 7 

—~；— ■ r - = i -( irTg ). (127.5) 

，0 T \/2m(E - U) - (mvp/r) 1 2 

斥力场中只当式右 0 前取负号时，上式才能有根 ( p 的根），引力场中式右只能取 
正号. 

(127.5) 与通过碰撞参量确定散射角的经典表式（见《力学》，§ 18) 完全相 
同，很易证明，从上式确实可得截面的经典表式. 

为了证明这一点.我们把（127.2)中的指数展开成/，= /-/。（0)的幂级数， 
其中的/。（0)由 （127.3) — （127.5) 式确定•我们取 （127. 2) 中的第一项，从而取 
(127.3) 中下面的负号（吸引）.按 （127. 3) 有 

I = 丄逆 
故 

卜 f 卜 卜。小4卜 f ] 4於 2 . 

(127.2) 中对/的求和现在改成在 r =0点附近对 r 的积分.把 r 看作复变景，在 
该点附近取积分路线沿指数的最速降落方向，该方向与实轴的夹角或为^__„或 

为 -+ tr , 这由 de / di 0 的符号来确定.换句话说，我们令 r =^ xp ( ± + ilr ) 并对 
f 的实数值 积分； 由于该积分收敛很快，积分限可延伸为 - 00到00 : 

结果为 

’⑷ = + (— I 砮 I ) 2 e * p { i [25 ( o -(/ 0+ y )^-| 1 r ]}, (127.6) 


故 
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d<r = I / I 2 - 2 irsin Odd = 2 ir ^- | ^ | d 0. (127. 7) 

碰撞参域为 p =/ n / A ， 于是我们就回到经典公式 =2- upAp . 

由此可知，经典散射 （ 偏转角0 为给定）的条件是满足 （127. 3) 式的/值必须 
很大，这个/值的5,也必须很大①•后一条件有一个简单的解释.当粒子以碰撞 
参 ttp 人射时，如果我们可以说偏转0角的散射是经典的，那么这两个量的量子 
力学不确定度必须比 较小： Ap « P , A 0 «S_ 散射角的不确定度为 Ap //> 数 
敏级，其中 P 是粒子动量， A /> 是其横向分 M 的不确定度，由 Ap ~ h/Ap » h / P ， 我 
们有 >> fi / pp , fA 

0»~. (127.8) 

pmv 

把角动量叫^改成我们得0/ » 1，这就是5, »丨 （ 因为 S , ~ /0，可从 （127.3) 
看出）. 

粒子的经典偏转角可以用“碰撞时间” T ~ p /«； 内的横动貴增埴 A /> 和原动锨 
mr 的比值来估计.在距离 p 处粒子所受的力为 F = - df /( p )/ dp ; 由于~ 
fp / t ’, 故这个估计只当 0«1 时才严格成立，但即使对1也能用 
来作出数量级的 估计. 代人 （ 12 7 . 8) 中，得到下列形式的准经典散射条件： 

IF Ip 2 » hv . (127.9) 

这个不等式应对满足 lf / l ( P ) ls £ 的所有 p 值成立. 

如果场 t /( r ) 衰减得比 l / i ■还快，那么对足够大的 p 值来讲，条件 （127. 9) 总 
是不能满足的.可是小的0对应于大的 p ; 因此角度足够小的散射不再是经典 
的•反之，如果场的衰减不快于 1/ r , 小角度散射就是经 典的； 此时大角度散射是 
否为经典则取决于场在小距离处的行为. 

对于库仑场， t / = a / z •，如果 a >> 知,则条件 （127.9) 是满足的•这个条件正好 
和库仑场作为微扰的条件相反.可是我们将看到，在库仑场散射中，最子理论所 
得的结果总是和经典结果相一致的. 

习 题 

1. 求某场中准经典散射的总截面，该场在足够远处具有{/ = £»/ 〆 （ n > 2) 的 
形式. 

解： 由于起主要作用的是/大的5,,所以我们用 （124. 1) 式计算5,: 


① （127. 5 ) 式给出的0和 p 的关系有 iij 能不是 一一 对 应的： SI 以有不止一个 p 值对应于同一个 
值.在这种 W 形下由 一些从 有适当/ 0 值的 （127. 6) 式求和得到.在 6( p > 的极值处，沣数 dp / dfl 从 
而还有经典®分截面<^/«1 0 都变成无 穷大； 接近这样的0角时，经典近似当然不冉成立（见题 2). 
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dr 


_ t ，- 2r (+) r (+ n -+) 


h 2 - 


T 2h 2 r- 


( f ) 


(i) 


这个积分的计算见 § 126 例題 5. 

把 （123. 12) 中的求和改成积分，有 

(T J 2 Zsin 2 5, d /, 

然后作替代5, = u 并对“进行分部积分，以上积分式可化成伽玛函數.结果得 


.=2^sin[-|.^ T ]r(^ T ) 


r 


(b) 


(盖厂，（ 2 ) 


n=3 时不定式展开后给出 a = lit ' a / hv . 

这个结果的适用条件首先是，5, ~丨时有/>>丨；由此给出不等式 
mak'- 2 /h 2 » 1 . 

另一个条件是要求 "（/■) 在超过距离 


~ — (ma/h 2 k)- 


(/ 是从5, ~丨得到的）后，必须具有本题所给的漸近形式，这个距离在积分 （1) 
中起着主要 作用. 如果场的渐近式只当距离 r » a 时方能达到（其中 a 是该场的 
特征尺度），我们就有条件 

ma/(h 2 ka"-') »1. 

上式给出了所能允许的速度的 上限. 这种情形下，对足够高的速度 （ ma / 
h 2 ka '-' «1),有0"~4— 2 (参考§126,题5). 

2. 在经典散射角 0(/?) (作为碰撞参 fp =//* 的函数）的一个极值附近，求 
散射的角分布. 

解 ：0(/)在某个/ = /。处具有极值，则按 （127. 3) 式，该点附近的5,具有如下 
形式： 

2S^2S lo+ 0 o l' + -jal' 3 , 

其中0。=0(/ 0 )，/*=/-/ 0; 在这里我们仍取（127.3)中下面的负号这一特殊情 
形•对 0(/) 函数的极大值或极小值，常数 a 分别为负或正.对散射振幅讲来， 
(127.6) 改成 
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其中 f =0-0。.用 （6.3) 把以上积分式化&艾里函数，最后得下列散射截 面①: 



dd '. 


微分截面 dtr / de ' 随进入散射的经典允许区 （a <0时的0'>0,或 a >0 时的 
<0)的距离的增大而 减小； 在 0' >0点的另一侧，它在零和逐渐衰减的一个振 
幅之间振荡 ■在 0' a -l/3 = 1.02 处， d « j / d 0' 具有极大值，该处的 d > 2 =0.90. 

3. 求小角度准经典散射的角分布，设对某个有限的值，经典偏转角 
0等于零. 

解 ：准经典散射的假定在这里意味着々 >>丨和 S ,。 «1. 于是接近于 I 。的 I 
值在散射中是重要的.对于小的/'=/-/。，我们有 

s^s Io + y ^' 2 


然后按 （127_3)， r =0 时0=0•将上式代入 （127.1), 把 P,(cos 0) 写成 （49. 6) 形 
式，对/的求和又改成对 /'= o 点附近对 r 的积 分②： 

/= r ^ exp (2 i 5,) J J o ( l 0) exp ( ifil ’) 2 dl ’. 


这个积分是由厂 ~ 沒 1/3 的区域确定的，对于0<<#的角，我们可把 1 |。（/0) 
移出积分号外并取/ = /„处的值，剩下的积分用前面所述的方法计算.结果得截 
面③ 



Jldo0)do. 


如果对某个有限的（非零 ） P 值经典散射角趋于 ir 的话，当散射角接近于 tt 时， 


可得类似的截面结果. 



§128散射振幅的解析性质 

把散射振幅看作是进行散射的粒子能敏£的函数并把£形式地看作复变 
量，可以确立有关散射振幅的一系列重要性质. 

我们来考虑一个粒子在场叭/0中的运动，该场在无穷远处足够快（快的程 
度以后再指出）地趋于零.为了简化讨论，先假定该粒子的轨道角动量/为零•我 
们可把波函数（/=0和£为任一给定值的薛定谔方程 之解） 的渐近式写成 

① 这种类呦的散射在成虹理论中出现.因此被称为虹败射. 

② 严格讲来，振幅中应包含来自碰掩参贵的小角度散射供献的一项.但此项与所列出的那项 
相比一般讲来是很小的. 

③ 这种类咽的散射出现于某种气象现象的理论中，称为发光散射. 
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^- sri/r =/!(£) exp | - V + fl(£) exp ( 〆 ~^ 2m —r j , (128.1) 

并把看作复变量，当 '£ 为负实数时，把 / I 定义为正的.此波函数假定已按 
某一条件例如 < A ( o ) =丨归一化. 

在左实轴上 （£<0),( 128. 1) 中第一项和第二项的指数因子都是实的， r - 
»时，其中的一个是衰减的另一个是增长的.根据 A •是实函数的条件，可知£<0 
时/1(£)和扒£：)都是实函数，由此还能得出这样的结论，在对称于实轴的任意 
两点上，这两个函数具有复共 轭值： 

/!(£•)=/!•(£)， B(E') =B-(E). (128.2) 

从左实轴通过上半平面转到右实轴，即得£>0时的波函数渐 近式： 

X = A(E)e' t, +B(E)e-' t, , k = (128.3) 

n 

如果是通过下半平面转到右实轴，我们就得 

X =A-(E)e- ,k, +B' (E)e ik, . 

由于 I 应该是£的单值函数，这就表明 

£>0时， A(E) =B' (E). (128.4) 

这个关系式也可根据£>0时尤函数为实量直接得出.但由于 （128. 丨）中根号 
不是单值的，系数 4( 幻和 B (£) 本身也不是单值的.为了消除这种非单值 
性，复平面上要切去右实轴•这条割线使得是单值的从而保证了 4(£)和 
扒£)函数的单值举.并且这两个函数在割线的上下沿具有复共轭值 [(128. 3) 
式中的 /»(£) 和取割线上沿的值]. 

具有上述割线的复平面，我们称它为黎曼面的物理叶.根据我们的定义，在 
整个物理叶上有 

Re /^£>0, (128.5) 

特别是在割线的上沿，应该定义成为 - iyi ®. 

(128.3)中的两个因子^1和^1，从而还有< 中的两项，都是数量级相同的 
S , 因此形如 （128.3) 的渐近式总是合理的.在整个物理叶上，当 r —00 时， 

(128.1) 式中的第一项指数衰减而第二项指数增长[由于 （128. 5)]. 因此 

(128.1) 式中的两项具有不同的数最级，从而这个表式作为波函数的渐近式不 
—定是合理的 ：其中 的小项与大项相差过于悬殊•为了使 （128. 丨）式成为合理 


①本竹中我们考虑物理叶上敗射振 W 的性质•但在以后，我们有时需要考虑（见§ 134) 黎曼曲的另 
一个••非物理”叶.在这个叶上有 

Re y~^E <0. (128.5a) 

从右半轴向下直接穿过割线即珂到达这个非物理叶. 
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的，小项和大项之比必须不小于势能的相对数 M 级？//£，这正是薛定谔方程转入 
渐近区时被略去之项•换句话说，场 i /( r > 必须满足以下条件： 
r - oo 时 f /( r ) 的衰减快于 


exp ( - 2 rRe - f^E ). (128.6) 

如果这个条件对任意的 Re /= T >0 得到满足即如果 i /( r ) 比下式减少还快： 

e " c， (128.6 a ) 

式中 c 为任意正的常数，那么形如 （128. 丨）的渐近式就对整个物理叶成立•作为 
常系数方程的解，它没有£的奇点.这意味着函数/1(£)和 fl (£) 在整个物理叶 
上是正则的•只有^ =0这一点除外，这一点作为割线的起始点，是这些函数的 
分支点. 

粒子在场 （/(/■) 中的束缚态，对应于/时趋于零的波函数.这一点意味着 
(128. 1) 式中的第二项不应出现，也就是说，离散能级对应于 B (£) 函数的各个 
零点•由于薛定谔方程只有实的本征值， 》(£) 在物理叶上的所有零点都是实数 
(并且分布在左实轴上）. 

£>0时的 /!(£) 和 B (£) 函数直接与场 f /( r ) 中的散射振幅有关，现说明如 
下•按 （33. 20) 式写成的尤渐近式为 

| =常数. (128.7) 
比较 （128. 3) 式和 （128. 7) 式即可看出 

-鵠=严， ( 128 - 8 ) 

而根据 （123. 15) 式，角动量/ = 0的散射振幅为 


(128.8) 




(128.9) 


式中的/!和 B 取割线上沿的值. 

现在把散射振幅看作是整个物理叶上的 fc ’ 的函数，我们就可以看出，离散 
能级就是这个函数的单极点.如果场叭 r ) 满足条件 （128.6) ,根据以上的讨论， 
敗射振幅不再存在其它的奇点①. 

我们来计算某一离散能级£ = f ：。 < 0 极点处的散射振幅的留数.为此目的， 
我们先写出 A * 函数及其对能最的导数所满足的 方程： 


，命奇 °，（轰)、>-"): 


① [=0 点除外，它是以前特別提到的4(£)和5(£)0|数的奇点.但当£ ：- 
有隈值（见 5 132). 

为简短计，以后不洱每次卢明此事. 


| 时敗射振幅仍能保持 
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第一式乘以 dx / dE ，第二式乘以然后两式相减 并对/ ■积 分得： 

(,2810) 


把上式应用于 £• = A 和 r — 00 . 式右的积分当 r -^ oo 时等于1 ( 如果束缚态波函数 


是按通常条件|/心=丨归一化的）•式左的 A •用 （ 128 . 丨）式代人，并且考虑到 
£=4点附 近有： 

A(E)^A(E 0 )^A 0 , ff(£ ： )»(£+l£ 0 l)^||, , ^/3( £ + I £ 0 I ), 

结果就得 



根据以上这些表式可以知道，在 £ = A 点附近散射振幅的首项"=0的振幅）具 
有如下 形式： 



h 2 Al 1 
" 2 ^" T+ \~E^\ 


(128. 11 ) 


由此可见，离散能级处敗射振幅的留数取决于相应的归一化定态波函数渐近表 


式中的 A 系数： 

X = /> 0 exp (- £ °~r j . (128.12) 


现在回到散射振幅解析性质的研究，考虑不满足条件 （128. 6 a ) 的情形•在 
这样的场中，只有 （128. 丨）式中的增长项才是整个物理叶上薛定谔方程之解的 
渐近式的正确部分.从而和以前一样，我们可以肯定扒 £) 函数没有奇点 • 

这种条件下的函数 M 死）只能作为右实轴上尤渐近式中的系数( I 中的两项 
在该处都是合理的）的解析延拓才能在 M 平面上确定•但是这样的延拓现在会 
给出不同的结果，要看这种延拓是从割线的上沿还是从下沿开始的.为了得到一 
个单值函数，我们规定.上半平面和下半平面中的 ME ) 是分别从右实轴的上沿 
和下沿开始的解析延拓，割线则要一般地延及整个实轴.这样定义的函数仍和以 
前一样，具有 /!(£• ) =/ T (£) 的性质，但-•般 i 并来，无论在实轴的右半部和左半 
部它都不是实量 •从原 则上讲，它也能具有奇点 • 

然而在这样的条件下要把函数 4( £)定义在复平面上，只能通过把右边实 
轴上作为渐进表式; f 的系数那个函数做解析延拓来得到■但是一般讲来•这种延 
拓从割线的上边开始还是从下边开始，所得的结果是不一样的 • 

为了达到单值性的目的，我们约定 ：上半 平面的 W 瓦）是由右半轴的上边延 
拓而成的，而下半平面的 <4( 幻是由 右半轴的下边延拓而成的.这时，—般讲来， 
割线应该成为整个实轴的延拓•这样得到的函数仍然具有》(广）=厂（幻的性 
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质，但一般讲来，实轴的左边和右边都不是实的，原则上轴上也可能有极点 • 

我们来证明，函数 /!( 幻在 物理叶之中没有极点这件事还是有=个判据，虽 
然它不满足条件 （128.6 a ). 

为此，让我们考察在给定£值（复值）下作为复 r 的函数的 a *. 这时将 A •限制 
在上半平面即可，因为上下两个半平面中的 />(£：) 是互为复共 轭的. 对于能使 
Er 2 成为实正数的那些 r 值来说，波函数 （128. 丨）中两项的数域级是一样的 •这 
就是说，我们回到了原来 £>0,/" 为实数的那种情况，那时渐进表式尤中的两项 
对于任意在无穷远趋于零的场来说都是合 理的. 因此可以肯定，对于那些 
e 值, /»(£) 不可能有奇点，这些£值就是，当『沿着£> 2 > o 的射线趋于无穷大时 
能使 f /( r )—0 的.当£取遍上半平面的所有的值时，条件>0选出的是 r 的 
复平面的右下象限.于是我们得到结论① （ 朗道，1961 ) : 

在右半平面上 r —* 时， f /( r ) 满足 条件叭 r )^0 (128.13) 

条件 （128. 6 a ) 和 （128. 13) 包括了类型很广的一 些场. 以致可以这样说，散 
射振幅通常在两个半平面内都没有奇点.在左实轴 h (如无割线它是物理叶的 
一部分），散射振幅具有对应于束缚态能量的 奇点； 当有割线存在时，还可能具 
有其它的奇点. 

特别是，它发生于下列形式的 场中： 

(128.14) 

n 为任意.在左半轴的0< - £< ft 2 /(8 m a 2 ) 间隔内，条件 （128.6) 成立，因此在这 
一段上不需要有 割线； 散射振幅只能具有对应于束缚态的极点•在左半轴的其余 
部分，就可能有多余极点和其它奇点 （ S . T . Ma ,1946). 这些奇点的出现与下列事 
实有关，当「沿£/ >0的曲线趋向无穷大时，£值一旦运动到左半轴的下面（在 
r 复平面上，也就是上述曲线落到虚轴的左边 ），（128. 14) 式的函数不再趋于零. 

其次，我们来研究— ~时散射振幅的解析性质•当£沿实轴趋向无穷大 
时，玻恩近似成立，散射振幅趋 于零按 照前面的讨论，这种情况也发生在如果 r 
的复值满足>0，而£值沿复平面中任一直线 （arg £ =常数）趋于无穷大时. 

当 r 沿 arg r = -+ arg £ 的直线趋向无穷大时，如果有 （/—0, 并且 （/(»•) 在该直线 

上没有奇点，则玻恩近似的成立条件得到满足，散射振幅仍趋于零•当 arg £取0 
到 it 的所有各值时 ， arg r 取0到 - ir /2 的各个值. 

由此得出结论，如果 "（ r ) 在 r 的右半面内不存在奇点并在无穷远处趋于 
零，则散射振幅在£平面各个方向的无穷远处都趋 于零- 

①由于 t /( r ) 是实函数，在实轴上有等式叭， ）="• ( r ) 成立，因此 （128. 13) 在右下半平曲成立自 
动地意味着此条件在整个右半平面 成立. 
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以上所讲的虽然都是针对角动量/=0的散射，但在实际上以上所讲的一切 
结论对角动量不等于零的任一分波振幅都是成立的.推导中的唯一区别 是,;》 •渐 
近式中的因子现在要改成自由运动 （33. 16) 式的精确径向波函数①. 

//0时 ，（128. 9) 和 （128. 11) 式要作某些改变 .（128. 7) 式现在改成 

尤 , = = 常数 x { exp [ i ( Ar - y + 5, ) j - exp [ - i ( Ar - y +5 ,j ] J, 

(128.15) 

对分波振幅 /, 可得[按 （123. 15) 式定义] 

+ (128.16) 
2 y / -2mE 1 « J 

在角动量为 / 的£ = 能级附近，散射振幅中的首项由下式 给出： 

/«(2 Z + 1)/, P ,( co 8 0) =( - l ) ，，， V 42 F ^ 1 ,ir , (2/ + l ) P ,( co S g ) > 

Zm t + i t 0 l 

(128.17) 

用以代替 （ 128. 11) 式. 

§129 色散关系 

上节中我们研究了具有给定/值的分波散射振幅的解析性质，我们看到，这 
些性质由于有可能出现“多余”奇点以及无穷远处的非正则性而被复杂化了.总 
振幅作为具有给定散射角值的能童的函数，显然具有类似的性质.可是，零角度 
的散射振幅构成一个例外，我们现在要指出，它的解析性质是比较简单的. 

写 出进行散射的粒子波函数的薛定谔 方程： 

(129.1) 

我们把它形式地看作右边不等于零的一个波动方程，亦即看作电动力学中熟知 
的推迟势方程. 

这个方程的描述在远离中心的处沿 f 方向“辐射”的解，具有以下形式 
(见《场论》 §66)： 

〜《 = -4七哿 。 29 . 2 ) 

这个表式在目前怡形下代表散射粒子的波函数，的系数给出散射振幅 
/(0,£).特别是，如令是人射粒子的波 矢董） ，即得零角度散射振幅： 

①这些函数的极限表式 （33. 17> 只当£>0时才能 应用； 在£平面的其余部分,^•函数中的两项具 
有不間的数 ft 级.引用这种极限表式后，对数所引起的误差一般要大于薛定谔方程中略去1/所引起 
的误差. 
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/(0. E ) = [ U ^ e- il, dV (129.3) 

(已取 2 轴沿*方向）.这个表式当然只有形式上的意义，因为被积函数中仍含有 
未知波函数.但对作为能量£的函数的/(0,£)这个髮讲来，可从上式引出有关 
它的解析性质的一些结论 ®. 

被积函数中的函数当 r 很大时由人射波和出射波两部分所组成.后者与 
成正比，因此所对应的那部分被积函数内含有因子•另一方面，复平面 
(从右实轴割线的上沿出发）上 ik 被- y ^2^ E / h 所代替，并在物理叶上到处 
有 Re y~^E >0.由于/^ 2 ,1^[&(/'-;:)] <0,这个积分对任意的复£值收敛. 
至于少中与成正比的人射波部分，它的指数因子在积分中被消去，因而这— 
部分也是收敛的. 

积分 （139. 3) 中的函数少作为薛定谔方程之解对所有的复£值都是唯一地 
定义了的，它除了平面波外只含有时衰减的那一 部分. 因此整个收敛积分 

(129.2) 也是唯一地确定了的，所以它的奇点只能通过少变成无穷大才能产生. 
这种情况发生在离散能级处 

很易证实，当时，/(0,£)保持有限.当|£|很大时 ，（129.1) 式的薛定 
谔方程中可以略去含有 t / 之项，从而使中只剩下平面波少 ~ e '结果使 

(129.2) 式变成 


/(0,») = -^1 UdV , 


这和零角度散射的 （9=0 的）玻恩振幅 （126. 4) 相一致，我们把它记 作 / JO ). 

由此得出结论，零角度的散射振幅在整个物理叶（包括无穷远处）上是正则 
的，只有左实轴上离散能级处的极点是例外③. 

现在来研究积分式 


2 iri 


f /( Q . g ， ) ~/b 

Jc E ' -E 


dE ', 


(129.4) 


① 当然已经假定.当 r —» 时，场 t /( r ) 衰减得 足够快，使得/(0.£>是存在的（当£>0时）.见 
§ 124. 

② 为®免误解.我们必须强调指出.这 m 所讨论的少是疳系统的总波闲数，它的归一化条件就是渐 
近表式中平而波舫的系数等于丨[见 （123.3) 式]•上节中我们研究的是这个波函数的也郎分,0,具冇确 
定的角动并 II 假定已按某种任意方式归 一化. 如 * 把总波闲数按函数组 a 展开.则在展式中&舫 
含有一个正比于 l / fl , 的系 数：以 /=0的 （128.3) 式函数为例，它在0的嵌式中呈以下 形式： 

常数 x — ^― x (A+ - 2 ifisin kr ] , 

W 此在函数 S , (幻的 芩点处，也就 M 在离敗 能级处> 变成无穷大. 

③ 以上的证法 M 于； I . fl . ■ KaM « B (1958>. 
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所选的积分路线见图46,它由一个无穷远处的圆和绕右半轴割线的曲线所组 
成•沿圆弧的积分等于零，因为/(0,00 ) -/ B =0. 


沿割线两沿积分后给出 

上式中已经采用了 § 128中对物理振幅所作的 
定义，对正实值的£，这个物理振幅是由割线的 
上沿给出的，割线的下沿则给出复共轭值. 

另一方面，根据柯西定理，积分式 （129. 4) 

应等于/(0,£) -/ B 再加上被积函数在 



各极点 E '= E , 处的留数&，其中的匕就是各 
个离散能级的能量，这些留数可以用 （128. 17) 式确定并等于 


fl fc 2 ^ 2 

R >= Y ~ E ' d - = + (129.5) 

K 是能量为&的状态的角动量.因此得 


/(0,£) lm n) dr 


2 ft 


E - E . 


(129.6) 


此式称为色散关系，它用 £>0 的 /(0, 

£) 的虚部值确定物理叶上任一点的 © 

/(0,£)值 （ D . Y . Wong ,1957 ; N . Khuri , • ---^--- 

1957). 

当£点趋于割线的上沿时， S47 

(129. 6) 式中沿实轴的积分应从下面绕过£ = £'极点，如果作一个无限小的半圆 
绕过这一点（图 47) ,(129. 6) 式右边积分的相应部分给出 iIm /(0,£) ，剩下从0 
到《的积分必须取作主值.结果得 

Re /(0, £ ) = A ^ pf o Ij ^ fPdE ' + X ^ ⑽刀) 

E >0 的零角度散射振幅的实部就可以通过它的虚部来确定.可以提及的是，根 
据 （125. 9) 式，后者直接和总散射截面相联系. 

§130动量表象中的散射振幅 


散射振幅的概念中只含有散射粒子的初末态动最的方向.因此自然地也能 
在动量表象中表述散射问题，在此表象中并不存在过程的空间分布问题.下面我 
们来看怎样做到这一点. 
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首先，我们取原来的薛定谔方程 

-^-▽ V ( r ) + [ V ( r ) - E ] i / i ( r ) =0, 

Zm 

把坐标波函数变到动量表象，亦即变成它的傅里叶分埴 
a ( q ) = f ^( r ) e- if r dV , 

反之有 

i / f ( r ) = 1 , [ a ( q ) e i, r d 3 q . 

(2ir) i 

(130. 丨）式乘以并对 dV 积分•第 一项作 两次分部积分后给出 
| e ^ r V 2 ^{ r ) AV = J ^( r ) V 2 e ^ ' r dF = - q 2 a ( q ). 

第二项中 ，少 （ r ) 用 （130. 3) 代人，我们得 

\ U ( r )^( r ) e-^ r dV = j j U ( r ) r a ( g ') e ^'' r dV -0^ = 

十 (0(0 岛， 

式中的叭？）是场叭 O 的傅里叶分量①： 

U ( q ) = j V ( r )^- r AV , 

因此薛定谔方程在动量表象中变成 

僧 _ E h ( 9 ) + I u ^- ( f ' ) a ^' ) ^ y =0 ' (130.4) 

注意这是一个积分方程，不是微分方程. 

描述动量为狀的粒子散射的波函数具有以下 形式： 

= e it - r + Xk ( r ), (130.5) 

式中的函数，它的渐近式 00 时）是一个射出球 面波. 上式的傅里叶分 
璗为 

a k ( q ) = (2 tt ) 3 5(^ - k ) +Xk (^) (130.6) 

此式代人 （130. 4)， 得 hU ) 函数的以下方 程②： 

^ n ( k 2 - q 2 ) Xt ( q )= U ( q - k ) + f U ( g - q ') Xt ( 9') ^ y - 030.7) 

用下式定义的未知函数代替 h (9)， 对上式进行变换： 

① 为方便汁.我们把？写成为博甩叶分*的宗量，不作下 W 处理. 

② 《4据6函数的性质.乘织 （9 J - 4 : )5( 9 -4>乘任一函败/(«0(在《=*处无奇点）后对积分等 
于零.在这个息义下.可令（9 2 - t 3 ) S (9- k ) mO . 


(130. 1) 

(130.2) 

(130.3) 
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AT * ⑷ 


2m 


F (, k , q ) 


h 2 q 1 - h 2 - iO ’ 

这就消去了 （130.7) 式系数中 q 2 = k 2 处的奇点，该式变成 


(130.8) 


w - w - 苷 ㈣ m (⑽) 

其中的 iO 代表 5— + 0时 iS 的极值，它包括在定义 （130. 8) 中，目的是使 
(130.9) 式的积分具有给定的意义，因为它确立了绕过点的方式（参考 
§ 4 3).我们来证明，这样的积分方式相当于使以下函数具有所需要的渐近 
形式： 




F(,k,q)e itr d 3 g 
q 3 - k 1 -iO (2 ir) J 


(130. 10) 


为此，我们令 =q 2 dqdo, 并先对 do , 积分，即对矢量 g 相对于 /■ 的各个方 
向积分•这类积分早已在 （125. 2) 第一项的变换中做过；在 r 大的区域内，结果是 


y / r) = _2m2iri f* F{k,gn')e^ - F{k , -gn')^' gdg 
X> h 2 r Jo 9 2 - A 2 -iO i ^ j 7 

其中 = r /» ■，或者 


V (r) - ) e qaq 

Xl( 2WrJ- q 2 -k 2 -i0 - 

被积函数在 <?=A + iO 和 <7= - A - iO 处具有 极点; <7 复平面上的积分路线分 


别从下面和从上面绕过这两点•（图 48 a ) •这条积分路线可以稍为移动到上半平 
面内，用一条平行于实轴的直线和一个绕9 =々极点的封闭圈来代替（图 48 b ). 


® 




-0 

0>) 


图 48 

沿直线的积分当 r -> oo 时趋于零（因为被积函数中含有 因子） ，沿封闭圈的 
积分等于被积函数在极点 ？ A 处的留数乘以 2 ttL M 后结果为 

Xk ^ r ^ = ^Ti~ F( - kn ' kn ''> < (130. 11 ) 

式中 《 为 A ： 方向的单位矢量•我们已经导出了所需的波函数渐近式，而散射振幅 
为 

f(n,n') =^^F(kn,kn'). (130.12) 
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可见散射振幅由满定积分方程 （130. 9) 的 F ( A , 9 )函数在</= A 点的值所决定. 

当微扰论能用时 ，（130. 9) 式很易用弁代法求解.一级近似中略去积分项, 
我们有 j ) = - i / U - A ). 下一级近似中我们把它代人积分项内， （130. 12) 
式的散射振幅就变成（稍改记号） 




2irfc 2 


卜々 ，-幻 +学卢 


k' -k")U(k"-k) 
k 2 - k Hl + iO ~ 


d 3 r 1 


(130. 13) 

其中 A : = An , A '= An '. 第一项与一级近似 （126. 4) 相同； 第二项表明二级近似对 
散射振幅的贡献®. 

从 （130. 13) 可得§ 126中提到的一个结论 ：即使 在二级近似中，散射振幅也 
已失去 （126. 8) 式的对称性•初看起来， （130. 13) 的积分项对初末态的对调似乎 
也是对称的•实际不然，因为取复共轭表式后，积分路线及其绕过极点的方式已 
被改变. 
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如果势能与 AVma 2 ( a 和通常一样是势场的作用距离）相比并不小，就有可 
能发生一种情况，此时散射粒子的能量很大，使得 

fc2 

ll/l « E --^( ka ) 2 , (131. 1) 

ma 

但还满足条件 

\ U \ S :-^ 1 ka =— ; (131.2) 

ma a 

当然，我们假定了 

ka »1. (131.3) 

在这种情形下，虽是快粒子散射，但玻恩近似不适用 ：条件 （126. 1) 和 （126. 2) 都 
不满足. 

考察这种情形，我们可用 （45.9) 的波函数 表式： 

^= e ' 4, f '( r ), F ( r ) = exp ( J * Udz ^ j . (131.4) 

应用此式时 ，能量 只需满足条件 li/I « E . §45中曾经指出，上式只对 ^<< Aa 2 
成立，所以它不能立即延伸到渐近式 （123. 3) 得以成立的距离处.可是我们并不 
需要这 样做； 计算散射振幅时，知道 a 区间内的波函数已经足够，此 

时 F ( r ) 指数中的积分可以延伸到无 穷远： 


①这个结果不用动 S 表象当然也很场得到.二级近似与一级近似式的差别在于把 （130. 13> 中大括 
兮 内的表式改成 1/(*/ -/ I ),这可从 （43.1) 和 （43. 6) 式的比较中明 M 看出. 
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^,=e ik, S(p), (131.5) 

其中的记号 

S( P )=e ⑽' S(p) = ~^ v \\ 031.6) 

p 是平面内的径矢. 

快粒子散射主要发生在小角度，这是我们现在要考 虑的. 由于动量的改变 
hq 比较小 （<7 << A), 矢最？可以看成垂直于人射粒子的波矢也就是位于*>^平 
面内.散射波可从 （131.5) 减去人射波 e ikl (z= -00 的 （131. 4 )式）后得到.波矢 
为 k'=k + q 的散射振幅和散射波的相应傅里叶分量成正 比①： 
/~{[ S(p )- l]e ^^ d J p 

(d 2 p=ckd y ). 这个表式中的比例系数可通过与玻恩近似极限情形的比较而导出 
(见下面） • 

这个计算也可用一个不同的方法来进行，它能直接导出一个完全确定的表 
式 . 为此我们采用 （ 129_ 2) 并把 （ 131. 4 )的必代人•由于按 （45. 8) 有 

Y UF=2,k ^' 

得散射振幅的系数） 

= Y~- j [F(z = oo )- F(z =- oc) ]e''* p d*dy, 

把 F 的表式代人，最后得® 

/ = ^J[S( P ) -l]e 十， d J P . 031.7) 

如果能 W； 很高，以致5 ~ \U\a/hv « 丨，玻恩近似成立：展开 S - 1 ==2i5, 由 
(131.7) 得 

， S u n d2 ’ 

与 （126.4) 式一致. 


① 求敝射振幅的这种方法类似于讨论夫琅禾费衍射 （《场论）. S 61> 时所用的方法.衍射效应使得 

(131.4>对 不适用. 

② 两维情形下，场中的败射振《由以下类似的公式 确定： 

/=-f J ^/[ S (*) - lie - 1 **.!,. (131.7.) 

I / I 2 d 0 是沿）■轴单位长度内的敗射截面 4为《 平面内的散 射角； 尚可参考 5126® 6. 
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应用光学定理 （125. 9)，我们可以 （131.7) 导出散射总 截面. 零角度的散射 
振幅就是9=0的/值.因此得 

< t = J 2 Re ( 1 - S ) d 2 p = J 4 sin 2 5( p ) d 2 p . (131.8) 

被积函数可看作碰撞参 M 在 d 2 P 范围内的粒子散射截面①. 

(131.7) 式并没有预先假定势场是有心力场.对有心力场讲来，值得 看一下 
怎样从梢确的一般公式 （123. 11 ) 直接导出此式. 

根据条件 （131.1)_( 131.3), 散射中起主要作用的是角动量/大的分波振 
幅.因此波函数满足准经典条件，我们可用 （124. 1) 式的 5,. 令该式中的 
〜屬，，=? + / 2 /广我们得 


5, 




U ( r)dr 


""告 /。 "( + 尸/裊 2 ) 


A 2 - 1 "/ r 1 

这与 （131.6>* P = Z / A 时的 S ( p ) 值一致②.其次，小角度 （0<< 1) 时 / 大的勒让 
德多项式可取 （49. 6) 的 形式： 


p ,( co 8 e ) ~ j 0 (併) 


2-it 




上式代人（ 123.11) 并把求和（对大的 f ) 改成积分，我们得 

k 1 


/= + / 广€ / W P ， (131.9) 


式中《和 P 为两维矢量，其大小为 q = ke,p = l / k . 最后 ，把 （123. 15) 的/,[式中 
5, =5(// A )] 代人，就回到 （131.7) 式. 


对于有心力场中的散射 ，（131.7) 式对町 面内的极角 p ( d 3 p = p d p d v ) 积分 
后，变成 


| exp [2 i 5( p )] - Ui 0 (, qp ) pAp , (131.10) 

§ 126中已指出，玻恩近似不能适用于大角度的快速粒子散射，如果截面是 
—个指数式小量 的话. 这里给出的方法在这种条件下也不能适用.这样的情形实 
际上是准经典的，微扰论不能应用. 


① § 152中，将给出被多粒子系统所敗射的情形下 （ 131. 7> 和 （ 1 3 |. 8> 式的推广. 

② 准经典函败 2 M ( p > 是粒子作经典轨进运动时由场{/所引起的作用 t 的改变 H . 对快速粒子，轨 
进可取 K 线•从而等于下面两个经典作用1积分之差 

厂 . /*. -S/'. vAz - 

在这种 贲义下 ，此处的 25( p > 所起的作用类似于儿何光 学中® 喊的作用.敗射理论中的这种近似因而常 
称作程函近似.但应强 W 指出•敝射振幅并不还 K •:成为它的准经典值，因为一般讲来，条件扨》丨和 <5, » 
1并不满 M . 
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根据准经典近似的一般规则（参考§52, §53), 按指数规律衰减的散射截 
面中，它的指数可以通过经典禁区中“复轨道”的研究来确定•① 

经典散射问题中，粒子在场叭「）中的散射角0与碰撞参量 p 之间的关系为 

(131.11) 

r 0 是最接近于力心的距离，为下式的一个根. 

» -4~- F =0 (131.12) 

T 匕 

(见 （127. 5)) .我们感兴趣的情形相当于经典粒子散射中不能偏转的角度区②. 
这些角度相当于 （131. 11) 式的复数解 p ( 0)( 具有相应的 r 。 复值）.根据这样求 
出的函数 〆 0) 以及粒子的经典轨道角动 ft ，可以算出作用1 

S ( 0 ) = mv jp ( 0 ) dd , (131.13) 

式中《是粒子在无穷远处的 速度. 散射振幅为 

/~ exp ( -+Im S ( 0 ) J . (131.14) 

—般讲来 ，（131. 12) 式的复根不止一个 •（131. 11) 式中的 r 。 应该选取这样的一 
个复根，它具有最小的正虚部 Im S •此外，如果 t /( r ) 具有复奇点，也应看作的 
—个可能值③. 

r ~ r 0 区域在 （131. 11) 的积分中最为 重要. 当£很大时，根号内的^/£项可 
以略去.积分后得 

p = r 0 cos -^- 0 . (131.15) 

如果是函数 6/(/■) 的一个奇点，它只和场的性质有关而和 p 或£无关•用 
(131. 13) 式算出 S 后，即得这种情形下的散射振幅为 

exp ( - ^^sin llm r 。）• ( 131.16) 

但如 r 。 取自 （131. 12) 式的一个根，指数的形状就和场的特点 有关. 例如以下 
函数 

U = U 0 e - (r/ ' )1 

(它在有限距离内无奇点）根据方程式 

① 关于指数因子 lW 的系败的讨论，见 A . 3. naTaiUHHCKHA . B . R . riOKpOBCKHft , H . M . Xa ^ aTHHKOB . 
> K 3 TO ,45,989,1963 (Soviei Physics JETP 18,683,1964). 

② 这里所 讲的方 法不但对大的 f 成立，而且对敗射为指数式小的所有悄形»成立 • 

③ 我们记得 （ 见§ 126) ,如果 （/( r > 当 r 为实置时具有奇点.则截面不按指数规律哀减. 
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-^ = 1-^1= 


得 


r 0 *ia 


lla (wr t 0 )- 


(131.17) 


由于它对 0 的依赖性极小 ，/ •。在 （131. 13) 的积分中可以看作常数，结果得 
(131. 16) 式的散射振幅，其中的 r 。 由 （131. 17) 式给出. 


习 


题 


1. 对半径为 a 深度为并满足条件<< W / m 的球形方势阱， 
求总散射截面. 

解••我们有 

厂 Udz = - 2 U 0 ,/a - p 2 . 

根据 （131.7), 向前散射振幅 U =0) 为 


/( 0 ) 


2tt 


fo l eXP (^' / ^ T ) - ， ] 2 ^ = 

= - i/ca 2 J B ( e J，M - 1 )xAx =^~ [ * ~^(e 2 '" ~ 1 )], 


其中 = 为“玻恩参量”，根据光学定理 （125. 9), 求得总 截面： 

a =2 W [ l + ^ 


sin 2 v cos 2 v 1 


在 1/«1 的（玻恩）极限情形下，上式给出 O " =2仰 2 〆 ，与§ 126题1 一致 • 
在 j/»l 的相反极限情形下，我们有 =2 ira 2 , 即几何截面的两倍•后一结果具 
有简单的含义.当 p >>1 时，碰撞参量 p < a 的所有粒子均被散射，亦即离开入射 
束.在这个意义下，势阱具有“吸收”球的 行为； 根据巴比涅 （ Babinet ) 原理（见 
《场论> §61末），总截面为“吸收”截面的两倍. 

2. 同題 1 ,但场 t / = i / oe xp ( - rVa 2 ). 

解 ：这种 情形下 

J Udz = a -/tx U 0 e \ p ( -p / a '), 

代入 （131.7), 改变积分变量，得零角度散射振幅 


/( 0 )= - 

式中"= U Q a / hv . 故总截面为 

(T = 2na 


ika 2 


2 L (e 

r <- 


- i ) 


du 


o ^. 
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对于 " 《 1，被积函数为 l /2 a ， 截面 a * = \/2 na 2 V 2 ，这与§ 126题 2 (ka » \ 
时）一致.对于 v » 1，我们把被积函数写成 （ 丨- e' Au cos a )/ u , 含有一个小参量 
A ，积分后再令它趋于零，分部积分后给出 



1 - cos 


u) — ^\n(p y/ir ) - f In asin udu = ln( p /tT) + C, 
u Jo 


式中 C 是欧拉常数.故 


a = 2*ira 2 ln | v 1 , i/»l. 

3. 求磁场中电子小角度散射的截面，该场集中在半径为 a 的柱形区内 （ Y . 


Aharonov ， D. Bohm ,1959 ). . 

解：令 磁场沿 y 轴，它也就是柱形区的轴，并取入射电子束的方向为 z 轴•那 
么散射与坐标; T 无关，我们可以考虑 w 平面内的两维问题 • 

柱形区外，磁场"=0,但其矢势不等 于零： 

a <p, (i) 


式中史是^平面内的极角 ，少 是磁 通量； 实际上对:《平面内的圓（半径 r > a ) 面 
积进行积分，即有 

j Hdxdz = ji A • dl = ~(p I = <P. 


势（丨）改变了电子波函数（平面波）的 相位； 按（丨丨丨 .9), 我们有 


(p = e 




). 


( 2 ) 


但是此式在沿 z >0半轴的一个窄区（宽度内不适用，因为通过磁场区域的 
粒子运动受到了该场的 干扰. 这就解释了绕原点使史角增加 2 tt 时函数 （2) 出现 
的非唯一性.实际上从 （2) 式的不适用性得到，在 z >0 的半轴附近有一条割线 
(宽度为有 限）： 在割线的两側，史值相差 2 tt , 例如不 ir . 

对于具有小动量转移 q = k 0( qa « I ， 0 « I ) 的小 01 度散射，橫距 x ~\/ q » 
a 是重要的，割线的宽度可以 略去. 考虑 z >> 1*丨的区域，我们还能略去 2 轴.两 
側必对 * 的依赖关系，得到① 

b f exp (-2^ 0 ) - * >0 - … 

屮 = e. fa 厂 (*), F (*)= (3) 

l eXp (^) - * <0 - 

“两维”散射振幅由 （131.7 a ) 式算出 ② j — O 时我们有 


① （3) 和（ 131.4) 式一样，对很大的：值不适用，那时衍射效应变撙很重嬰 • 

② 早已提及，这个公式不用势场中的薛定溽方程也能 导出. 
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/= +居卜 (■ J : e -、+ 复叫 

计算此积分时引入因子，积分后再令 A —0, 结果为 


从而散射截面为 


e(p 


« I 时，我们得 



dcr = \ f \~ A 0 = —sin 


e<P dd 
2hc~^ 


dcr = 


e A0 
2- nkh 2 c 2 0 2 


(4) 


相当于微扰论适用时的情形. 

注意截面 （4) 和磁场强度具有周期性的依赖关系，并当 0—0 时总截面是发 
散的，尽管磁场是集中在一个有限的空间区域内.这些都是特有的量子效应. 
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假定散射粒子的速度很低，它的波长远大于场 f /( r ) 的作用半径 a (即 h << 
1)，它的能 tt 远小于这个作用半径内的场值，我们来研究这种极限情形下弹性 
散射的性质.解决这个问题需要弄清楚 A 很小时相位 S , 和波数 A 之间的极限关 
系 • 

当 r < a 时，精确薛定谔方程 （123. 7) 中只能略去含有 P 的 一项： 

R ", + ^- R ', =^ i /( r )«,. (132.1) 

而在范围内，还可以略去 ⑺项 ，留下 

R " l +- R ' l - l <： l \ X ) R l =0. (132.2) 

r r 

这个方程的通解是 

（132.3) 

r 

常数和~的值原则上只能通过对具体的函数 i /( r ) 来求解 （132.1) 式得到.当 
然，对不同的/它们是不同的.在更远的距离/ -1/ A 处，薛定谔方程中的 t /( r ) 项 
可以略去，但 A 2 项不能略去，因此有 

R ", + [ it 2 - ]«, =0, (132.4) 

这就是自由运动的方程•它的解为（见 §33) 
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-1)， 


( 2 / + 1 )!! 


k v 


(_ A - j ' sin 灸厂 + 


+ c “ ' 1 ) ， ( 2 /- 1 )! ! (^) £ 2 7 ^' (,32 5) 

式中的常数已经这样选定，使得 kr «1 时这个解变成 （132.3) 式，这就保证了 
紛《1范围内之解（132.3)和心~1范围内之解 （132. 5) 的“衔接". 

最后，当 Ar » l 时，解 （132.5) 虽以下渐近形式( §33)： 




c 2 k l 


屮 r _f )• 


( 21 - 


上式中两项之和可以表成以下 形式： 


尺/ =常数 x 士 sin ( A:r - 宇+5, ). (132.6) 

相位5,由下式 确定： 


tan 5, = 5,= 


_ C J. _ 1.2* ♦ I 

C ,(2/-l)!! (2Z + 1)!! 


(由于 A 很小，所有的相位 S , 都很小）. 
根据 （123.15) 式，分波散射振幅为 


(132.7) 


由此得出结论，在低能极限情形下有 

/, ~ k 21 - (132.8) 

由此可见，所有//0的分波振幅都小于 Z =0的散射振幅（称为 s 波散射）. 
把它们略去后，总振幅为 


f (.0)^ fo = T = ~= -«• (132.9) 

K C | 

因而 d(T = o ： 2 do , 而总截面 

a =4 ira 2 . (132. 10) 

上式表明，低速时的散射是各向同性的，而且截面和粒子的能 ffl 无关①.常数 a 
称为散射长度，其值可正可负. 

以上的讨论中我们默认了场 i /( r ) 在远距离处 （ r » a ) 衰减得足够快，使得 
以上所作的忽略是合理的.这个场究竟要衰减得多快，这是很容易弄清的.当 r 


①电子被子肢射时.与1/4相比较的作用半径 《( 条件紜《丨> 可用原子半径作代表.对 g 杂原 
子,1值可达几个玻尔半径（儿个由于这个半径很大，只有当电子能1差不多等于几分之一电子 
伏特时（满足 4 a « l >, 有效截曲'才是一个常数.当电 子能* 超过这个数值时，截面对能量 就有显 著的依 
轅关系（这个现象称为冉邵尔 （ Ramsauer ) 效 应）. 
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很大时 ，（132. 3) 式 / f , 函数中的第二项远小于第一项，为了保持这一项的合理性 
起见 ，（132.2) 式中保留的小项应该仍大于（132_ 1) 变到 （132.2) 时 
所略去的项由此可见，如果（132.8)式对分波振幅/,的结果是成立 
的，则叭 r ) 的衰减必须快于1/，'特别 是乂值 的计算，以及与能最无关的各向 
同性散射式（132.9)，只有当 f /( r ) 在远距处衰减得快于 1 A 3 时才成立. 

如果场在远处按指数规律衰减，可对振幅/,按 A 的幂次展开的下几项 
作出一定的判断.我们在§ 128中已看到，这种情形下的振幅/,作为复变量£的 
函数，当£为负实数时是一个实量®.因此对 （125. 15) 式中的函数 &(£) 讲来也 
有同样的 情况： 

f,= 7^Tk 

(£<0时 iA 是实数）.另一方面，函数&(£)当£>0时也是一个实景（根据它的 
定义）.由此可见，函数 g ,(£) 对所有的实£值都是实的，因此可按£的整数次 
幕展开，也就是按 A 的偶次幂展开.因此对振幅/，(^)本身讲来，它就可以按 iA 
的整数次幂 展开； A 的所有偶次幂项都是实的， A 的奇次幂项都是虚的.根据 
(132.8)式，/,(4)的展开式是从~3,/4~0项开始的 ； 与此相应,^(&)的展开式 
是从正比于的项开始的. 

当场在远处按"的幂次律衰减而 n <3 时，我们已经讲过，振幅为常 
数的 （132.9) 式不再成立. 

现在来研究各种不同 n 值的情形•当而速度足够小时，碰掩参最 p 的 
所有值实际上都能满足以下 条件： 

p\U(p) I »hv, (132.11) 

因此敗射可以用经典公式描述[参考条件 （127. 9)]. 

当1 <2时，对不太大的 p 值，不等式 （132. 11) 在一个相当的范围内仍能 

得到 满足； 与此相应，对于不太小的角度其散射是经典的.同时还存在着这样的 
一个 p 值区域，它满足 

p\U(p) I «hv, (132. 12) 

也就是微扰论的适用条件得到满足[见 （126.2)]. 

当 /I >2时，在远距处以下不等式 成立： 

It/I «-^j, (132.13) 

mr' 

因此在这个距离范围内，相互作用对散射的贡献吋以用微扰论计算（而在较近 


①当£很小时，即令"是按规律任减，条件 （128.6) 也能得到满足. 
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的距离内，微扰论的适用条件可能不再满足）①.假定 I "。是这样的一个值，当 
/•»/" 9 时不等式 （132. 13) 成立，同时又有 r 。 « \/k. 根据 （126. 12) 式， r >>/ ■。区 
域对散射振幅的贡献由以下的枳分 给出： 

-⑴ 2 . 14 ) 

当 2< n <3 时，上述积分在其下限是收敛的，低速时（心。《丨）可以把这个 
下限改作零，因此积分和成正比，也就是和速度的负幂次成正比.此时这 
一项对散射振幅就是主要贡献，从而有 

2<«<3. (132. 15) 

此式确定了散射截面与粒子速度以及与散射角的依赖关系. 

« =3时，积分 （132. 14) 在其下限为对数发散.它仍是散射振幅的主要部分， 
因此有 

n =3. (132.16) 

n >3 时， r >> 〜 区域的贡献随着 k—O 而减小，散射则由 （132.9) 式的常数 
振幅所确定.但是 （132. 14) 式的贡献，不管它相对讲来比较小，由于属于“反常” 
而仍有一定的意义•“正常”情况是，当 t /( r ) 衰减得足够快时, /( A ) 可按 A 的整数 
次幂展开，并且展式中所有的实项都和 A ： 的偶次幕成正比.当把积分 （132. 14) 
分部积分若干次后 （ 降低分母中 f 的幂次），我们可从中分离出含有 A 的偶次幂 
的部分剩下一个 </r 0 -*o 时为收敛的积分，它与成正比，一般讲来它并不是 
偶次¥②. 


习 题 

试求慢粒子对一深度为 i /。 半径为 a 的球形方势阱的散射截面. 


解： 假定该粒子的波数满足条件 h « l 和其中.我们只 

h 

对相位 S 。 感 兴趣. 因此令 （132. 丨）式中的/=0,得到关于函数 /(/•) = r &( r ) 的以 
下 方程： 

X" + K 2 x=0,(r<a) 

r =0 缽欠等于零 （/ •=() 时 y / r 必须有限）的解为 

X =-4 sin Kf,(,r < a ). 


① 此时的低速敗射不 会足准 经典的，因为不等式 （132. 11 ) 和冏时®求 lt/( P > I Sf： 不相容. 

② 如 SlinM —个奇数2/< + 1,则 n -3=2 p-2 是一个偶数. 但在这种悄形下积分 （132.14) 仍有一个 
-反常”部分，它对敗射振 W 的资 献玷和 9 2 *-Mn ,成正比的. 
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对于 r > a , 函数 i 满足方程;^ + A 2 尤 =0( 即/=0的 （132.4) 式），故 
X = Bsin(kr +5 0 ),( r > a ). 

根据 r = a 处/々的连续性条件，得方程 

A 

#ccot Aca = Acot (Aa + 5 0 ) «« --， 

ka + o 0 

由此可定出 S 。. 结果得以下散射振 幅①： 

r tan Ka 一 Ka 
f= ^_ K ^• 

Ka «1 时（即 （/ 0 « ZiVma 2 ) ，此式给出 <7 = (4 iraV 9 ) (糾 ） 4 ，与玻恩近似 
的结果一致（见§ 126,题 1). 

2. 同題丨，但被高度为 f /。 的一个球形“势丘”所散射 

解：只 要把题1中^改为 - y 。 （即把 k 改为 i / f ) 即得本题之解.散射振幅为 
- tanh Ka - tea 
/= — K — • 

在糾>>1的极限情形下，我们有 

/= - a , a =4 ira 2 . 

这相当于被一个半径为 a 的不透明球所散射.注意经典力学的结果要比它小四 
倍 （tr = - na 2 ). 

3. 求场 U = a / r ", a >0, n >3 中低能粒子的散射截面 • 

解：/=0的 （132.1) 式为 

^-r J 4=o, r = 孕 . 

r n 

代替换 

x=(p ^' r = lu ^] 2< "" 

上式可化到以下 形式： 

3 + + Hi + („- U =o ， 

这是1/(/ 1 -2)阶虚宗量；*的贝塞尔方程.1'=0(即* = » )处等于零的解为（除 
了一个常因子外） 

①如果势阱的宽度和深度 使得仙 接近于 ir /2 的奇倍数，那么这个公式不再适用.对于这样的仙 
值讲来，负能级离散谱中存在者一个接近于零的能级（见§33,题 1), 此时的散射将山下节导出的公式描 
述. 
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利用以下熟知 公式： 




J p ( z ) 


( z « l ) ， 


2 T (” 1)， 

我们可得到; t 函数在远距处 （ y«r«l/A) 的表式为 丨 = 常數 父卜彳 + ^^再根 
据比值 c 2 / C| 求出散射振幅 

'n - 3 


'=•(^ 2 ) 


㈣ 


4. 求慢粒子在场 （/ 中的散射振幅，该场在远距处的衰减规律为 U ^/3 y -\ 
2 < n ^3. 

解： 散射振幅中的主项由 （132. 14) 式给出，该式的积分下限可用零代替.积 
分后得 

鷄泛 _ a 


f = 


rCn-Dcos^y 


， 2 <n <3, 


对于 n =3 有 




(1) 式展成勒让德多项式，可得分波振幅（按 （123. 14) 式定 义）： 


// = _ 




2 h 2 


r (扑(宁+ 0 


(i) 


(2) 


(3) 


n >3 时 （1) 式确定了散射振幅的“反常”部分，在/值满足2/>/» -3 的各分 
波振幅中， （3) 式总是主要部分，同时 （132. 8) 式应改成 

5. 求场 V ( r ) = 中慢粒子的散射振幅 • 

解 ：经下 列变量变换后 


x = 2 a#ce 




h 


函数^ = 7*/?。满足的 （132.1) 式变成 

祭 ++ h =。， 


上式的通解为 


X = Ah(x) +fiN 0 (*), 
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式中 J 。 和 N 。 为第一类和第二类贝塞尔 函数. 由 r =0 时尤=0的条件得 
A/B = - N 0 ( 2ko ) /J 0 (2/ca). 

a « r «\/ k 的范围对应于欠 《 1 ( 当然，已假定 a / ce - |/a * « 1 ) ;此时 


+ B 


—In ^ =4 + —In Kay - — , 
TT 2 TT Tia 


式中 y = / = 1.78〜（ C 是欧拉常数）.此式相当于 （132. 3) 式，根据这样得到的 
c , 和4值，我们求出散射振幅 


/ = - a [學 + 2,11 (^ a r )] = 

= J^)[ No(2Ka) -f>"(^y)Jo(2/ca)] 

在 Ka << 1极限下，/= 2 a 3 〆 ， 这与玻恩近似 （126. 14) 式 一致 . K a » 1时有 
/= -2 aln ( # cay ). 

6. 用微扰论的二级近似，求低能极限下的散射振幅 （ M . 只. noMepaHHyK , 
1948). 

解： A — 0时 （130. 13) 第二项中的积分变成 




*.( r _ r) 4TT d 3 A 1 


式中应用了以下 公式： 

/ C Y (2 ir) J ' Ir - r - l * 

见《场论 >,§51. 故散射振幅为 


2- irft 2 


J 叫 續，， 


对有心力场，此式给出 

/= ~Y J fJr 1 dr +^-1 (/(r)i/(r ( )r 2 dr • r^dr-. 

(1) 式中第二项总是正的（从原来的 it 空间中的积分形式显然可知）.故对 
低能散射截面讲来，斥力场 （ f />0) 中一级玻恩近似给出的值总是过高，而引力 
场 （ f /<0) 中给出的则过低. 

7. 在二维情况下，确定慢粒子散射截面与能量的关系. 

解：二维情况下远处的波函數由§ 124的題目中的（丨）式给出.与三维情况 
相同的论证指出 ， m =0的态给出低能散射的主要贡献，因为散射振幅/与散射 


角史 无关.这就允许在 p » a 的远处将所有方向上，将斤/#换成自由运动的薛 
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定谔方程的严格解，其漸近式为（参见§4 4 )的第4个脚注和§ 126的第6题 




o. 


利用出"（*)在*小处的渐近式 


- i — In — , \ x \ «1, 
TT yx 


将 （1) 式写成近处 P «~ J -的形式，得 




式中 7= e e , c 是欧拉常数. 
(2) 式相当于薛定谔方程 


A 2 1 d n 
~2^Jdp P dp = °' 


在区城士 »p»a 成立的通解，这也正是可以想到的，在这个区域中，薛定谔方 

程中含有叭*)和£的项都可以 略去. 这时解的形式是 

i/r = c, + Cjln p. 

和 （132. 3), (132. 9) 两式一样，两个常数的比 C ,/ C 2 取决于£=0时在区城 p~a 
薛定谔方程的解.这一比值是实的，并且与能量无关，令其为 

c/cj = - In r 0 (3) 

式中的 r 。 是一个量纲为长度的 常数. 比较（2)、（3)两式，得 


2Aln[i2/(y & 0 )]， 


由此得截面为 


：2 irl / l 2 = : 


J k I „ 2 [2/( r Ar 0 )] + ir 2 /4' 

我们看到，与三维情况不同，在二维情况下，散射截面随能量的减小而增大.注 
意，在无穷高柱形势垒的散射中， （3) 式中的 r D 与势垒的半径 a 相同. 

§133低能共振散射 


引力场中的慢粒子散射 （ A « << 1 ) 在以下情形下需要特别考虑，即负能级的 
离散谱中含有一个 s 态，它的能量小于作用范围 a 内的场值仏我们用 e ( e >0) 
代表这个能级.进行散射的粒子能量£很小，接近于6或者说差不多和该能级 
共振.我们将看到，它会导致散射截面的显著增长. 

浅能级的存在，在散射理论中可以用以下论证的纯形式方法考虑. 
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函数 ; r = （它的/=0)的精确薛定谔方程 

x "^ [E . v{r)]x=0 

中，在场的“内"区 （ rSa ), 与"相比我们可以略去£: 

AT * =°- r ~ a , (133.1) 

n 

反之，在“外”区，我们可以略去"： 

X " + ^ E X =0, r » a . (133.2) 

(133.2) 式之解和满足边界条件^(0) =0的（133_1)式之解应该在 某点/ •,(!•, 满 
足 Wk » r , >>«) 处“衔接” 起来； 衔接条件就是比值夂々必须连续.这个比值与 
波函数的归一化因子无关. 

但是，代替考虑 r ~ a 区内的运动，我们可把外区之解的/々给予适当选择 
的边界条件推移到很小的 「处 .由于外区之解当 r ->0 时变化很慢，我们可把边 
界条件形式地放到 r =0 点处 . r ~ a 区的（133」）式中不含£，因此替代它的边界 
条件也应该和粒子的能量无关.换句话说，它应该具有以下 形式： 


式中 K 是某个常数.但由于 k 和£无关，条件 （133. 3) —定也能应用到具有很小 
负 能董值 - Id 的薛定谔方程之解上，亦即应用到粒子的定态波函数上.对 
于£= - Id , 我们由 （133.2) 式得 

尤 =/ t 0 exp ( - - g U j . (133.4) 

式中的\是一个常数，将上式代人 （133.3), 可知 / f 是一个正量并等于 

■/2 m \ e \ 

K= ^ h • 

现在我们把边界条件 （133. 3) 应用到自由运动波函数 
X -常数 x sin ( Ar +5 0 ), 

它是£>0时 （133.2) 式的精确通解.由此就得所需的相位5。： 

⑽ So = - T = -打. 

由于式中的能置£只受条件的限制，它不需比 kl 小，相位 S 。 以及8波 
散射振幅不一定很小 • 

/ >0的相位5,及其分波振幅仍是很小.因此我们仍可把总振幅看作等于 s 
波散射振幅 


(133.5) 


(133.6) 



把 （133.6) 代 人上式 ，我们得到 


k(cot 5 0 - i ) 


J K + ik 

以及总散射截面 

_ 4 ir _ 2- nh 2 1 

a k +k 2 m £ + UI • 

可见散射仍为各向同性，但其截面和能最有关，且在共振区 （£~ Id ) 内远大于 
场的作用半径的平方^(因为 Aa <<1) •需着重指出的是 ，（133. 8) 式与近距离 
内粒子相互作用的细节无关，而是整个地取决于共振能级的数值①. 

以上公式要比推导它时所作的假定更为普遍.假定函数 f /( r ) 略有改变，这 
种改变也改变了边界条件 （133.3) 中的常数 / c 的值.适当改变 （/( r )， 可使 K 为 
零，然后变成一个小的负值.此时仍得 （133. 7) 式的散射振幅和 （133. 8) 式的截 
面. 可是现在的 Ul = h 1 K 2 /2 m 不过是标志场 t /( r ) 的一个常数，不再是该场中的 
一个能级了.在这种情况下，我们就说该场有一个虚能级，这是因为，尽管并不存 
在接近于零的实际能级，但该场略作改变就足以产生这样的一个能级. 

把 （133.7) 式的函数解析延拓到£:的复平面上，在其左实轴上 iA 变 
成-(见§ 128), 我们看到，散射振幅在£ = - lei 处有一个极点，与 
§ 128的一般结论相 一致. 反之，正如我们所预料的，虚能级并不对应于物理叶 
上散射振幅的任何奇点，（散射振幅在非物理叶上的£= - 1〃1 处有_个奇点，见 
§128中的第三个附注）. 

从形式上看来 ，（133.7) 式相当于 （125. 15) 式 

fo = g 0 ( k ) -ik 

中函数 & U ) 的展开式的首项是负的并且反常地小这种情况.为使公式精确化， 
我们可以计人展开式的第 二项： 

/ o = - ^ ~；— (133.9) 

-K 0 + Y r « k2 ~ ik 

( JI - /laHflay, A. CmopoamhckhA , 1944). 我们可以回忆起，当场衰减得足够 
快时，函数可展成 A 的偶次幂（见§ 132) •在 （133. 9) 式中，我们把心（0) 
值记作-%,乂的是保留记号 k 代表 （133.5) 式，它与能级 e 有关.根据以上的 
讨论, k 应该由能使 （133. 9) 式中分母为零的 - iA 值给出，亦即由下式之根 给出： 


(133.7) 

(133.8) 


① (133.8) 式曾先由 E . Wigner < l 933> 导出； 本节推导方法来自 H . A . Bethe , R . E . PeierU ( 193 S ). 
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(133.10) 


(133.9) 式分母中的改正项比％小，因为已假定 A 很小，但其本身具有 

“正常”的数量级 ：系数 r 。 ~ a 永远是正的（见题丨）.需要强调的是，含有这一项 
是散射振幅公式中略去//0的角动量贡献后的一个合理改进，它对/给出了一 
个相对数 里级为 Aa 的改正，而 / = 1 的散射的贡献具有相对数量级 （ Aa )' 当 
A — 0时，振幅/。― 1/ k 。， 亦即 \/ k 0 等于§ 132中定义的散射长度 a . 而式 

g 0 ( k ) = kco [ S 0 = - ~ + Y r o A2 (133.11) 

中的系数 r 。 称为相互作用的有效力程① • 

对于截面，由 （133.9) 得 

__ 4 tt _ 

卜。 - y r o* 2 ) + 


如果我们略去分母中的 V 项（虽然包括它可能是合理的），此式可写成[应用 
(133.10) 式] 

4 it (1 + r 0 K ) 4 i 7 fc 2 l + r 0 /c 

(13312) 

让我们回到“外”区中的束缚态波函数表式 （133. 4), 把它的归一化系数和 
以上定义的两个参贷联系起来•计算 （133. 9) 式的函数在极点 £ = e 处的留数并 
和 （128. 11) 式比较后，我们求出 


Al 2 k 2 


-丁 V 


(133. 13) 


第二项对第一项是一个小的改正，因为 Kr 0 - K a <<1 •没有这个改正时，< =2k. 



相当于 （133. 14) 式如能在整个空间中成立时所得的归一化 • 

我们扼要地讨论一下轨道角动量不等于零的散射中的共振 问题. 函数 A ⑷ 


①对于两核子作用这一《要悄形.这以列出常数 a 和/ •„ 的值.对于自旋平行的一个中子和一 
个质子（同位旋 r = 0 的态> .«» =5.4 x 10-u cm ,c 0 = 1.7 x ⑴- 15 cm; 这两个值对应于能坩为1«丨 =2.23 
MeV 的氘核*态实呩能级.对于自旋反平行的一个中子和一个质子（同位旋 T = l 的态 >,a= -24xlO- ,J 
cm,r 0 =2.7 Xl0- ,J cm; 这些值对应于 l«l =0.067 MeV 的一个虚能级.由于间位旋守恒，后一组值也适用 
于自旋反平行的双中子系统.枨据泡利原理.自旋平行的 mi 系统不能有 9 态. 
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的艘开式是从~ A 2 '的项开始的，保留展开式中的前两项，分波振幅可写成 


/,= 


- 7^—77, 033.15) 

- bE ( - e + E ) +ik 

式中6和 c 是两个常数，且6 >0( 见后）.共振情形对应于的系数的一个反常 

低值，亦即 s 反常地小.但由于£很小，'项仍可能比 A 大. 

如果 e <0,(133. 15) 式中的分母有一个实根 - UI ,故 s 是一个离散能 

级（具有角动童 /) ①，但和 S 波散射中的共振相反 ，（133. 15) 式的振幅不会比 0 

大； 角动最为/ + 1的共振散射的振幅仅与角动量为/的非共振散射振幅同一数 

量级. 

但如 s >0, 振幅 （133.15) 在区内具有 1/ A 的数 M 级，亦即远大于 a . 
这个区域的相对宽度 很小： ~ 因此在这种情形下有一个锐共振. 

这类共振散射的产生是因为，/尹0的一个正能级尽管不是真的离散能级，但也 
是准离 散的： 由于离心势垒的存在，低能粒子逃离此态跑到无穷远处的概率是很 
小的，所以该态的“寿命”比较长（见§ 134) •这就是为什么/#0的共振散射本 
质上不同于 8 态（此态没有离心势垒）的原因所在 •（133. 15) 式中 e >0 的分母 

当 £ = £ D - if 时等于零，其中 


E 0 ^ e , (133.16) 

bn 

可是，散射振幅的这个极点位于非物理叶上.小量厂就是准离散能级的宽度（见 
§ 134). 

最后，我们可以指出相位 S , 的一个有趣的性质，它很易从前面的结果中导 
出•我们把相位 S〆 幻 看作能量的连续函数，它的值也不限于0到 it (参看§36 
最后一个附注）.我们来证明下式 成立： 

5,(0) -5 ,(oo ) = nir , (133.17) 

式中 n 是引力场 t /( r ) 中角动量为/的离散能级数 （ N . Levinson , 1949). 

证明时我们注意到，在满足条件丨川« fcVma 2 的场中，玻恩近似对所有的 
能量成立，所以对所有的£均有 8,( E ) <<丨，由于时散射振幅趋于零，我 
们有 S ,(» ) =0.根据§ 132中的一般结论，还有 3,(0) =0.这样的场中不存在离 
散能级（见 §45), 故 n =0. 现在来研究势阱 t /( r ) 逐渐加深时差值 5,(4) - 
) 的变化,4是某个给定的小量，随着这种加深，阱的上端依次出现第一个、 


①对于《<0以及£■接近于 1*1, 

/,-( -I)’* 1 \s\'/b(E+ 1«1) 


与 （128. 17) 相比较.说明4>0. 
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第二个等等的能级，每出现一个能级，相位5, (4) 就增加一个 ir ®. 加深到给定的 
t /( r ) 时再令 4—0, 即得 （133. 17) 式. 

习 题 

1. 试用的“内”区中的定态波函数表达有效力程"。（只. A . 
CMOpOflHHCKHft ,1948). 

解：令;为 r ~ a 区内的波函数，它已按 r -» oo 时|。— 1的条件归 一化. 于是 
整个空间中的波函数的平方可写成/ -1) 的 形式. 这个表示式当 

K r » l 时变成七^ : '当 icr « l 时变成它应按下式归 一化： 

f 0 x 2 dr=Al lh-[ ( 1 _ ^ )dr l =, * 

与 （133. 13) 式比较后给出 

r o = 2 j o ( 1 -ATo) dr - 

根据 U ( r ) <0 的 （133. 丨）式，该式之解就是可知心（厂）<心（°° ) =丨•因 
此总有〜 >0. 

2. 当场 ！/(;■) 变化时，求相位5,的改变 • 

解： 对薛定谔方程 

，, + 学卜^卜 , =0 

中的 f /( r ) 进行变分，我们得 

知 V 竽卜-与 11 -咖 =>"• 

第一式乘知 M 第二式乘相减后对 r 积分，得 

-x'^Xt) lr^- | o Ar<8^ dr . 

上式左端用下列渐近式 代入： 

X , = sin I kr - y/ir +5, j , 

8^； = 8(5/) cos ( At _ -^- Ztt +5/ J 
(此式中所选的系数丨确定了所采用的归一化），我们得 


①（133.6〉式中，这相当于5«)从0变到 it , 此时 A ： 为给定的小最，而《则从负值（ -# c » A ) 变到正值 
zc » l 当 / — 0时，同样可从 fccot ^ = 中得到这个结论.此时£ =4为给定•而从»厶变 

到 - » A . 
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8(5,) = x ' sudr - 

根据这个式子，我们可对作为能量连续函数的相位 S , 的符号问題作出某些 
结论，为了避免这些函数定义中的含混处（可以相差 TT 的整数倍），我们用条件 
5, ( 00 ) = 0 加以归一化. 

先从 （7 = 0 开始，此时所有的5,等于零，逐漸增大 If / 丨，我们发现斥力场 
( t />0) 中所有的5, <0,引力场 （"<0) 中則5,>0•斥力场中 5,(0) =0,所以低 
能时 S , 很小； 散射振幅因此是 负的: /==5 0 /4<0.引力场中相应地推得，只当不存 
在离散能级时/才能是正的，不然的话，当£很小时，5,不是接近于零而是接近 
于 utt (见 （133. 17) 式），并且对/的符号问题不能作出判断. 

3. 对半径为 a 深度为 U 。 的球形方势阱，求散射长度 a 和有效力程设该 
势阱只含一个接近于零的离散能级. 

解 ：仿照 § 132题丨的做法，只是在阱内区与（7。相比我们不略去粒子能量 
E = h 2 k 2 /2 m . 得到相位5。的方程为 

Acot (5 0 + aA ) = Kcot aK , K U 0 + E ) • 

n 


为了使阱内只含一个能级，且接近于零，必须有（见 §33, 题 1) 


^ 0=^0 


A), 


4 « 1. 


将前式展成 h 和4的幂次式后，我们得 

kcot S 0 = - ~-A + ^-ak 1 , 
oa 2 

故 a = l/ Ko =8 a / ir 2 A , r 0 = a , K 0 值与■一致 ， E i 是阱中能级的能量值；见 
§ 33，题 1 . 

4. 对一个在球半径 0 外面等于零的势场 "（/•), 试用相位5。（4)表出下列积 

分式 



A ■为 s 态波函数 （ G . Luders ,1955). 

解：按 （128. 10) 式 

fo x2dr= hWfk~ x (fk) ],./ 

式中撇号代表对 r 微分 [(128. 10) 中对£的导数已改成对 A = 的导数]由 
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于在 f = a 处不存在场，上式右边可采用自由运动波 函数次 =2 sin ( A:r + S 。） [按 
(33.20) 归一化].结果为 

J dr = 2 | a + J -士 sin [2( A :< i +5。) ] >0. 

因为/ 的积分一定是正的，上式右边也一定是正的①. 

§134准离散能级处的共振 

能够衰变的系统，严格讲来并不存在离散 能谱衰 变时从中逸出的粒子走向 
无穷远处，从这一点看来，该系统的运动是无限运动，因而能谱是连续的 • 

但是，该系统的衰变概率有可能非常小•这类系统的一个简单例子是，粒子 
四周被一个相当高和宽的势垒所包围.存在亚稳态的另一种可能原因是，由于弱 
的自旋-轨道作用，衰变时系统的自旋必须发生改变. 

对于衰变概率很小的系统，我们可以引进准定态的概念，该态中的粒子长时 
期地在这个“系统之内”运动，经过相当长的一段时间间隔 T 以后才逸出， T 可称 
为所考虑准定态的寿命 （7" ~ 为单位时间的衰变概率）•这些态的能谱是 

准离散的，它由一串有宽度的能级所组成.宽度和寿命的关系 为厂- [见 
(44. 7) 式].准离散能级的宽度小于这些能级之间的间距. 

准定态的研究，可以采用下列纯形式的 方法. 直到现在为止，我们总是要求 
薛定谔方程之解具有这样的边界条件，它的波函数在无穷远处必须是有限的•代 
替这一点，现在我们来找寻这样的解，它在无穷远处是一个出射球面波，与系统 
衰变后逸出的粒子相对应.由于这样的边界条件是一个复条件，我们无法断言能 
M 本征值一定是实数.反之，求解薛定谔方程后得到一串复值，我们把它写成以 
下 形式： 


E = E 0 -j-ir, (134.1) 

式中的£。和厂是两个常数，它们都是正的（见后） • 

很易看出这种复能最值的物理 含义. 准定态波函数中的时间因子具有以下 
形式： 

exp (十） =exp (十。卜 旮). 


①这个+等式¥先已由 Wi gner (1955) 用别的方式 导出. 
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因此按波函数的模量平方给出的所有概率都按的规律随时间衰减①.特别 
是，发现粒子处于"系统之内”的概率是按这个规律衰减的，因此厂值决定了该 
态的寿命，单位时间的衰变概率为 

W = r / h . (134.2) 

准定态波函数在远距离处 （ 出射波）具有以下 因子： 



/ * 时，该因子指数式地增长（根号的虚部是负 的）. 这些函数的归一化积分 
|l 因而是发散的.附带说一下，这一点解决了这样一个表观 矛盾； 一方 

面1少1 2 随时间衰减，另一方面可用波动方程证明它的归一化积分是一个常数. 
现在来考査粒子能墩接近于某一准离散能级时的波函数形式. 

像§128—样，我们写出径向波函数的渐近式（在远距处 ）（128. 1): 

/?,=+ 卜，⑻ exp( --^-~ fe 2 mg r) + S,(£ ： )exp(^^r)] , 

(134.3) 

并把看作复变量•当£’为正实值时， 

山 + fl ,(£) e - a ，]， k = ^ K t (134.4) 

r n 

并有 /!,(£) =»,_(£)[见（128.3)，（128.4)],式中的函数 B ,(£) 取在右实轴割 
线的上沿. 

确定复能 M 本征值的条件，归结为渐近式 （134. 3) 中不存在人射波.这就意 
味着，£ = £。 - yir 时系数必须等 于零： 

»,(£。-+叫=0， （134.5) 

由此可见，准离散能级和真离散能级一样，都是函数的零点，但和真离散 
能级所对应的零点不同，它们并不位于物理叶 上：我 们在写出条件 （134. 5) 时， 

①我们注息到.这一点表明了物理上 r 为正1的必®性.但是这个条件也 si 以根据所设的薛定沔 
方程之解在无穷远处的边界条件 dl 动地得到，也可以根据激扰论公式中绕过极点的规则（见5 130) 得到. 
假定从离敗能级 n 到连续进态*/的跃迁 M 由恒定傲扰 V 引起的.则能级的二级修正为[参考 （33. 10)] 



规则 （43.10) 给出 

r= -2Im E ( m 2) =2ir f I 1 2 «( £ ： J 0> -£ r )d»/. 


这与跃迁槪率（43.丨）式一致. 
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已经假定了所求的准定态波函数来自 （134. 3) 式的相同项，该项在£>0时[即 
(134.4) 式]也是一个出射波（ ~ e 〜）•可是£ = £。 -+ i 厂点位于正实轴的下面. 
从割线上沿 [(134.4) 式中的系数用它来定义]到达这一点而又不离开物理叶， 
只有绕过£=0点.这样一来/二7变号，出射波变成了人射波.因此，为了保持 
为出射波，我们只能直接向下通过割线到达这一点，从而落到另一叶非物理 
叶上. 

现在来研究接近于准离散能级的那些正能量值（当然，应假定厂很小，否则 
不会存在这些接近值）•把函数《,(£)展成差式 

E - 。-+叫 


的幂级数，只取一级项，我们有 

B ,{ E ) = (£-£ 0 + y > r )6 M (134.6) 

式中/>,是一个常数.上式代人（134.4)，得到接近准定态的以下状态波 函数： 

/?,=+[ ( £ - £ 0 -yir ) b ； + (£ - £ 0 +yir ) bfi -^ ] , (134.7) 


这个函数的相位 s , 由下式 给出： 

E - E 0 - ir/2 


exp (2 i 5/)= 


£ - £ 0 + ir o /2 
\r 


M 1 了 


exp (2 i 5 / (0) )= 


其中的 


exp(2i6 l (0) ) =(-!)'* 


X 


(134.8) 


(134.9) 


\ E - E 0 \ >>厂时，相位 S , 等于5, ( °>，因此 sr 就是远离共振的相位值- 

共振区内的5,显著地随能最变化.如果利用 

. 、、 exp ( iarctan A ) 1 + iA 

exp (2, arctanA ) = exp( _ iarclan A ) = 


把 （134.8) 改写成以下 形式： 

5 - 5 - <01 - arc,an 2(£^y* 

我们就可看到，通过整个共振区（从 £<<£。 变到£>> 


(134.10) 

,) 后相位改变了 it . 


E = 


-■^尸时， （134.7) 式变成 
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如果这个波函数是按呤1 2 对系统内部区域的积分等于1这样的条件归一化的， 
那么这个出射波的总流最（它等于 Hi 厂 V I 2 )应该等于 （134.2) 式的衰变概率. 
从而得 

IA , I 2 = r ^ F - (134.11) 

nvi 

当人射粒子的能缺£接近于由散射系统和进行散射的粒子所组成的复合 
系统的某个准离散能级£。时，以上所得的结果使我们有可能求出这个粒子的弹 
性散射振幅.在一般公式 （123. 11) 中，对应于£。能级的那一个 Z 项必须用 
(134. 8) 式代人•这时我们得出 

fiO ) =/ 0) (0) - ^ J 1 E _ ^ / + 2 ir /2 exp (2 ig , <0) ) P,(cos 0) , (134.12) 

式中的 /°> M ) 是远离共振的散射振幅，它和准定态的性质无关[它由每项中的 
5 / =5；° , 的 （123.11) 式给岀]①./°(0)称为势散射振幅 ，（134. 12) 中的第二项则 

称为共振散射振幅，后者在£： = £。-+1厂处有一个极点，如前所述，这个极点不 

在物理叶上②. 

(134. 12) 式给出了在复合系统某一准离散能级处接近共振的弹性散射.它 
的成立范围由以下要求所决定，即差值1£-£。丨必须远小于该能级到相邻准离 
散能级的距离 

\ E - E 0 \ « D . (134.13) 

如果所考虑的是慢粒子散射，亦即共振区内的粒子波长远大于散射系统的 
尺度时 ，（134. 12) 式还可适当化简.此时只有 8 波散射是重 要的； 我们将假定& 
确是属于/=0的能级.势散射振幅就变成一个实常数(见 §132)®. 在共振 
散射振幅中，我们令并把 ex P (2 iO 改成 U 因为扣” =从而得 

_--- a - k( E 乂 : hy (,3414) 

在1£-£。1 〜厂的 窄区内，第二项远大于振幅可以略去.但当远离共振区 
时，这两项可能差不多大小. 

以上的推导中，我们暗中假定了能级£。的数值本身并不太小，共振区不在 


① 如果考虑的是带电粒子被一个带电粒子系统所散射，相位的〜应该采用 （135. 11) 式. 

② 注意，慢粒子共振敗射的 （133.15) 式，当 E 接近于的正能级占时，该式与 （134. 12) 式中的 
共振项«确对应•此时的£。和厂值由 （133. 16) 式给出，由于£很小，相位扣° 》 也很小，故 cxp (2 i 6 j 0> ) 
• 1 . 

③ 已假定敗射场随距离的增大而足够快地袞减.§145中将把上述结果应用到原子核对慢中子的 
敗射. 
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五=0点附近•如果考虑的是复合系统第一个准离散能级处的共振，该能级与 
£=0的间距远小于它和下一个能级之间的间距（即£。 << D ), 这时展开式 
(13 4 .6)就不再适用了.这一点可从这样的事实看出，当 £—0 时， （134. 14) 式的 
振幅并不趋于一常数极限，而按一般理论这正是 s 波散射所必需的. 

我们来考虑一个准离散能级接近于零的情形，仍假定进行散射的粒子在共 
振区内很慢，只有 s 波散射是重 要的. 

波函数中的系数现在必须按能量£本身的幂次展开.£： =0点是函数 
»,(£)的一个支点，从割线上沿绕过此点到达下沿时6,(£)变成以（£).这意味 
着展开是按/ I 的幂进行的，按上述方式绕过£=0点时它要变号.对于正的 
£值，我们把函数《。（£)的展开式中的前几项写成以下 形式： 

B 0 ( E ) =( E - e 0 + iyy / E ) b 0 ( E ) , (134.15) 

式中的 A 和 y 都是实常数，6。（£)是能量的函数，它也能展成#的幂级数，但在 
E =0 点附近没有零点®.准离散能级 E = E 0 - i / V 2 相当于延拓到非物理叶下半 
平面后的 £-4+ iyV ^ ■因子等于零，因此尺。和厂可由下式 确定： 

E 0 -± r - e 0 + iy ^ E 0 - ir /2 =0 (134.16) 

(为了使£:。和厂是正的，常数&和 y 必须是正的）.例如宽度为 厂《£。 的一个 
能级，相当于这些常数间具有 A » y 2 的关系，这时从 （134. 16) 式可得 E 0 = e 0 , 
r = 2 y Jel - 

目前情形下 （134. 15) 式代替了 （134. 6) 式，随后的公式也要作相应的修改 

( E 0 改为 心，厂 改为 2 y / F ) •散射振幅因而由 （134. 〖4)式改成 下式： 

/= -«■- 7 =~~吐 -- (134.17) 

y / 2 m . ( E - e 0 + iy y/E ) 

(式中已令是该粒子和散射系统的折合质量）.£—0时这个振 
幅确是趋于一常数极限，从而证实了展式 （134. 15) 的形状. 

要注意的是 .（134. 17) 式也包括了复合系统的一个真离散能级接近于零时 
的情形，它由&和 y 这两个常数间的适当关系所给出.如果 I&I <</，对 fi << 
y 的能景讲来，共振项分母中的第一项£可以略去不计. 

再略去势散射振幅 a , 我们得公式 


\k - y2me 0 /hy 


①按 （134.9) 式，函数6。（£) 确定了 势敗射的相位.慢粒子敗射中.它的展开式的符项为心（£> =: 
常败 xi(l +iaA). 
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和 （133. 7) 式相同（该式中& = - •此式对应于 £ = 能级处的 

共振，这个离散能级是真的还是虚的，要看常数 / f 是正的还是负的而定. 

§135卢瑟福公式 

库仑场中的散射从物理应用的观点看来十分重要.它的重要性还在于，这种 
情形下量子力学的碰撞问题可以精确解出. 

当有一个方向可以区别于其余方向时（目前情形下就是人射粒子的方向）， 
库仑场中的薛定谔方程最好在抛物坐标系中求解 （§37) .有心力场中的 
粒子散射问题是轴对称的.因此波函数 中与 角无关.我们把薛定谔方程 
(37. 6) 的特解写成以下 形式： 


这就是 m = 0的 （37.7) 式.据此，分离变馈后，我们得 m = 

(135.1) 

0的 （37.8) 式①： 

M . 

) + 0_成)/_ =0, 


A f jh 

drjK^dr) 

) + [t^ 11 ~^ 2 )乂 = 0 ’ 

(135.2) 

/3, +/3 2 = 1 



散射粒子的能敏当然是正的，我们已令 £=+ A 2 . (135.2) 式中的符号是针对斥 

力场情形的，对于引力场中的散射截面讲来，所得的最后结果相同. 

我们要找的薛定谔方程之解应该符合如下要 求：对 于负的 2 和大的/•，它具 
有平面波 形式： 

<1/ ~ e ' k， (当； •一 00 , - * <z <0), 

这对应于沿正 z 轴方向人射的 粒子. 下面就会看到，形如 （135. 1) 的一个特解 
(而不是具有各种 A 值的解的线性组合）能够符合上述要求. 

在抛物坐标系中，上述要求呈以下 形式： 

要满足上式只有 

' (对 T?— »和所有 f) 

并且 A(V) 遵循以下条件 •. 

fM) =e^ 

(135.3) 

Mv) 

~ e ~ 时. 

(135.4) 


把 （135. 3) 代人（135_ 2) 第一式中，我们发现这个函数的确满足该方程，只 


①本节中，我们采用库仑牮位（见 836). 
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要常数氓 =+ iA _ 这时由 （135.2) 的第二式(氏=1 -氏）得 

右(”篝 ) + (士*、- 1+ +外 =0 , 

我们来寻求上式以下形式 的解： 

A ( V ) = e -^*- u ;( T 7), (135.5) 

其中的函数当 77— oo 时趋于一常数.对得以下方程： 

rjw " + ( 1 -\ ki )) w ' - w = 0, (135.6) 

引人新变量 rj , = iAr ? 后，上式可以化成参量为 a = -\/ k,y = 1的合流超几何函 
数方程•我们从 （135.6) 式的解中应当选取满足下述要求的解：它乘以 /,( f ) 后 
只包含岀射球面波（散射波），而不包含人射球面波.此解即以下函数： 

w = 常数 xF ( -- i - , 1 , iATj j 

把以上各个表式汇集起来，即得描述散射问题的以下薛定谔方程的精确解： 
^= e -= r(l + 士) e 扣卜-士， 1，咖). (135.7) 

必中的归一化常数已选定，使得人射平面波具有单位振幅（见后）. 

为了把这个函数中的人射波和散射波区分开来，我们必须考虑它在远离散 
射中心处的形式•应用合流超几何函数渐近展开式中的前两项[(丄 14) 式]，对 
大的 7 J 我们有 

哧卜心“小^ 旮十 1心). 

把上式代人 （135.7) 并变换到球坐标系 [ f - 77= 2 Z , 77 = r - z = r(l - cos 0)],hi 
后可得波函数的以下渐近表 示式： 

卜 [ 1 + ik 3 r ( 1 - cos 0) 1 CXP { ^ + T ，n[ 1 - cos ^) ] } + 

-expI ikr -士 ln (2 Ar ) } ， (135. 8) 

其中的 

f(0) = ~ W ： in \0/2) l {\-^ k k ] eXP [ - X ). (，35 ' 9) 

(135. 8) 式中的第一项代表人射波，我们看到，由于库仑场衰减缓慢，这个 
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平面人射波即使在远离散射中心处也是畸变的①，表现在它的相位中存在对数 
项以及在振幅中存在 1 A ■量级的项，在 （135. 8) 第二项所表示的散射球面波中， 
其相位中也有畸变对数项，这些与波函数的通常渐近表式 （ 〖23. 3) 之间的差别， 
实际上并不重要，因为当00时它们给出的流密度改正值趋于零 • 

由此得到散射截面 d<r = 1/(0) l J do 的公式 


在通常单位制中就是 

(丨 3510 ) 

sin — 

2 

式中《 = Aft / m 是粒子的速度.这就是经典力学中给出的著名的卢瑟福公式.因 
此对于库仑场中的散射，量子力学和经典力学给出同样的结果 （N . Mo „, W . Gor _ 
don , 1928). 当然，由玻恩公式 （126. 12) 也能导出 （135. 10〉式. 

下面我们给出散射振幅 （135. 9) 的球谐函数展开式，以供参考.它是把 
(36_ 28) 式的周相代入（12 4 . 5) 式后得到的，该式即② 

r (/ + i + j -) 

expUiSf” =— - 

屮 + 1 -士） 

由此得 

1 r ( Z + 1+ 士） 

/(«)=2 ]a Z (2/ + D -； - 7T p - (cos ^- 

' r ( /+,_ i) 

散射振幅 （135.9) 中的符号对应于斥 力场. 在库仑引力场中 ，（135. 9) 式改 
成它的复共轭式•这样一来，在 r(i - i / A ) 函数的极点处，亦即伽玛函数的宗童 
为负整数或零的那些点处 （ 当 hn A >0并且函数呦在无穷远处衰减时）,/(0)变 

成无穷大•与此相应 的能廬 值为^ ~ A 2 = - l /2/ i 2 ( n = l ,2,3，...） ，这与库仑场中的 
离散能级值一致（参考§ 128). 


(135.11) 


(135.12) 


① 这种畸变的来源可以经典 地阐明 .如果考虑一族人射方向相同的（平行于，轴）经典库仑双曲线 

轨进.很易证明.它们的正交面方程在远职离<*—- » ) 处并不趋于* =常数，而是+ *(,_.) 

=常数.这个面就是 （135. 8> 式中人射波的等相面. 

② 此式中的 Sf * 值不 1"1 于真正的（发 敗的） 庠仑相位.其差值对所有的/来讲部是相 ㈣ 的. 
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§136连续谱的波函数组 

分析有心力场中的运动时（第五章），我们所考虑的定态中，粒子具有确定 
的能量和确定的轨道角动量/及其分量 m •这些离散谱的状态波函数（</^„)和连 
续谐的状态波函数能歌 W/2m) 合起来组成一个完备组，任意的状态波 
函数可以用它展开.可是这组函数对散射理论中的问题并不适用•我们有另外一 
组方便的函数，其中的连续谱波函数具有特殊的渐近 行为： 在无穷远处成为一个 
平面波和一个出射球面波.这些态中的粒子具有确定的能敏，但是没有确定的角 
动量及其分量. 

根据 （123.6) 和 （123. 8〉，这样的波函数（我们把它记作乂 + > )由下式 给出： 

=Yk to ⑽ + ( 1361 ) 

勒让德多项式的宗量写成 cos • r / 心，因此上式不存在 （123.6) 式那样[式 

中的 z 轴是平面波的传播方向]的坐标轴的特殊选法问题•对矢量 A 取所有可能 
的值后，我们就得到一组波函数，现在来证明，它们是按连续谱的通常规则正交 
归一 化的： 

/ <^.小<^ 0 仆 =(2ir) 3 S(*，-*). 

证明时①，我们注意到乘积‘ > ’>可以表成以下乘积对^和 
和 

对 r 各个方向的积分可利用下式 进行： 

保卜， * rM ¥)， （1 關 

参考数学附录 （C. 12) 式.留下 

=士 言。 (2/ + l)e iI4|U, - 4|(nl P,(co8 r ) x 

X \ /?,,,(r)ft„(r)r 2 dr 

J 0 

式中7是 A 和 it' 的夹角.但径向函数是按下式正交归一 化的： 

J R t .,R kl r 2 dr = 2TrS(k' - k). 


(136.2) 
/' 的双重求 


①实质上，只打的正交性笛®申独证明，归一化可从函数的渐近式： ft 接导出（参考《 21 >.在 
这个 怠义下 ，（136.2) 式的成 立是明 M 的.因为 /->=" 时这些函数中的非袞 《 E 项只有 
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因此可在这个积分式前的系数中令 A = A ' ,再用 （ 1 24. 3 ) 式，我们得 
I =^- S ( k '- k ) I ； (2 Z + l ) P ,( cos r ) = 

= ~^ _ 5( A ， ~ k ) S ( 1 - cosy ). 

上式右边当时为零，乘以 2 irA 2 sin ydAdy /(2 ir ) 3 再对整个 it 空间积分 
后得1,这就证明了 （136.2) 式. 

引进 W 1 函数组的同时，还可引进另一个函数组，它们对应于在无穷远处 
是一个平面波和一个人射球面波的态.我们把这些函数记作必广、它们可从 
直接 得到: 

' = ^ 1 -*' * - (136. 4) 

由于 e ^'/ r (出射波）的复共轭为 e ^ A (人射波），而平面波变成 e -^, 因此，为 
了保留*的原有定义（平面波，我们必须把 ife 改成 - A , 如 （136.4) 式所示. 
注意到 

P|( - cos 0) = ( - l)*P,(COS 0) , 

由 （136. 1) 式得 

i ( (2 Z + l ) e - X ( (0 P ,(^). (136.5) 

库仑场的情形非常 重要. 此时函数(和可写成封闭式，它可从 
(135.7) 式直接得到•我们把抛物坐标表成 

2 ~*(^ ~ v ) = kz=k • r, kij = k ( r - z ) = kr-k • r. 

因此对库仑斥力场有① 

中 ：、 =e " 2i r ( 1 + 士 ) ’. 下 （- y.l Mr - i* • /■ J , (136. 6) 

W _)= e -” J * r(l _ + 卜*1 (士， 1，- H r ). (136.7) 

库仑引力场的波函数组可由上式中 A 和 r 的同时变号 获得： 

C = e ， /M r(l - + ) e i *，F(+，l,iAr_i*.f)， (136.8) 

•Pk ' = e'.. 2 *r (1 + 士 ) e, *. 下 (_+,l, - iAr - i* . r ) • ( 136. 9) 

库仑场对原点附近粒子运动的作用，可用或 的模* :平方和自由 
运动波函数 (A* 的模量平方在 r=0 点的比值来标志•利用公式 


①采用库仑中位. 
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r ( 1 + T) r ( , -T)=T r (T) r ( , -T)=f 9inh 

很易求出对斥力场有 

l^ t, (0)l i _l^~ > (0)l 2 _ 2ir 

~ liAJ 2 ~ = ~~ = *(e 2B/ * -1 ) ， 

对引力场有 

1^°(0)1 2 _ 1^~ > (0)1 > 2tt 

~~ — ~ UhX ~ _ A(1 -e. … *)• 

和 化、 函数组在连续谱微扰论的应用问题中起着重要的作用.我们 
假定，作为某个微扰&的结果，粒子在连续谱的状态间进行跃迁.跃迁概率由以 
下矩阵元 确定： 


(136. 10) 


(136. 11) 


卜； P “ V . (136.12) 

产生的问题是，究竟用波动方程的哪些解作为初态 （ A ) 和末态 （<) 波函数，以 
便求得的振幅针对粒子从无穷远处 动童为 狀的态跃迁到无穷远处动量为故' 
的态 ® ，我们来证明，它要求 

i/fi = i //' t '' , iA / = ( A » 1 • (136.13) 

( A . Sommerfeld ,1931 ). 

如果我们不仅对微扰而且也对粒子运动所在的场 i /( r ) 来看一下怎样用 
微扰论求解的话，这个问题就变得清楚 T . 零级近似（对"而言）中，矩阵元 
(136.12) 为 

U k . t = f e -i * •士 e a _，dK 

在对的高级近似中，这个积分改成一个级数.其中每一项是一个积分 

r __ d 3 A ... d 3, 

J ( E t - E l： + i 0) •••(£, - E t + i 0) 1 " 

(参考 §43 和 § 130) •分子中含有对未微扰平面波而言的（各级）矩阵元，积分 
则按同一个固定规则避开了所有的极点.另一方面，这个级数可以作为 
(136. 12) 式的矩阵元而得到，该式中的波 函数也 和 h 现在是对于场 " 而言的 
微扰论级数.其结果一定等于许多积分之和，并按同一规则避开了其中的所有极 
点.这一事实表明，在也和的级数表式中，必须按同样的规则避开各项中的 


①这种过程的一个例子是.一个电子和一个静止®核相碰并辐射一个光子，从而改变了它的能 a 

和运动方向 .0 扰&就足电子和描射场的作用，核库仑场躭 EMU 和少广 > 借以定义的场//(见往 4. 890 
和 §93). 另一个 W 子 M 电子和一个原子碰撞 . M 时 伴随苕 原子的电离，见8 148,题 4. 



第十七章弹性碰擂 


极点. 可是，如果具有这种规则的波函数是由微扰论解出的，所得的解的渐近式 
中必须包含出射波 （ 以及平面波） •换句 话说,形式为 
♦‘ = c' t r , (/» / se - t'r 

的零级近似（对 f / 而言）波函数必须分别用波动方程的精确解少厂）和以乂？ = 
(<")_ 来代替.这就证明了规则 （136. 13). 

取乂 1 为末态波函数还能用于从离散谱到连续谱的跃迁，此时当然不存在 
怎样选也的问题. 

§137全同粒子的碰撞 

两个全同粒子的碰撺需要作特殊的考虑•粒子的全同 性在最 子力学中导致 
了两者之间出现一种特有的交换作用.这一点对散射也有重要的影响 （N . F . 
Mott , 1930)®. 

双粒子系统的轨道波函数必须对这两个粒子对称或反对称，取决于它们的 
总白旋是偶数还是奇•数（见 §62). 因此由通常薛定谔方程解出的描述散射问题 
的波函数也必须对这两个粒子对称化或反对 称化. 粒子的对换等价于联结它们 
的径矢的反向•在质心为諍止的坐标系中，这就意味着 r 保持不变而把0角换成 
ir -0( 因而 z = rcos 0变成- 2) ，因此波函数的渐近表式 （123.3) 必须改为 

<A = e，i ' 土 e - + ye i 4, [/(0) ± f(TT - 0 ) ] (137. 1) 

由于粒子的全同性，当然不能说出哪个是散射的哪个是被散射的.在质心静 
止的坐标系中，我们有两个等同的沿相反方向传播的人射平面波 （6 &和 6 -&), 
(137.1) 式中的出射球面波同时计及了这两个粒子的散射，由此算出的概率给 
出了这两个粒子中任一个粒子散射到给定 do 立体角元内的概率.散射截面等于 
这个流最和两个人射平面波中任意一个平面波的流密度之比，也就是说和以前 
一样，仍由 （137.1 ) 式 e 〜 A 前面的系数的模量平方所给出 • 

由此可见，如果相碰粒子的总自旋为偶数，散射截面的形式为 

do -. = 1/(0) + f ( ir - 0 ) l 2 do , (137.2) 

而当总自旋为奇数时，则有 

do -. = 1/(0) -Air - 0 ) l 2 do . (137.3) 

干涉项 /( W_T ( ti - 0 ) +/• (0)/( it -0) 的出现标志着交换 作用. 如果这两个粒 
子并不相同，正如经典力学中那样，两个粒子中任一粒子散射到某一给定立体角 
元 do 内的概率，就简单地等于一个粒子偏转0角的概率加上另一个反向运动粒 
子偏转 TT -0 角的概率，换句话说，截面应该等于 


①在这甩我们仍略去直接的 tl 旋-轨迫作用. 
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I 1/(0) I 2 + l /( ir -<?) l 2 tdo . 

在低速极限情形下，如果粒子间的相互作用随 肴距离 的增大而衰减得足够 
快，散射振幅就趋向于一个和角度无关的常数值 （ § 132), 从 （137.3) 式可知，此 
时 d o ■■趋于零，亦即只有总自旋为偶数的两个粒子相互散射. 

(137. 2) ,(137. 3) 式中已经假定了这两个相碰粒子的总自旋具有 某一定 
值.如果这两个粒子并不处于确定的自旋态，那么在求截面时需要对所有可能的 
自旋态求平均，并假定这些自旋态都是等概率的 • §62中曾经指出，在双粒子系 
统（每个粒子的自旋为 5 )中，总数为 （2s + i ) 2 个不同的自旋态中，有 s (2 s + l ) 个 
态对应于偶的总自旋，有 （s + 1 )(2 s + 1 ) 个态对应于奇的总自旋（如果 ； 为半整 
数），或者反之（如果$为整数）.我们先假定粒子自旋 5 是半整数.此时，两个相 
碰粒子的系统的 S 值为偶数的概率等于 s (2 s + l )/(2 s + l ) 2 = s /(2,+ 1), S 值 
为奇数的概率等于（* + 1)/(2 5 + 1).故截面为 

d<7= 27TT d<r - + ^Tr d ^- ( 137 . 4 ) 

把（137.2>，（137.3)代人上式，得 

do- = 11/( 沒 ） i 2 + i / U -0) i 2 | + 

+/• (0)/( TT -0)] | do . (137.5) 

同样，对整数值的 s 求得 

do- = I 1/( 沒）1 2 + \/( ir - 0)\ 2 + 2J ^ j [/( 0 )/'( it - 0 ) + 

+/•(沒 ）/( ir - 沒）] | do . ( 137. 6) 

作为一个例子，我们来写出按库仑定律（[/ = e 2 //*) 作用的两个电子的碰撞公 

式•把 （135. 9) 代人+的 （137. 5) 式中，经过简单计算后得（通常单位 制中） 


da = 



cos —0 sin 


y^cos 2 —0 


ivv ln 131,2 \ e ) 


do , 


(137.7) 

式中采用电子质景 m 。 代替折合质罱 m = m 0 /2. 如果粒子速度很大使得 e 2 «vh 


(注意，这个条件正好就是库仑场的微扰论适用条件），上式就可以显著地化简. 
此时第三项中的余弦函数可以用丨代替，我们得 


d(T = 


2 e 2 \ 2 4 -3 sin 2 ^, 

2 I i~4 do. 

m 0 v / sin 6 


(137.8) 


在相反的极限情形下， e 2 >>成相应于过渡到经典力学 （见 §127 末） •在 
(137. 7) 式中，这种过渡是很特殊的•当» v h 时，方括号内第三项的余弦函数 
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是一个急剧振荡函数•对每一个给定的0角 ，（137. 7) 式给出的散射截面值一般 
讲来显著地不同于卢瑟福散射的值•但是，即使对一个很窄范围内的0值平均以 
后 ，（ 13 7 • 7 ) 式中的振荡项等于零，我们就得到经典公式. 

上述所有截面公式，都是对质心静止的坐标系而言的.把它变换到碰撞前一 
个粒子为静止的坐标系中，只需把式中的0改成20就可以了 [根据 （123. 2)]. 
因而，对于两个电子的碰撞，从 （137. 7) 式得 


dtr 


2 e \ 2 r 1 | 1 _ 

m 0 v 2 I sin 4 j ? cos 4 i ? 


i ? cos * d 


(^-ln tan 2 1 ? ) j cos & Ao , 


(137.9) 


式中的 do 是新坐标系中的立体 角元.0 改成 2 i ? 时，立体角元 do 必须改成 
4 cos i ? do , 因为 

sin Oddd<p =4 cos i?sin 


习 题 


求自旋 为+的 两个全同粒子的散射截面，它们具有给定的自旋平均值和 

解：截 面和粒子极化的关系，必须用正比于标量 t . I 的项来表出.我们把 
dtr 写成 a +敁, . &的 形式 . 对于非极化的粒子 （ S, =6 =0), 第二项不存在，并 

按 （ 137. 4) 有 da =a =-i-(do-, +3da.) ，如果两个粒子在同一方向完全极化 (j, 

- s 2 =-^-)，该系统肯定处于 S = 1 的态中•此时有 dtr =a + =dov 从以上两 
式解出 a 和 b ， 我们有 

d(r =-^-(d<r. +3do-.) + ( da, - d<T.)s, • s 2 . 
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带电核粒子（例如质子和质子）的散射，除了短程的核力外，还有衰减缓慢 
的库仑作用.这种情形下的共振散射理论是按§ 133中所述的同样方法发展的. 
唯一差别是核力作用范围以外（/ •>>«!) 的波函数不能取自由运动方程 （133. 2) 
之解，必须取库仑场中薛定谔方程的精确通解.粒子的速度仍假定很小，使得 Aa 
«1;1/ A : 和库仑制单位长度是相碰粒子的折合质缺）之 
间的关系可以任意①. 


①以下所 讲的理 论来自 /!. /laHflay 和 >1. A. CMopoflHHCKHA( 1944). 
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对于库仑斥力 场中/ =0的运动，径函数 | = r «。 的薛定谔方程为 

，+卜 2 - + )尤=0, (138.1) 


此处采用了库仑单位制.§36中曾经求出过上式之解，所加的条件是/ -0 处 ; ^/r 
为有限.我们用记号 F 。 代表这个解，它的形式是[见 （36.27) 和 （36.28)] 


F 0 = Ae^'krF (士 + 1 ,2， - 2iAr) , 
a 2 2 n/k 

^ = ，峰 /k 7 . 


(138.2) 


这个函数在远距处的渐近式为 


F 0 « sin ( Ar - yln (2 Ar ) + 5 ，仑 ） 


sr 


arg 


(-!)• 


(138.3) 


M 艮小时（。《1，/"«1)展开式的首项为 

F 0 = Akr(l +r + -). (138.4) 

但在目前，边界条件已经改变，波函数在原点的行为不再重要，我们需要的是 
(138. 1) 式的通解，它等于两个独立解的线性组合. 

(138.2) 式的合流超几何函数中的那些参量 （ y 值是一个整数，7 =2) 属于 
数学附录§11之末所讲的情形.根据该处的 （ d . 14) 式， （138.2) 式中的 F 函数等 
于两项之和，我们把这两项另行线性组合后，可得 （138. 1) 的另一个独立解.我 
们取这两项之差作为它们的线性组合，即得方程 （138.1) 的第二个独立解（记作 
G 。）， 其形式为① 

(,385) 

函数 F 。 就是同一式的实部.远距处的渐近式为 

G 0 *= cos (左 r - 士 l n 2 A:r + 5 ( f j , (138.6) 

对小的 y , 展开式的前几项为 

G 0 =4 -|l +2- y [ ln 2 y +2 C-l + A ( A )] +-| , (138.7) 

A 

式中 C =0.577 …为欧拉常数 . fc ( A ) 代表以下 函数： 

h ( k ) =Re - i / k ) +ln k , (138.8) 


① 函数 ％和 G „ (以及 / —0 时相应地定义的函数 F , 和 G ,) 分別称为正规和非正规库仑函数. 
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= r ( z )/ r “) 是 r 函数的对数导数① 

方程 （138. 1 ) 的通解可写成以下 形式： 

(138.9) 

式中的 cot 3。是一个常数.所选的记号使得这个解的渐近式呈以下 形式： 

尤 ~ sin ( At -+ln(2Ar) +5f 仑 +5 0 ) , ( 138. 10) 

因此就是由短程力引起的波函数的附加相位•我们必须把它和边界条件 [ 〆 / 
尤] „。=常数中出现的常数联系起来，这个边界条件是用来代替核力作用范围内 
的波函数处 理的. 由于对数导数 〆 / A •当 r ^ O 时具有对数发散性，这个边界条件 
现在不能取在 r =0 处，而只能取在某一任意小的但为有限值的 r = p 点处.应用 
(138.4) 和 （138. 7) 式算出 〆 ( P )々( P ) 后令它等于一个常数，即得以下形式的边 
界 条件： 

A / I 2 cot S 0 +2 [ln 2 p +2 C + h ( k )] = 常数. 

式左含有与 A 无关的常数 2 h 2 p 和 4 C , 把它们并人式右的常数内，然后把这个 
常数记作 -1C ， 在普通单位制中， colS 。 的最后表式为 

cot 5。= -+(e 2 ",*° c - 1 ) I A(Aa c ) + ^xa c j (138. 11) 

取极限 0, 也就是对不带电粒子 ，（ 138. 11) 式变成关系式 cot = - K / k , 

亦即 （ 133.6) 式 • 

图49给出了函数 /*(*) 的一个图形②. 

由此可见，当有库仑作用存在时，这个“常数”为 

2ircot S 0 2 .. ,、 

+ - A (K) = -k. (138.12) 

我们在“常数”一词上加一个引号，是由于 k 实际上是某一与短程力性质有关的 

① 通过展式（<1.17> 可从 （138.5) 求得展式 （138.7), 推导时要用到以下熟知 公式： 

*0 +*) 囂 ♦(*) + 1/1 

(上式 很易从 TU + 1 ) = ir (») 以及决（丨）= - C ,^( 2 ) = -c + i 导 出）. 

② 计算 AU ) 函败可利用公式 

A(i) =*' 2 .?,^RT c + lni 

上式很 M 用下式得到： 

见 Whiltakcr, watson , Course of Modem Analysis, Cambridge, 1944, § 12. 16.A(A:> 函数的极限表式为 

k«U h(k)^k 2 /\2 t 
k»l 9 h(k) = -C + ln * + 1.2/* 2 ； 

后一式给出的 /«( 幻值梢确到4%以内 ，宵到 A >2. 5. 
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函数按小 fi Aa 的幂展开后所得的 首项. 正如 
§ 133中指出的，低能共振相当于常数 k 特别小 
的情形.因而，为了改进楮确度，我们必须计及这 
个展式中的下一项 （~ f ), 该项中含有一个数量 
级“正常”的系数，也就是必须把 （138. 12) 式中的 
- K 改成 

-/ f 。 + + r 0 A : 2 ①. 

正如§ 133所说.共振的存在来自该系统的 
一个真的或虚的束 缚态. 可以证明②，判断真能级 
或虚能级的判据仍然是常数 k 的符号 

根据 （138. 10)，波函数的总相移为 +5,. 



2 3 4 

X 

图49 


因而散射振幅为 

A0) =^T y (2/ + l )[ e 2i< * ,l ^ , ， > -1] P ,( COS 0>, (138.13) 

i7o 


方括号内的差可以写成 

€ 2^-6,) = [ _ j j + [ e ^* fe ( e W ( - l )]. (138. 14) 

库仑相移对所有的/散射振幅给出数量级相同的 贡献. 相移 S , 和短程力有 
关，低能时//0的 S , 很小. 因此，把 （138. 14) 代人 （138. 13) 时，每个求和项中保 
留 （138. 14) 式的第一项，求和后即得库仑散射振幅 （135. 9) 


=----- exp( -^~ln sin +2 i 5 f 仑 j. (138.15) 

2a c A 2 9 in 2 ~0 ' ^ 1 1 


(138. 14) 式中第二个括号只保留 /=0 的项. 因而总散射振幅为 

A0) : / 料⑷ +2^( e Jii 0 - l ) e 2 ^. (138.16) 

上式中的第二项可以称为核散射 振幅. 但应强调指出，这种划分具有任意 
性 ：鉴于 （138. 11) 中3。的定义，库仑作用的存在对5。这一项也有相当大的影 
响，这与不带电粒子短程力的相应项很不 一样. 特别是时，相移 S 。 以及 
(138. 16) 式中的第二项按〜的规律指数式地趋 于零. 也就是说，核散射整 
个地被库仑斥力掩盖掉. 


① 对质子-质子散射.常数《 = 而 r 0 的值为 a= -7.8父10- 13 _，〜=2.8父10“、111(库仑制 
K 度单位为 2f/m p f 2 =57.6¥10^\|11).这些值足对打旋反平行的一对质子而宵的 ： 根据泡利职理，自旋 
平行的双质子系统不能处于》态. 

② 见 /I. /laHsay.M. CmopoamhckhO , )K3T<I> , 14 ,269, 1944. 
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散射截面中，这两部分振幅是相 干的: 


岩=1/⑻ I 2 


2 mv 2 J I sin 4 (0/2) 


~ sin 2 (0/2 ) 8 ' n 5 ° cos ( i^ _，n sin y +5 oj +4( Aa c ) 2 sin 5„]. (138. 17) 

上式假定了相碰粒子是不同的，对同类粒子，散射振幅在取平方之前必须先对称 
化（参考 §137). 


§139快电子和原子的弹性碰撞 

快电子和原子的弹性 碰撞可 以用玻恩近似处理.只要人射电子的速度远大 
于原子中的电子速度即可. 

由于电子和原子的质量差别很大，后者在碰撞中可以认为是不动的，质心为 
静止的坐标系就和原子为静止的坐标系重合•此时 （126. 7) 式中的 p 和，就代 
表碰撞前后的电子动为电子质量，0角就是电子偏转角化 （126. 7) 式中的 
势能需要适当地定义. 

§ 126中，我们计算了相对于碰撞前后自由粒子波函数而言的相互作用能 
的矩阵元 i /,.,. 在和原子碰撞时，还应计及描述原子内部状态的波函数.弹性碰 
撞中，原子态保持不变.因此％.,仍可作为由电子波函数 < 和所确定的矩阵 
元，它对原子波函数而言是对角的.换句话说 ，（126.7) 式中的 f /( r ) 应该取作对 
原子波函数平均以后的电子和原子间的相互作用 势能. 它 等于呼 （ r ), 其中的 
^( r ) 是原子中的平均电荷分布在 r 点产生的势. 

我们用 〆 /•) 代表原子中的电荷密度分布，对势^而言，我们有以下泊松 

方程 

V 2 (p = -4- np ( r ). 

所求的矩阵元％.,基本上就是"的（即 p 的）傅里叶分董（对应于波矢 q = k'-k 
的傅黾叶分最）.把泊松方程分别应用于每一个傅里叶分量，我们有 

▽ 2 (史 〆 .’）=- <7 2 < p , e l *' r = - 4 - np q e ^ r , 

故 

< P , =4 ttp /9 2 , 

亦即 

= ^ jpe ^^ dV . (139.1) 

电荷密度 p (/0由电子电荷和核电荷所 组成： 
p = - en ( r ) + ZeS ( r ) , 

式中 ^1(/*) 是原子中的电子电荷密度.乘以 e 并积分得 
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jpe^ r 6V= -ej ne^ 'dV + Ze. 

由此得我们所关心的积分式 

f Ue- i r dV = ^f[Z-F(,q)] J (139.2) 

3 q 

式中的由下式 定义： 

F(q) = f ne it r dV (139.3) 

并称为原子形状因子.它是散射角和人射电子速度的 函数. 

最后，把 （139. 2) 代人 （126. 7) 式，得快电子被原子弹性散射的截面公式 ®: 

d<r =^\ [Z - F(q) YAo,q = ^J^ sin (139. 4) 

我们来考虑 <?«„ << 1 的极限情形, a D 具有原子半径的数量级.小的散射角对 
应于小的9: 占 《 v 。/ 〃，其 中％ 〜 h/ma 0 为原子中电子速度的数 : fi 级. 

我们把 F (<?) 展成7的幂 级数. 零级项为 f 它是原子中的电子总数乙 


—级项和 J " m ( r ) t ! F 成正比，也就是原子偶极矩的平 均值； 它恒等于零（见 
§75) .因此必须继续展开至二级项，得到 


代人 （139. 4) 后得 


Z - F(q) =+9 J j" nr 2 dV; 
d(T = 



(139.5) 


由此可见，在小角度范围内，截面与散射角无关，并由原子中电子距离原子核的 
均方距离所 给定. 

在大《7(押。》丨，即1?»« ( /«0的相反极限情形下，（139.3)被积函数中的 
e - 1 * 〃因子是一个急剧振荡函数，因而整个积分接近 于零. 和 Z 相比我们就可以 
略去 ， 故 


da = 



do 



(139.6) 


也就是说，我们得到原子核处的卢瑟福散射. 


①我们略太了进行敗 射的快 电子和 说子中 电子间的交换作用，也就足没奋把该系统的波函败对称 
化.这种做法的合理性是明 M 的 :在“ 交换枳分”中，自由粒子的总剧振珑波函数与原子中电子波函败之间 
的干涉效应，对敗射振 W 的资献坫很小的. 
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我们也能计灯输运截面 


O '., = J (• - cos I?)d<r. (139. 7) 

根据（139.5〉式，在的角度范围内，我们有 d<r = 常数 xsin «?(!<? = 常数 
x iJdd ，式中的常数与办无关.因此在这个范围内，上式积分中的被积函数和办 3 
成正比，故在积分的下限很快地收敛.在1 >> «? » v 0 / v 的范围内，我们有 do -« 
常数被积函数与 1 A 9 成正比，积分 （139.7) 对数性发散.由此可见，这 
个角度范围在积分中起着主要作用，我们只需对这个范围积分.积分的下限必须 
取的数量级；我们把它写成 eVy / it ; 形式, y 是一个无量纲 常数. 结果得下列 
公式 

〜 叫^) ，n ^ 。 39 . 8 ) 

常数 7 的精确计算需要考虑0 > v 0 / v 的散射，无法表成一般 形式. 很少依赖于 
这个常数的选择，因为它只出现在对数之内，而且还乘上了 —个很大的量如 /e ' 
为了对重原子的形状因子进行数值计算，我们可以采用托马斯-费米分布 
的密度 n(r). 我们知道，托马斯-费米模型中的 n ( r ) 具有以下 形式： 

n{r)=z 2j [^r)' 

此式及以后各式中所有的量都用原子单位量度.很易看出，用这个函数 „ (rH+ 
算积分式 （139.3) 时, 9 只包含在组合 中： 

F(q) =Z<p(bqZ- u, ). (139.9) 

作为参考，表 11 给出了函数^ >(*) 的值，它对所有的原子都成立①. 



①必须注意•这个式子对小的 9 不能应用，因为此时 nr 2 的积分实际上不能用托马斯-费米模《计 
算（见 S 113的第;1 个注） .还须抬出•托马斯-费米模 8 并不代表原子的个别性质以及它们随原子序的 
系统性变化. 
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根据 （139. 9) 的原子形状因子，截面 （139. 4) 将呈以下 形式： 

d(r=y-[l - v >( 6 <7Z- |/ 3 )] J d 0 =Z 2/ 3 少 ( Z-sin 士 t ?) d 0 , (139. 10) 

其中的 少 （幻是一个对所有原子都成立的新函数.总截面可经积分获得.由于小 
的！？角范围在这个积分中起主要作用，因此可以写成 

do -* Z 2 / 3 < P ( Z * l /, t ; j ?/2)2 Tr «? d «?, 

并把对》?的积分延伸至无 穷大： 

a=2-nZ 1,i C <P{Z- u \{t/2 )= ^Z 4/J f* x4>(x)dx, 

J 0 V Jo 

因此 O ■的形式为 

<r = 常数 xZ ^/ t ; 2 . (139.11) 

同样，很易证明，（139.8)式中的 7 常数将与2_ |/3 成正比. 


习 题 


计算快电子对基态氢原子的惮性散射截面. 

解： 氢原子基态波函教为（采用原子单位 ） 屮= e - Vy ^, 故 n = e - Vir . 
(139. 3) 中对角度的积分与推导 （126. 12) 式时相同.我们有 


F = 


4 tt 


Jo n(i 


qr • rdr = 


(» 屮) 


代入 （139.4) 中得 


do- 


4(8 
'(4 


淨。， 


其中 7 = 2 vsin — 1 >. 令 do = 2 irsin i ? di ? = ( 2 Tr / v 2 )qdq 并对 ？ 从 0 到 2 i ; 积分，可算 

出总 截面； 由于假定 f ； 很大而且积分收敛，积分上限可用无穷大代替，结果为 

7ir 

a = 3?' 

榆运截面按下式 计算： 

a '' = h \ qlAa - 

改换积分变量，令 “=4 + 9 2 ,除 du /“ 这一项外积分上限均取无穷大，我们得 

〜 = x ) 


与 （139. 8) 式 一致. 
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迄今为止，我们只研究了粒子间相互作用与其自旋无关的碰撞.在这些条件 
下，自旋或者对散射过程根本没有影响，或者由于交换效应而只有间接影响 
( § 137). 

现在来研究把§ 123中给出的散射理论推广到粒子间相互作用明显依赖于 
自旋的情形，这正是核粒子的碰掩中所发生的. 

我们将详细讨论最 简学的 情形，其中一个相碰粒子的自旋为 + ( 为确定起 

见，把它取作人射粒子），另一个（靶粒子）的自旋为零. 

对系统的一个给定角动量 y (半整数），轨道角动®只能有/=_/ ± +两个值， 

它们对应于宇称不同 的态. 因此在这种情形下，轨道角动最绝对值的守恒来自 
和宇称的守恒. 

算符 /( § 125) 现在不但作用在系统波函数的轨道变量上，而且也作用在它 
的自旋变鼠上.它应该和守恒量/ 2 对易.这种算符的最一般形式为 

f = a + bi - s , (140.1) 

其中的5和6是轨道算符，只和/ 2 有关. 

S 矩阵，从而还有算符_/的矩阵，对于守恒量/和只以及总角动 M 的分量 
具有定值的状态波函数而言是对角的，而且对角元可以通过 （123. 15) 式用波函 

数的相位5表达 出来. 对于给定的/和给定的总角动最 y = z + + 或 /- + ,/• s 的 
本征值分别为+和-(/ + 1)/2[见（118.5)].因此，确定算符 S 和 Z 的对角矩阵 


元（记作 A 和 /»,) 时，我们有关系式 


a +-L/, =J_( e 2i V _ 1 ) 

1 2 ' 2 ik ， 


(140.2) 


式中的相位 5/ 和分别对应于_/ = / + +和7 = /-+的态 • 

但是，我们感兴趣的并不在于算符/相对于给定 f 和的态而言的那些对角 
元本身，而在于作为人射波方向和散射波方向的函数的散射振幅.这个振幅仍然 
是一个算符，但这只是针对自旋变量的，是对自旋分最并不对角的一个算符. 


本节以后用记号/代表这个算符. 
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为了导出这个算符，我们必须把算符 （ M 0. 丨）作用在对应于人射平面波（沿 
2轴）的函数 （125. 17) 上. 因而 

0 D 

/= X (2 / + l )( a ,+ b,i - s ) P,(coa 0) , (140.3) 

/»0 

式中还应算出算符/ • i 作用在 P,(cos 0) 函数上的 结果. 它的做法是，先写出下 
式[见 （29. 11)] 

1 • ; = +“*又 +/*—;♦) + i , s , , 

再应用算符的矩阵元公式 （27. 12), 或者更简单地应用算符表式 （26. 14), 
(26. 15 > 结果得 

I * sP ,( cos 6) = '\p • sP ,' (cos 6), 

式中的 P ) 是连带勒让德多项式，是一个垂直于散射平面的沿 /» x / i ' 方向的单 
位矢量[/ I 是人射 （ Z 轴）方向，/ I ’是由球极角所定义的散射方向]. 

由 （140. 2) 式求出 a , 和6,后代人 （140. 3) 式中，最后可得 

f = A +2 Bv • s , (140. 4) 

A = 2^2 + 1 )( e 2i4( * - 1) + l ( e litr - l )] P,(cos 0), 

l'° (140.5) 

S (^ 1 - e 2a, " ) P , 1 (cos 0). 

这个算符的矩阵元所给出的敗射振幅，它的初末态具有确定的自旋投影值 
o ■和 a '. 我们来考虑对所有可能的 〆 值求和，并对初态中（人射束中）各种不同 
a ■的概率求平均以后的截面•这样的截面由下式给出： 

do - = (/*/)„„ do ； (140.6) 

乘积取对角矩阵元相当于对末态求和①，横线则代表对初态求平均.如果初 
态中所有的自旋方向都是等概率的，这个平均就可以化成取矩阵的阵迹除以自 
旋分屋 ： o ■的可能值的 个数： 

do - = -^- lr (/*/) do (140.7) 

①设 1/ iJ 2 为某一 苒符的 0—" 跃迁矩阵元的投 ft 平方，对未态"求和后，我们有 
S '/ o .' 3 = 2 / o .(/».)• = 2： /■>.(/♦>•» = (#♦ > 00 . 

_ a a 

为避免议解，我们必须指出， （ MO . 6 ) 中的♦兮代表 /( Q 旋的 算符） 的厄米共轭，并不是和的转 


7, 1 , 
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把 （140.4) 代人 （140.6) 后 ，（*/ . s ) 2 的平均值可按 j * i / 2 s 2 = js(s + l ) =j 
算出，结果得 

^=\ A \ 2 + \ B \ 2 +2 Re (/4 fi * )v - P , (140.8) 

do 

式中的 P =2》是人射束的初始极化度，它的定义是初态中的自旋平均值和其最 

大可能值之比.在自 旋为+ 情形下，矢 MS 完全描述了自旋态 （§59). 

可以指出的是，人射束的极化导致了散射的方位角不对称性 ：因为 截面式 
(140. 8) 中的最后一项1/ •/» 不但和极角0有关而且和矢最 n ' 相对于 n 的方位 
角 V 有关（如果极化不垂直于厂则 I - P ^ O ). 

散射粒子的极化度可从下式 算出： 

r _ 2(/、/) gg 

" (/*/)„ ' 

如果初态是非极化的 （ P =0), 经简单计算给出 

p , = 2ReyB^ 

Ml 2 + IBI 2 

可见一般讲来，散射会导致垂直于散射平面的极化.可是，这种效应在玻恩近似 
中并不存 在：如 果所有的相位 S 都很小，系数 <4在相移的一级近似下是一个实 
a , 而》是一个纯虚量，故 

Re ( AB ' ) =0. 

(140. Ip ) 的极化广沿着1/方向这一点是显然的 ：尸' 是一个轴矢量，而 P 是 

现有的极矢量《和 i 所能组成的唯一的轴 矢量. 因此很明显，自 旋为+ 的非极 

化粒子束，被自旋为任意的（不一定为零）原子核所组成的非极化靶①散射时，散 
射粒子的极化也将具有这个性质 • 

表述散射的倒易定理时应该记得，时间反演不但使动量变号而且还使角动 
ffl 变号，因此在具有自旋的情形下，散射的时间反演对称性必须表现为下述两个 
过程的振幅相等，这两个过程的差别不只是初末态的对调以及运动方向的反号， 
而且还有这两个态中粒子自旋分最的 反号. 此外，这两个振幅的符号有可能不 
同，因为根据 （60.3) 式，时间反演会在自旋波函数中引进一个 （ -1)'〜因子•结 


(140.9) 


(140. 10) 


①这甩指的是 fi 旋方向完全任怠分布的靶.记得+时，自旋矢锹的平均值并不完全确定自旋 
态，当这个平均值等于零时不一定意味符自旋的完全无序. 
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果使倒易定理表成以下形 式①： 

/(CT, ， 0* 2 ，<7’ 2 ,/!’） 

=( -1) 忍 'I -a '； -a,,-a,, - n) , (140. 11) 

式中的 /(< r , ,a 2 ,n-,cT\ , 〆 ） 是使碰撞粒子的自旋分董由 tr ,， tr 2 变到 ， tr ' 2 
的散射振幅.指数中的求和是取遍散射前后的粒子. 

玻恩近似中，散射具有进一步的对称性，初末态对调但粒子动量和自旋分量 
不像时间反演那样变号的两个过程，它们的概率相同（见§ 126) .把这个性质和 
倒易定理联合起来，我们发现，散射对动量和自旋分量的全部反号（但不对调） 
具有对称性.从而很易得出结论，在玻恩近似中，任何非极化粒子束对非极化粑 
的散射不会有极化效应.因为在上述变换下，极化矢量/>变号，应该和同向的 

单位矢量却不变号.由此可知，上述自旋为+的粒子对零自旋粒子散射的 

有关性质，实际上是一个普遍性质. 

当碰撞粒子的自旋为任意时，角分布的一般公式极为复杂，我们不在这里推 
导，只是计算一下确定这种角分布所需的参置数. 

前面考虑过自旋 为+和 0的两个粒子的碰撞情形，它具有这样的性质，当> 

和宇称给定以后，此双粒子系统只能有一个态（不计总角动量空间取向这一不 
重要的方面）.每一个这样的态在散射振幅中导致一个实参量（相位 S ). 对于其 
它的自旋，一般讲来会有几个不同的态具有相同的总角动量•/和相同的宇称，这 
些态由总自旋 S 和粒子间的相对运动轨道角动量/的数值相区别.假定这些态 

的数目为 n , 很易看出，每一组这样的态在散射振幅中提供 jn(n + l ) 个实参量. 

这是因为，对这组态而言， S 矩阵是一个具有幺正对称性的矩阵（由于倒易定 
理），它有 nxn 个复矩阵元.这个矩阵中的独立参量数是很易算出的，只要注意 

到，如果把算符^写成 S = ex P ( i ^) 的形式，当々为任一厄米算符时， i 的幺正性就 
自动得到满足[见 （12. 13)]. 如果^是对称的，则矩阵 々也是 ，但 / f 是厄米的，故 
它必是实的，而一个实对称矩阵具有+ /»( » + 1)个独立分量. 

以自旋为 | 的两个粒子为例，数 n = 2给定后共有四 个态： 两个态的/ = •/ ， 
而总自旋 S =0或1;另两个态的/=_/ ±1 ,S = 1. 显然，其中两个是偶态 （/ 偶数） 


①此式的推导类似于 （125. 12) .人射波和出射波的振幅中必须含有自旋因子， （125. 10> 式应改为 
条件又…^ =厶其中算符芡不但进行反演而且还按 （60. 3>式改变旋态. 


两个是奇态 （/ 奇数）. 


第+七章弹性碰撞 


两个自旋为+的粒子的散射振幅，作为和这两个粒子的自旋变景有关的一 

个算符，根据必要的不变性条件（时间反演下必须是一个不变的标 M ), 很易写 
出它的一般表式.为了构造出这个表式，我们一共有两个粒子的自旋轴矢 a & 
和5 2 以及两个普通（极）矢量 " 和可供我们支配.每个 i , 和&算符在振幅中 

—定呈线性，因为自旋为 I 的算符的任意函数总能化成线性函数.满足这些条件 
的算符的最普遍的形式可以写成 
f =A + B ( s , • A) ( f 2 • A) + C ( s , -/i)(s 2 • fi ) + 

+ D(s, • i>) (s 2 ' v) + E(s, + s 2 ) • v + F(s, -s 2 ) • v. (140. 12) 

系数…都是些标量，它们仅和标量 • /!' 有关，亦即和散射角 0( 以及和能 
敏） 有关; A #，*/ 分别为沿/»+ 〆 ，/»-/!'和/» X /» '方向的三个相互垂直的单位矢 
最.时间反演操作相当于作以下 变换： 

S |—♦ - ®| . s i~* ~ s 2 * rt —♦-«’， /!’一》-/»• 

从而有 

A—* - A, /u —*n , v—* -v 

算符 （140. 12) 的不变性很明显. 

核子（质子和中子）的相互散射中 ，（140. 12) 的最后一项并不 出现. 这是因 
为核子间的核力不改变系统的总自旋值 S ，， 可是算符 - i 2 并不和 i 2 对易（根 
据 （117.4) 式 ，（140. 12) 中其余项可用总自旋算符 i 表出，因此和算符 i 2 对易）. 
同类核子 （PP 或 nn ) 的散射中，系数 /1. B ， …作为散射角的函数还满足某些对称 
关系，这是两个粒子全同的结果（见题 2). 

习 题 

1. 自旋为 f 的粒子被自旋为零的粒子所散射，如果散射前极化不等于零， 
求散射后的极化. 

解 ：计算 （140. 9) 式时最好取其分量式，令2轴沿1/方向.结果为 
r ， ( I /4 I 2 - \B\ 2 )P +2\B\ 2 p(v - P) +2lm(AB" )p x P +2vRe(,AB ") 

~ \ A \ 2 + \ B\ l +2 Re (/ lfi * )p - P ~ 

2. 试求两个相同核子的散射振幅中系数（作为0角的函数）所应满足的对 
称条件 （ R _ Oehme , 1955 ) . 

解： 我们把 （140.12) 中的各项重新分组，使得每组仅当双核子系统的态为 
单态 （ S =0) 或三重态 （S = l ) 时才不 为零： 
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/ =十' • s ' -+) + 十' . s ' + |) +c [+ + (s ' . v )( s 〜 .叫 + 

+ d [ ( s , • n )( s 2 ■ n ') + ( s , • n f ) ( s 2 • n ) ] + e ( s , + s 2 ) • v . (1) 

应用（丨 17. 4) 式，很易看出第一项仅当 S =0 时才不等于零，其余项仅当 S = 1 时 
才不等于零.由于粒子的全同性，散射振幅对粒子坐标的交换当 S = 0时必须是 
对称的 ， S = l 时必须是反对称的.这种变换等价于 0— tt -0, 或者是把矢量/»和 
〆 中的一个变号（参考§ 137) •根据这些条件，我们得到以下 关系： 

a (- n -0) = a (0) , b (- n -0) = - b (0), c(tt-0) = - c (0) ,i 

d(Ti-0) =d(0), e(-n-e) =e(0). } (2) 

由于同位旋守恒， nn 和 pp 散射以及同位旋态 T = 1的 np 散射具有相同的 
散射振幅.但对 np 系统还可有 r = 0 的态，因此 np 散射振幅要用不同于（丨）式 
的系数6,…来描写，这些系数并不具备 （2) 式的对称性质. 

§141雷杰极点 

在§ 128中，我们把散射振幅看作粒子能量£的复变函数研究了它的解析 
性质，轨道角动钴/作为一个参最具有实的整 数值. 如果现在针对实的能 M 值£ 
把 Z 看作一个连续的复变量，那么从方法论意义上来看，散射振幅将会进一步呈 
现一些十分重要的性质①. 

和§ 128 —样，我们取具有以下渐近式的径向波函数： 

^ ( = r « ( =/ l ( Z,£)expj - 〆 、 2w£ r ) 4- fi (/,£) exp | ( M1 , } 

这些函数是薛定谔方程 （32. 8) 之解（式中的 / 现在看作复变 M ), 同时，我们按 
以下条件从两个独立解中选择 一个： 

当 r — 0时，常数 X〆 . (141.2) 

可以立刻看出，这个条件对参董/的允许值给予了一定的 限制. 实际上，「很 
小时，（32.8>式之解的一般形式为（见§32末） 

+ c 2 r 小 1 • 

为了使第二个解明显区别于第一个解并把它去掉，;项当 r ^ O 时必须超过 〆 
项•对于复的这一点导致 Re /> Re ( -/- I ),或 

叫/++)>0. (141.3) 

以后我们只考虑垂直线/ = ■右边的那一半/复平面. 


①这 些性质 ff 先由黹杰 （ T . Rcgg *,1958) 进行了研究. 



第十七章弹性碰撞 


波函数/?卜山£)为系数对/解析的一个微分方程之解，它是/的一个解析 
函数，在半平面 （141.3) 内没有奇点.这一点特别适用于渐近式 （141. 1), 因而函 
数 /»(/,£) 和 》(/,£) 对/没有奇点.可是，在这里已经假定了 f —* 时 （141. 丨）中 
的两项都给保留是合理的.这一点当£>0时总是对的，当£ <0时，如果场 f /( r ) 
满足条件 （128.6) 或 （128. 13)，这一点也是对的.这些论断中重要的是波函数渐 
近行为（对 /■) 的方式依赖于£而不依赖于 /. 因此它的趋于这个渐近式并不受/ 
为复数这一事实的影响. 

比较 （141. 1) 和渐近式 （128. 15), 我们发现 S 矩阵元呈以下 形式： 

Sd , E ) = exp [2 iS ( l , E )] = （141.4) 

此式对复的 / 也成立（尽管“相移 ”5 此时不再是实的）. 

对于实的/和£>0,函数/ I 和 B 有 （128. 4) 式的 关系： /»(/,£) = fi * ( l , E ). 
因而对复的/有 

<4 (r ,£) = fi .(/,£), £>0. (141.5) 

从而 S (/,£) 满足复幺正 条件： 

S * ( Z ,£) S(r ,£) =1. (141.6) 

由于 /!(/,£) 和作为/的函数没有奇点，因此函数 S ( Z ,£) 以及分波 
振幅/(/，£)只在函数的零点处具有奇点（极点）.散射振幅在/复平面中 
的这些极点称为雷杰极点.它们的位置当然依赖于实参量£的值.确定极点位 
S 的函数 

/ = «,(£) 

称为雷杰轨迹.当£变动时，极点在/面内沿一定的曲线运动.下标 i 是极点的 
编号，以后将略去. 

现在研究雷杰轨迹的性质，我们先来证明£ <0时所有的 《(£) 都是实函 
数.为此,我们考虑以下 方程： 


^ + f ^( E - U ( r )) _ H =0, (141.7) 

这是的波函数所应满足的方程.此式乘 〆 并对/■积分（第一项作分部积 
分），得到 

- I " l ^ l J dr +^ J " ( E - U ) l A - l 2 dr - a(a + l ) j " -!^ dr =0. 

式中应用了 时（确定雷杰极点的条件）波函数在 r — 00过程中指数衰减的 

事实，所以各个积分都是收敛的.上式前两项是实的，所以最后一项的积分也是 
实的.从而必须有 


Im [ a ( a + 1 ) ] = Im ( o :++ = 2 Re | a + Im o : =0. 
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但是我们考虑的只是半平面 （ Ml . 3) 内的极点，肯定地有 

Re(a ++) >0, 

这就给出了所求的 结果： 

lm a (£) =0 (£ <0 时）. （141.8) 

其次，我们对 （141.7) 式进行和推导 （128. 10) 式一 样的手续：对£微分后乘 
以 I 减去乘咖 / d £ 的 （141. 7) 式，得到以下恒等式： 

kK 澍丫-笋岑 

上式对 r 从0到》积分，再利用 r — »时的事实，可证上式第一项的积分等 
于零，于是有 

da(a + 1 ) r X 2 x 2m r 2 . 

d £ Jo y r = Ylo Xdr - ( 141 . 9 ) 

我们已知 or 是实的，波函数也是实的，因而 （ Ml . 9 ) 中的两个积分都是正的.故 

.(« + l )=2( a+ + 德 >0 

又由于《 + +>0,故得 


^>0 (£<0时）. 

可见£<0时函数 a (£) 随£单调地增长 • 

函数 a (£) 取“物理”值时（即取 Z =0,1 ,2,…整数值时），所得的负£值对应 
于该系统的离散 能级. 我们注意到，这一点给出了根据它们所在的雷杰轨迹对束 
缚态进行分类的一个新原则. 

作为一个例子，我们考虑在库仑引力场中运动的雷杰轨迹此时散射矩阵元 

为①. 


s r(/ + i -i/k) 
'~ra + \ +i/k) 


(141. 10) 


a ： 用库仑 单位. 此式的极点是 r (/ + i - i / A ) 的宗 m 为负整数或零的那些点 . £<0 


时 A = i 故 


a(£ ) = - n ,_ 1+ ___, , <0 , 


(141. 11) 


其中 n , =0,1,2,…是雷杰轨迹的编号.令《(£)等于/ =0 ,1,2,〜中的_个整 
数，我们得到熟知的库仑场中离散能级的玻尔 公式： 


①参芩 <135. 1丨>式•该式中的4必须变号以便把斥力改为引力. 
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E= -y(n, + l +/)- 2 . 

〜在这里与确定径向波函数节点数的径量子数相一致，每条雷杰轨迹 （即 对每 
个给定的〜值）对应于无穷多个轨道角动量值不同的能级. 

现在来考虑£>0时 a(£：) 函数的性质. (141. 丨）式中复变量£的函数 4( 
£) 和 B(Z,£) 是定义在以右实轴为割线的-个平面上的 （见 §128) •与此相应， 
使 B(l,E) =0的函数 / = «(£：) 具有同样的 割线. 在割线的上下沿， 《(£) 具有复 
共轭值，在上沿有 Im a>0. 对此我们不准备停留在只作形式上的证明，而要对 
其原因作岀更为物理的解释. 

当/为复数时，离心能以及有效势能％ =" + /(/ + l)/(2mr 2 ) 也成为复数. 
重复§ 19中的推导， （19. 6) 式现在改为 

冬 1 屮 1 2 + ▽ =2ltpl J Iin U.. 

ot 

当 Z = a 和 Im « >0 时，我们还有 hn i/, >0. 于是上式右边是正的，这表示场体积内 
辐射一个新 粒子. 因此波函数的渐近式（当 B =0时，只含 （141. 1) 中的第一项）必 
须表为出射波，这发生在割线的上沿（参考从 （128. 丨 ） 到 （128. 3) 式的推导）. 

由于£>0时 a (£) 是复函数，它不能取“物理”值 f = 0,丨，2，....可是，它有 
可能在/复平面上接近于这 些值. 我们来证明，这就会在分波振幅中出现共振 
( 对应于所考虑的/的整数 值）. 

设/。为接近于函数 《(£) 的整数值，并令£。为 Rea(£ 0 ) = 1 0 时的能最值 
(实的和正的）.于是在此值附近，我们有 

a(£) «Z 0 +i?7 +/3(£ -£ 0 ) , (141.12) 

其中 r; = Im a (£ D ) 是一个实 常数. 我们将考虑割线上沿的 a (£) 值. 按照前面的 
讨论，这种情形下 ”>()( 并且有 T7«l, 根据 a 接近于匕的假定）.很易看岀，常 
数趴即 £ = 处的导数 d«/d£) 可以看作是实的和正的.实际上，由于 a (E) 差 
不多是实的，所以波函数; T(r ;a ,£) 也差不多是实的.略去7?的高级 小量后 ，我们 
可以略去 A •的虚部，从而沒是正的，因为 （141. 9) 中的积分是正的①. 


① 为了 阐明这些积分的结构•我们注意 r » a 的渐近区 （ a 是场的作用范围）内波函数的 （141. 1> 
式是成立的，当7；很小时•此区对积分式只有很小的®献.事实上，如果 Z = a ( B ) 是 B (/,£) 的一个零点， 
则按 （ Ml . 5)/= a •是 4(/, 的一个零点.因此从而^卜⑷幻在 r >> a 区内都 是一些小撤- 
见<13 4 .11>.估 计这些 积分时，还有一个 策要之 点是，在荆线的上沿 （对 £■的 关系） ，波函数含有一个 

因子 

t^sXina.E) =i4(a.£)e u, . 

在这个上沿, C ■可看作 E + iS(S- +0); 則 t 也有一个小的正虚 W , 它保证了 （141.9) 式中枳分的收敛性. 
从物理上讲•，>><!区对积分的贞献所以小.是由于能醱对应于一个准定态（见后）；粒子到达此区只 
能 W 该态的一个罕右衷变的结果.积分的主®贞献 来自； 区，在此区内波0§数差不多是实的. 
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由于 /= a (£) 是 B (/,£) 的一个零点，后者在《,£。点附近正比于应用 
(141. 12), 我们就有 

»(/。，£) » 常数 x [«»(£- £。） + i 7/]. (141.13) 

此式的形状与 （134.6) 式相同，该式中的£。是能 M , 厂是准离散能级 
的宽度.由此可见，雷杰轨迹（£>0)对/整数值的接近对应于该系统的准定态. 
因此对这些态来讲存在#与严格定态一样的分类原 则：每 条雷杰轨迹可以对应 
于一族离散的和准离散的能级. 

把 Z 处理成为复变景使我们有可能导出总散射振幅（对£>0)的一个有用 
积分形式，它可由级数 （123. 11) 得出 

/(/ a ) = 2 ]^ X (2/ + 1 ) [ S (/,£) - 1 ] P ,(/ i ) ,/x = co 9 (141.14) 

为此，首先不但须对/>0的整数而且也应对所有的复值 f 定义出函数 
.这一点可把 P ,( M ) 看作方程 （ c .2) 之解来 实现： 

(1 -2/ xP , ( ( M ) + Z (/ + 1) P ,( aO =0. (141. 15) 

其边界条件为 P,(D =1- 这样定义的 P , U ) ，作为 Z 的函数对有限的/值没有奇 
点①. 

很易证明级数 （ Ml . M ) 等于下列积分 

/( 〆 ） =^ J c 4^[ S ( Z ,£：) -1 ]P〆 -/ t ) d /, (141. 16) 

式中积分回线 C 沿负向（顺时针方向）绕实轴上所有/ =0,1,2,…诸点并在无穷 
远处 封闭： 




4 


C 


函数 S ( z , 幻的所 有极点/ = a ,， a 2 ，•••（£>()时不在实轴上）必须留在回线 C 的 
外面.积分 （141. 16) 可化成 -2 Tri 乘以被积函数在/=0,1,2,…诸点的留数之 
和,/=0,1,2,…是函数 1 / S in 1：/的极点，其留数为 （- DVtt . 由于对整数/有 
P ,( -/ x )=( -丨）卞,(/0,我们就从 （141. 16) 得到 （141. 14) 式②. 


① 把 （141. 15> 和（*.2>比较，我们01把成超几何函数 

P,(M) =f( 

② 本作所讨论的槪念（非相对论理论）在 S 123所引的 d e Alfaro . Rcggc 的朽 中给出 7 •洋细 沦 述. 
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习 题 


证明对应于一系列角动量/的相移满足不等式 
5|*,(£) - S ,( E ) < n /2. 

解： 我们把/看成连续的实变量，并对 （32. 10) 式进行微分 

1舍=( 2 “吟 

将此式乘以^•，并将原式乘以吹 / dZ , 两式相减得 

= ( 2 ’ + 吟 

将此等式从0到00对/■积分，当 r =0 时方括号中得式子为零，而当 r -»« 时可以 
利用漸近式 （33. 20) 最后得 

4 d) =(2Z+1 O >0 ， 

由此知站 /az < tt/2 .将这个关系从 Z 到 i + 1 对 Z 积分，即得到所欲求的不等式 • 
将后者同 （ 133. 17) 式结合起来可以证 明：离 散能级的数目/ I ,并不能随 Z 的增大 
而增大•因为当 £-»<» 时，这时玻恩近似成立，散射的相位趋于零，即尽 （》 ) =0 
这时有 

n i*i - n, = — [6 /t , (0) -5,(0) ] < 1/2, n, +l -n,^0. 

IT 
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当碰撞伴有相碰粒子的内态改变时，这种碰撞称为非弹性的•在这里我们对 
“内态的改变”作最广泛的理解，特别是，粒子的本性也可以 改变. 例如，这种改 
变可以包括原子的激发或电离，原子核的激发或蜕变，以及其它等等.当碰撞 
(例如核反应）可以产生不同的物理过程时，我们把它称为不同的反应道 

非弹性道的存在，也对弹性散射的性质产生一定的影响. 

一般情形下，当有各种反应道存在时，相碰粒子系统波函数的渐近式是一个 
求和式，每个可能道对应于其中的一项.特别是，其中有一项描述处于原有的未 
改变状态中的粒子（称为输入道）•这个波函数是粒子的内态波函数和相对运动 
波函数（在质心为静止的坐标系中）的乘积•后一函数正是我们现在感兴趣的， 
我们把它记作并来寻找它的渐近式. 

输入道的波函数是由一个人射平面波和一个对应于弹性散射的出射球 
面波组 成的. 它也可以像§ 123那样表成一个人射波和一个出射波 之和. 区别在 
于径向函数 A ( r ) 的渐近式不能取成驻波形式.驻波是振幅相等的人射波和出 
射波之和•在纯粹的弹性散射中，这一点与问题的物理含义相符合，但当存在非 
弹性道时，出射波的振幅必须小于人射波的 振幅. 因此少的渐近式将由 （123. 9) 
式 给出： 

中 = 2 ^ Z ( 2/ + l ) P,(cos 0)[ ( - l ) ， *' e ' ii, + S , e u, ] , (142. 1 ) 

只是 S , 不再由 （123. 10) 式给出，而是一些模量小于丨的 *( 一 般为复 数）. 弹性 
散射振幅可通过 （123. 丨1)式用这些量 表出： 

=2]* E ( 2/ + 1 )( S ,- l ) P,(cosW (142.2) 
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对于弹性散射的总截而 a ,，（123. 12) 式换成 

^ ^ (2 / + 1 ) II - S , l 2 . (142.3) 

非弹性散射的总截面，或者对所有道而言的反 应截面 tr ,, 也能通过 S , 表出. 
为此我们只需注意到，对每个 f 值，出射波的强度被削弱为人射波的 | S , 1 2 倍.这 
种削弱必须全部归于非弹性散射.因此有 

吾 Z (2/ + 1)(1 - IS , I 2 )， (142.4) 

k /«0 

总截面为 

7 * 

O -, = < r , + < r r = -J ^ (2 Z + 1)(1 - ReS ( ). (142.5) 

k /-0 

角动敏为 l 的弹性散射分波振幅由 （123. 15) 式确定，即 

(142.6) 

(142.3) 和 （ M 2. 4 ) 求和式中的每一项就是角动量为 f 的弹性散射和非弹性散 
射的分 截面： 

=-^-(2/ + l)ll - S ,\\ 
k 

^ =^-(2/+ 1)(1 - IS , I 2 ), (142.7) 

< rl n =|?(2/ + 1)(1 - ReS ,). 

S , = l 对应于完全不存在这种（具有给定 / 值的）散射, S ,=0 对应于角动量 
为/的粒子完全被“吸收”掉 [(142. 1) 式中没有这个/值的出射分波]，这时弹性 
和非弹性散射的截面因而 相等： 

o - i 0 = o -, a) =^-(2/ + 1). (142.8) 

我们还可以看出，尽管弹性散射在没有非弹性散射时也能出现（当 IS , I =1时）， 
相反情形则是不可 能的： 非弹性散射的存在必然导致弹性散射的同时存在.对一 
给定的 o '” 值，弹性散射截面一定介于以下范 围内： 

^ - - o -! 0 ^ ^ + (142.9) 

其中 <7。= ( 2/ + 1 ) Ti / k 2 . 

取 （142.2) 中0=0的/(0)值并与 （142.5) 式比较，我们发现 

Im /(0) =-^< r ,, (142.10) 

这是光学定理 （125. 9) 式的推广•这里的/(0)仍是零角度弹性散射振幅，但是总 
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截面 O ', 中包括了非弹性部分. 

分波振幅/,的虚部和分截面0■广的关系为 


Im/, = 


k 々 

4 -it 2/ + 1 


(142. 11) 


此式直接来自 （142. 6) 和 （142. 7). 

波函数渐近式中系数 S , 的模盪不等于丨，并不影响§ 128中对弹性散射振 
幅（作为复变量的函数）的奇点所作的结论.这些结论当有非弹性过程存在时 
仍然成立.可是，振幅的解析性质有所改变，它在负实轴 （£ <0)上不再是实蜇， 
而且它在>0的割线上下沿不再取相互复共轭的数值 （ 因此它在上下半平面 
对称于实轴的两点处，也不再取相互复共轭的数值）. 

当从割线上沿绕过£=0点到达下沿时，根号#改变符号，也就是说，绕行 
的结果 A 变号 （£ >0时 A 是实的）.此时 （142. 丨 ） 式中的人射波和出射波相互对 
换，因而系数 S , 被它的倒数 1/ S , (它不等于 S ,_ )所 代替. 割线上下沿的振幅/,可 
以记作/, ( A :) 和乂 （ - A )( 物理振幅当然只能是_/； ( A )). 根据 （142. 6 ) 我们有 


/,(*) = 


2 ik ' 


M ~k )= - 


1/ S , - 1 
2 ik 


由以上两式中消去得以下关系： 

fi ( k ) - f ,( - k ) =2 ikf ,( k ) f ,( - k ) (142. 12) 

不存在非弹性过程时就有 /( - A ) =/• ( A ) ,而且 （142. 12) 和 （ M 2. 丨1)式相同. 

把 （142. 12) 改写成 


/,(*) /,(-*) ， 

我们就可看出，1//,(幻+ iA 必须是的偶 函数. 如果用 g ,( P ) 代表这个函 
数, 则有： 

fl(k)= J^Tk (,42 - 13 > 

但这个偶函数 g ,( P ) 和 （125. 15) 式的不同，它现在不是实函数①. 

当粒子束通过大最散射中心所组成的散射介质时，由于各种弹性的和非弹 
性的碰撞过程而使粒子离敗，人射束的强度就逐渐减弱下来.这种减弱完全由零 


①以上的讨论（以及由此而得的有关为偶函数的结论）中，事先假定了 时相互作用 衰减得 

足够快，使捋左半£平面内不存 在聃线 ，从而使绕£ =0点一周成为 of 能. 
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角度的弹性散射振幅所确定，在一定的条件下（见后），可以用下列纯形式的方 
法描述 ®. 

设/(0,£)是对介质中每个单独粒子而言的零角度散射振幅.我们假定/比 
粒子间的平均距离来 得小. 于是在每个介质粒子上的散射就能分 
开考虑•我们引进具有固定中心的某个“有效场” 作为辅助 ft , 它是这样定义 
的，使得由它算出的零角度玻恩散射振幅正好等于实际的振幅/(0,£).当然，这 
决不意味着真正能用玻恩近似根据粒子间的实际作用算出/(0，£).于是，按定 
义有[参考 （126.4)]: 

I - U aAV= _2^ /(0 , £)> (142.14) 

J m 

式中的 m 是被散射粒子的质量.这样定义的场和振幅/ 一样，都是复 fi . 估计等 
式 （142. 14) 两边的 数量级 ，可得 f / eri 和它的作用距离 0 之间的 关系： 

(142.15) 

定义 （ M 2. I 4 )当然不是唯一的.我们再在它上面加进一个补充条件，使得 
场匕„满足以下的微扰论适用 条件： 

I U e „ I « — j ( 142. 16) 

ma 

(同时有 I/I << a ). 很易看出，在这样的情形下，粒子束的衰减可以用平波面在某 
一均匀介质中的传播来描写，这个介质中的粒子具有以下的恒定 势能： 

= y / fJ ,„ AV = - ^ ^- f ( 0 , E ) , (142.17) 

这是把介质中所有/ V 个粒子的有效场对介质体积 K 求平均后得到的.这个问题 
是很明显的，如果我们先去考虑介质的每个区段，这个区段中的散射中心尽管已 
经很多但是它的散射效应仍然很小.划分这种区段的可能性由条件 （142. 16) 得 
到保证•粒子束通过这个区段时，它的衰减由零角度的散射振幅所确定，这个振 
幅在玻恩近似下是由散射场对该区段的整个体积积分后确定的.这就意味着，我 
们感兴趣的散射特性完全由场对介质体积的平均式 （142. 17) 确定. 

因此通过介质的粒子束可以用平面波‘描写，它的波数为 

k = j ^/2 m ( E - U tll ). 

引进人射粒子的波数 A 。 = 可以把 A 写成以。的形式，其中 


①以下所讲的方法适用于快中子（能緻为几百个 MeV 的数* 级） 被原子核敗射，这种中子的波长 
很短，以致职子核以看作一个非均匀的宏观介质. 
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(142. 18) 


n 起着介质对于所通过粒子束而言的“折射系数”的作用.一般讲来，《是一个复 


M (振幅/是 Si 的），它的虚部给出了粒子束强度的衰减.如果 E» 1&„1,则 
042. 18) 式给出 


lm n =y ^-Im/(0,£)= 


yv <r, 

Yu ， 


式中 A 是散射总截面，这里我们已经应用了光学定理 （142. 10). 这个表式对应 
于以下明显结果 ：波的 强度是按规律 


衰减的. 

除了吸收外，折射系数 （142. 18) 还能确定（根据它的实部）出人这个介质的 
粒子束的折射定律 ®. 


习 题 


中子束被重核散射，核半径 a 远大于中子的波长 （Aa >>1).假定轨道角动 
量为 l<ha^l 0 的（即碰撞参量 P = W / mi ; = Z / A < a 的）所有入射中子都被原子核 
吸收掉，而 /> Z D 的入射中子和原子核根本不发生作用.试求小角度的弹性散 
射截面 • 

解：上 述条件下的中子运动基本上是准经典的，小角度惮性散射完全类似于 
光线在黑球上的夫琅禾费衍射.因此所求的截面可以用这个衍射问题的已知解 
直接写出® 


dcr , = 


2 

ira -；— do . 

T10 2 


从 （142.3) 式也能导出同样结果.根据本题的条件，我们有/</。时 S ,=0 以 
及/>/。时 S , = 1. 故弹性散射振幅为 


① （142. 17> 式应用中的一个有®例子是气体中一个碱金《原子的较高能级的位移.在高激发态 
中.价电子和原子中心的平均间距 f 要比原子实以及中性气体原子的尺度《都来得大.这些中性气体原 
子在半径的球内对价电子讲来起宥敗射中心的作用，并且把价电子的能级移动了 （142. 17>式所示的 
数《级.由于受激价电子的德布罗 S 波 K 也比< 1 大.振 M /(0,£)~ - a , 其中 a 是敗射长 *( ■参考 （132.9) 
式]. W 此这个效应使能级移动一个怊定的数其中 m 足电子质_歌，!<足气体粒子数密度 （ E . 
Fermi . 1934). 

② 见 （场沦 > §61.独3< 在黑球上的衍射问 ® 等价于不透明 * i •.挖一岡孔的衍射问截曲+由衍 
射波强度除以人射流密度后拊到. 
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/( 沒）= - Z 7 T (2/ + 1 ) P ,( C 08 0). 

ZllC 1.0 

/大的项是这个求和式的主要 部分. 因此可把2/ + 1 改成21，应用 0小时 
P；(cos 0) 的漸近式（49.6)，并把求和改成 积分： 

/(0)= iC lJo (0l)dl= h l ° Ji (0Z «> = 7 J * ( 細 ) , 

这正是应有的结果①. 

弹性散射总截面为 

2 (" JJ(W) 

a , =Tta J - ― — 2- n 0 d 9 = -na , 

这个积分所以能延伸到00是因为收敛很快.这是在所述条件下应有的结果（参 
考 （142. 8) 式），并且和吸收截面相同，简单地等于球的几何截面.总截面 （7, 
= 2- na 2 . 

§143慢粒子的非弹性散射 

§ 132中所作的低能弹性散射极限定律的推导，很易推广到存在非弹性过 
程时的情形. 

和以前一样，/=0的散射在低能时 M 为 重要. 根据§ 132的结果，相应的 S 
矩阵元为 

S 0 = e 2i<0 « 1 +2 i 5 0 =1 - liha . 

§ 132 中描述的波函数性质只有一点要改变，它在无穷远处的条件[渐近式 
(142.1)] 现在是复条件，而不再是纯弹性散射情形下的实 驻波. 常数 a = 
因此也是复数_模量 IS 。！ 不再等于1_条件 IS 。！ <1意味着 + i a 〃的 
虚部必是负的 （ a ”<0). 

把 S 。 代人 （142. 7) ,即得弹性和非弹性散射 截面： 

( T , =4 irlal 2 , (143. 1) 

a , =4 irla ,, l / A . (143.2) 

可见弹性散射截面仍和速度无关，但是非弹性截面和粒子速度成反比 一 1/„ 


①对于快速带电粒子在 ••黑 ”核 h 的衍射敗射问題-了作 M 样的讨论.此时极限值应该由这样的 
条件来确定•使得粒子在库仑场中的经典运动轨道与原子核间的最短距离正好等于核半径 ./ </o 时仍应 
令 S , = 0 . / :»/ 0 时 S , = •其中 S , 是（135.11> 绐出的库仑相位.见 A . M . Axneacp , H . H. noMepaHHyK . 
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定律 （ H . A . Belhe J 935) .因此，当速度降低时，与弹性散射相比，非弹性过程变 
得越来越重要①. 

极限定理 （143. 丨）和 （143.2) 当然只是截面按 A 的幂展开后的首项.有趣的 
是，这两个截面展开式的下一项中不再含有 （143. 丨 ） 和（ 143.2) 以外的新常数 
(<&•；!• manH P o , l 9 58) •这个结果是由于在 （ M 2. 13) 中，/=0的分 波振幅 

中的心 （ A 2 ) 函数是一个偶 函数. 当 A 小时这个函数可按 A 的偶次幂展开，因此 
发。《 - 1/«的下一项是 ~ A 2 . 如果略去这一项展开式中的前两项仍可 
写成 

/o(^) 288 -a( 1 - ika ) , 

相应地，截面展开式也应保留到下一项，由此很易得到以下表式： 

(T, =4iTlal 2 ( 1 -2k\a\) , (143. 3) 

<7, =4irla"l ( 1 -2k\a\)/k. (143.4) 

这些结果假定了相互作用在远距离处衰减得足 够快. 我们在§ 132 中看到， 
如果场 i /( r ) 的衰减快于 r - '当 k ^ O 时弹性散射振幅就趋于常数极限.这也是 
非弹性道存在时类似的结果 （ 143. 丨 ） 得以成立的一个必要条件②. 

反应截面的1八律满足较弱的 条件： 场的衰减只需快于;•- 2 ,这可从以下对 
1八律的直观推导中清楚地看出. 

碰撞中产生反应的概率，是和“反应带”内 （ r ~ a 的范 围内） 的人射粒子波函 
数的模量平方成正比的•这一点在物理上表述了这样的一个事实，例如慢中子和 
核的碰撞，仅当中子“透进”核内时反应才能 发生. 如果相互作用的衰减快于 
厂 2 ,则从远的 r 一 直到 r ~ a ， 波函数不会有数轻级的改变，换句话说，当 0 
时，比值 ) I 2 趋于一个有限极值（这可从薛定谔方程中的 t /少 项远 
小于这一事实看出）■反应截面是1必1 2 除以流密度.如取0为平面波按单位 
流密度归一化，我们有呤 I 2 ~1/«，这就是所求的结果. 

在带电核粒子的碰撞中，除短程核力外还有衰减缓慢的库仑场•这个库仑场 
可以显著改变反应带内人射波的量值•反应截面等于1/,，乘以0时的库仑波 
函数和自由波函数的模量平方的比值.这个比值由 （136. 10),( 136. 11) 式给出， 
其结果为（库仑单位） 


① 同样 BI 以求出角动 》 /_0的分波反 应截面 和速度的关系，结果为„■，⑴ .弹性敗射栽而仍 
和以前一样•与 P 成正比，也就是 ♦() 时比/ 抗 相同的 a / 1 ) 衰减得 更快. 

② （143. 3) 式计及了 4 的幂次 展开的 下一项 ，要求^/的衰减比快， 
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(143.5) 


_ 2 -nA 
ar= -\\ 

指数中的正号对应于斥力，负号对应于引力. 

律中的系数/ I 是一个常数.如果速度远大于一个库仑单位 （ A >>1), 库 
仑作用不起作用，我们又回到定律 = A / k . 

如果速度远小于一个库仑单位 （A <<丨，在普通单位制中也就是 
ZyZ^/hv >>1,其中和是相碰粒子的电荷），在决定反应带内的波函数 
量值时库仑作用成为主 要的. 对于相吸粒子的碰撞就有 

< T , =2 ir / l / A : 2 , ( 143.6) 

对于相斥粒子的碰撞有 

(143.7) 

后一情形中，当 A — 0时，截面趋于零. （143. 6) 和 （143. 7) 所差的指数因子就是 
越过库仑势垒的概率，在普通单位制中它就是 exp ( - l - uZ . Z ^/ hv ). 

注意，极限定律 （ M 3. 6) 不但适用于总截面而且也适用于每个角动摄为/的 
分波截面①•这一点可从下列事实看出，在函数^>的展开式 （136. 1) 中[前面 
用到的（136_ 10) 和 （136. 丨丨）式中出现，每个求和项中的函数/? 4 ,有着相同 
的对 A ; 的极限 关系： A —0 时径向函数都由 （36. 25) 式给出（引力情形），而当接近 
力心时我们有 R u - y / kr '. 单个角动量对反应带内波函数平方的贡献为 ~ a ~ k , 
亦即所有的/以同样的方式依赖于尽管它们被小的因子 （ a / at ) 2< 所削弱，其 
中 a c = fiVmZ , Z 2 e 2 是库仑制的长度单位. 

§144存在反应时的散射矩阵 

§ 142和§ 143中所考虑的截面 tr , 是所有可能的非弹性散射道的总截面 • 
现在我们来进行非弹性散射普遍理论的推导，其中每道都可分开 考虑. . 

我们将假定，两个粒子的碰撞结果仍形成两个粒子（可能相同也可能不 
同）. 我们把所有可能的反应道（对一个给定的能量而言）加以编号，并用适当的 
下标附记在这些道的有关量上. 

设 i 道为输人道.此道中相碰粒子的相对运动波函数（在质心系中）早已给 
出，它是人射平面波与弹性散射的出射波 之和： 

(144.1) 

振幅的平方给出 i 道中的弹性散射 截面： 

= IA l 2 do . 


①对 （143.7〉 式同样成立. 


(144.2) 
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其它道（下标用 /) 中，粒子的相对运动波函数代表出射波.前面已经解释 
过，这些波最好表成下列形式 ® 






(144.3) 


式中的~是/道反应产物的相对运动波矢量，0是它和 z 轴的夹角， m , 和％分 
别是两个初态粒子和两个末态粒子的折合质量.立体角 do 内的散射通置等于 


\屮,\ 2 乘以 do , 相应的反应截面等于这个通量除以人射通缳密度（它 
等于《0.故 


d ( T fi = \ f fi \ 2 (144.4) 

式中的动量 Pi = ,/V = m f v r 

§ 125 中我们定义过散射算符1它把入射波变换成出射波.当有几道存在 
时，这个算符具有不同道之间的跃迁矩阵元.对各道为“对角”的矩阵元相当于 
弹性散射，而非对角元相当于各种非弹性过程•所有这些矩阵元对别的变量而言 
仍为算符.它们的求法如下. 


和§ 125中所用的方法一样，我们定义与振幅/, 4有关的算符/,, ,/；； 如下： 
S fi = S fi + 2 i ^ kjT f f r ,. (144.5) 

按照这个定义很易看出，所得的 S 矩阵一定满足幺正 条件. 因为和§ 125中一 
样，我们可以把输人道的波函数写成一组入射波和出 射波： 


= F ( - n ') 


^-(1 +2ikf u )F(n')-^ 



-S,F(n')^ 


(144.6) 


为方便计，上式与 （125.3) 式相比多引进了一个因子 \/仏 采用以上定义的振 


幅后,/道的波函数就为 


= 2 ik , 翁 fi F ( 


(144.7) 


r S " ，r \/*v 

人射波的通最必等于所有道的出射波通量 之和. 这个要求反映了这样一个 
明显的 条件： 碰撞中能够产生的所有过程（弹性和非弹性）的概率之和必等于 1. 


鉴于球面波的分母中有七因子，这些波的通最密度中不再出现速度.因此上述条 
件简单地意味着人射波与出射波的集合具有同样的归一化•所以，这个条件又可 


①在这明 系统的初态仍用下标 *' 末态仍用 /( 参考 5 4 1 附注 U . 敗射振 W 中， 末态的下标写在初态 
的左 面，与矩阵允的下标放*方式 和一致 .为统一起 见，® iM 中的下标也采用这种赖序. 
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表成散射算符的么正条件，只要把这个算符看成是对各道编号而言的一个矩阵， 
对于算符这个条件变成 

//：-/； = 2i Z . 044.8) 

n 

与 （125. 7) 式相类似，式中的指标+代表取复共轭并对所有的矩阵下标取转置， 
但道的编号下标除外. 

S 矩阵对轨道角动量具有定值/的态是对角的，相应的矩阵元用指标 （/) 相 
区别.把算符义和义作用到函数 （125. 17〉上，我们得到以下形式的弹性和非弹 
性散射 振幅： 


fu = 士 &2i + lHS^' - 1)P,( COS 0), 

f ft = ― '-p=Z (21 + DS^'P^cos 0). 

2i ^Jk.k t tTi 


相应的积分截面为 





(2/ + 1) I 1 - Sj/* I 2 , 
(2/ + 1) I \ 2 . 


前者与 （142.3) 式相同.总的反应截面来自输人道 i ) 为 


(144.9) 


(144. 10) 



式中对 yvt 的所有/求和，由于 S 矩阵是幺正的，我们有 


Z , IS ^ I 2 =1 - \ S U \ 2 . 

/ 

上式给出 （142. 4) 式的 ov 

散射过程对时间反演的对称性（倒易定理）由下式 给出： 

H ， (144.11) 

也就是 


4 =/../•• • (144.12) 

式中符号 i •和尸代表这样两个态，它们与；和/态的区别在于把粒子的动量和 
自旋分量全部变号①，它们称为态 i 和/的时间反演态 .（144. 11) 和 （144. 12) 式 


①对于复合粒子（原子和职子核），这里的 “ d 旋”取作总的内禀角动》•它由组成郎分的自旋和内 
部运动的轨道角动 M 相加而成. 
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推广了弹性散射的 （125. 11) 和 （125. 12) 式① • 
(144. 12) 式导致反应截面的以下关 系式： 


p) A o f p?tlo,.' 


(144. 13) 


此式表述了细致平衡原理. 

§ 126中曾经提及，如果微扰论可用，则在一级近似中我们不但有倒易定理 


而且还有直接过程 i —/ 和逆 过程户 ^_(按字面含义的逆过程）之间的振幅关系. 
这个关系由方程4 =/ V 表出，它对非弹性过程也能很好地成立（也在一级近似 
下）.相应的截面关系则为 


p ) a o , 


P \ A o - 


(144. 14) 


如果截面对 P / 的所有方向积分，并对末态粒子自旋 ~, s v 的方向求和，还对 
初态粒子的动量/»,以及自旋的方向求平均，那么 i —/ 和这两个跃 
迁之间的区别就不再 存在. 令这样的截面为 


‘ ^ =4,(2s u + l\(2s ； Ji) ( §J d ^ d °-' 

上式中对所有粒子的自旋分最求和，求和及积分号前面的因子是由于我们不是 
对初态粒子的 有关® 求和而是求平均•把（14 4 . 13) 写成以下 形式： 
p^do-^do, . =^<10-,.^ do f , 

进行积分和求平均以后，我们得到 

giP\(r r . =g,P/(rv< (144.15) 

其中 

g t = (25 ,； + 1 ) (2i 2j + 1 ) , g, = (2s t/ + 1) (2i v + 1) , (144.16) 

上式给出了初态粒子对或末态粒子对的自旋取向数，称为 i 态和/态的统计 


权重. 

最后 ，我们提一下振幅/；：的下列性质.我们在§ 140中已看到，当 p .— 0时截 
面 〜按 l / p . 变化 （ 如果相互作用在远距离处衰减得足够快），根据 （144. 4) 式， 
这意味着 P ,->0 时 / f 常数.从对称性 （144. 12) 可知，当0时4也趋于一个 
常数.我们将在§ 147中回到这个结论上来 • 
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我们在§ 134中引进/准定态的概念，这种态具有有限的但是比较长的寿 


①我们在这里略去了一个（-丨）因子，它在有 fl 旋粒子的碰撞中 " r 能会出现[参考 （ mo . in ]. 这 
一点当然不会影响到 fiifd 式（ I 44 . 13). 
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命.在能量不太高的核反应领域中，通过复合核的形成阶段①，出现了很大一类 
这样的态. 

这个过程的直观物理图像是这样的，人射到原子核上的粒子与核内的核子 
相互作用而和它们“并合”在一起组成一个复合系统，所带人的粒子能量被分配 
到许多核子上.共振能相当于这个复合系统的准离散 能级准 定态的长寿命（与 
原子核内核子的运动周期相比较而言）来自这样的事实，在大部分的时间内能 
缺被分配到许多粒子身上，致使其中没有一个粒子具有足够的能量使它能够克 
服其余粒子的引力而逸出核外.只有在相当少的情况下，才会有足够高的能量集 
中到其中的一个核子身上，这时复合核就会以各种不同的方式进行衰变，对应于 
各种可能的反应道②. 

以上描述的碰撞特点表明，发生非弹性过程的可能性不会影响到弹性振幅 
中与复合核性质无关的势散射部分（见 §134); 非弹性过程只能改变弹性振幅 
的共振部分,根据同一理由，通过复合核的形成阶段而实现的那些非弹性散射过 
程，它们的振幅全都具有纯共振的特性.所有振幅中的共振分母（这个分母与 



时人射波的系数等于零有关）仍保持原来的的形式 ，厂仍 为复合 
核任一给定准定态的衰变总概率. 

以上这些考虑再加上散射振幅必须满足的么正条件，足以建立这些振幅的 
形式. 

采用对称的形式进行计算是比较方便的，我们把复合核的所有可能的衰变 
道进行编号，而不事先标出哪个是该反应的输入道.我们用 a , he ， …代表道的 
编号下标.我们还将考虑准定态的具有/值的分波振幅 ® •如前所述，我们把这些 
待求的振幅表成以下 形式： 




-ns ai - 


rM ah 


2/kJ ： 


E - E 0+ fir 


(145. 


(为简洁计，常 数心和 上的 （/) 指标已略 去）. 式中第一项仅当 a = 6时才存 
在，它代表《道中的势弹性散射振幅，其中常数和 （134. 12) 式中的相同. 
(145. 丨）式中的第二项对应于共振 过程. 此项中共振因子的系数是这样选定的， 


① 复合核的慨念来自玻尔 （ N . Bohr .1936). 

② 在这呰相互竞争猗的各种反应进中.也包括人射粒子的辐射俘获，此时复合核从一个激发态跃 
迁到它的基态而放出一个 y 光子，由于辐射跃迁的槪肀比较小，这个过程也是“缓慢”的 • 

③ 我们先不考虑由于过程中含冇粒子自旋而产生的复杂性. 
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使得应用么正条件后结果被简化（见后）. 

由于所考虑的散射具有给定的轨道角动*绝对值，这个值对时间反演并不 
变号，倒易定理（对时间反演而言的对称性）就可以简单地表成振幅/丄对下标 
a , b 的对称性.由此可知，系数 Mu —定也有这样的对称性 
振幅的幺正条件为[参考 （144. 8)] 

X 4 乂 045.2) 

把 （145. 1) 代人，经过直接计算后得 

- ■ --二- 

E - E 0 -+ir E - E 0+ jir (E - E 0 ) 2 + j - r 2 

如果这个方程对所有的能量 £ 恒成立，首先应有 A/d = AC , 亦即似。 4 是一个实 
量.于是得 

= X M ^ M br , (145.3) 

亦即系数矩阵必须等于其自身的平方. 

实对称矩阵通过适当的线性正交变换&以后可以化成对角形式.用 
标记它的对角元（本征值），这个变换可写成 

X 。"灿 ⑷心， 

a. 6 

式中的变换系数满足以下正交 关系： 

2 (145.4) 

逆变换为 

w „ t = X U ^ aX a) - (145.5) 

o 

(145. 3) 式给出了本征值 /1/ M 的条件拟⑷ =( M < a > )\ 因此它们只能是0或 
1，如果只有一个 W ⑷不等于零（设为 W ⑴=1 ) ，则 （145. 5) 给出 

M . t = U la U n , (145.6) 

亦即所有的矩阵元似。 6 都可用匕 （a = 1,2,…）这组鼉表出.如果有几个不 
等于零，那么矩阵元 Mu 可用 t /,。， ％。，…几组1的和表出，这些量只有正交关系 
因而是独立的.这种情形相当于偶然简并，此时复合核的几个不同准定态对应于 
同一个准离散能级①.忽略这种不重要的情形，亦即只考虑非简并能级，我们就 

①这一点特别清楚地衣现在所有的 M (a> = * 时的情形，由 （145.4) 和 （ M 5.5), 此时存 .W “ ，亦 
即不 ㈣ 道之间没有跃迁.换句话说，这种悄形相当于 存在昔 若干个彼此独立的准离敗态，每个态在一个道 
的弹性敗射中出现. 
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可得出这样的 结论： 矩阵元似__ 6 等于一些量的乘积，其中的每个 M 只和一个'道的 
指标有关. 

采用记号 

^ lt \ = /r7r, 

可把 （145.6) 式写成 

= ± / Tj \/ r , (145.7) 

对。 4 的符号与和％ t 的符号有关，还不能确定•考虑到等式 I 〜〜 =1，所定 
义的厂„满足 下式： 

2 r a = r , (145.8) 

a 

r a 称为各个道的分宽度.公式 （ M 5. 1)，（ 145. 7) 和 （145. 8) 给出了待求的散射 
振幅的一般形式. 

现在把最终公式改写一下，取某个固定的道为输入道①.该道的分宽度记作 
厂（弹性 宽度） 其它反应道的宽度记作厂„^ 

弹性散射总振幅为 

fAe ) =/ 0) ( e ) - ——— e 2 afO ， P ,( cos 0), (145.9) 

E - E 0+ f\r 

式中 A 是人射粒子的波数,是势散射振幅.此式和 （134. 12) 式的区别在于共 
振项分子中的厂换成了较小的 /V 

早已提过非弹性过程的振幅是纯共振型的.微分截面为 

= ( 2l . + J ) - 厂 ’• . - [ P,(cos 0)] 2 , (145.10) 

u (E-E 0 y + -^-r 2 

积分截面为 

、=(2/ + 1)畏-_ • (145. 11) 

(E-E 0 y +-^r 2 

所有非弹性过程的总截面为 

or , = (2 l + l )^ - 「厂 —, (145.12) 

k ( E - E 0 y + -^- r 2 

其中厂,=厂 - 厂，称为该能级的总非弹性宽度. 

还想知道的是反应截面在共振值£ = £。附近的能 量范围 内的积分结果.由 


①这些公式萏先由布赖特和维格纳 （ G . Breh ， E . Wigner , 1936 ) 得到. 
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于 A 离开共振时衰减得很快，对 E - E 0 的积分可以延伸为 -* 到+ * ，求得 

| o-,d£ = (2/ + l)^^. . (145.13) 


在慢中子散射中（它的波长远大于原子核的线度），只有 s 波散射是重要 
的，它的势散射振幅是一个实常数 (134. 14) 变成 



2令-£。+去;厂 


(145. 14) 


弹性散射总截面为 

2 t , rl + 4 akr ,(, E - E 0 ) 
=4ira +-j - j - 

k (,e-e 0 ) 2 + ^-r 2 


(145. 15) 


4 ira 2 这一项可以称为势散射 截面. 我们看到共振区内存在着势散射和共振 
散射的干涉.只有在该能级的邻近 (£ - E 0 ~ r ) 才能略去振幅 a (记得 laA I « 1 ) ,此 
时的慢中子弹性散射截面公式变成 

rl 

O '. =7 T - i ~ 

k (e-ej 1 + -^r 2 

弹性和非弹性散射的总截面为 


H V 2 1 , 

k (£-M + 士厂 

当势散射可忽略时，截面 a . o %。 可表成以下 形式： 

厂《 厂,。 

O '. =< T , - j ：' a '- = a ' ~ f - 

cr , 是所有共振过程的截面之和，可以看作是复合核的形成截面.各种弹性和非 
弹性过程的截面，等于 A 乘以复合核衰变为该道的相对概率，后者是能级总宽 
度和相应分宽度的 比值. 截面的这种表述方式，完全是由于散射振幅分子中的系 
数似。 6 能够进行因式分解的结果，它相当于这样的物理图像，该碰撞过程可分两 
步实现 :先形 成处于某一准离散态中的复合核，然后通过某—个道衰 变①. 

正如§ 134中早已提到的，此处所讨论公式的适用范围只受到一个条件的 
限制，即差值丨必须小于该复合核两个（具有相同的角动量值）相邻准离 
散能级的间距认我们还提到过，如果£ =0值位于共振区内，上述这些公式不允 


(145. 16) 


(145. 17) 


①所有以上的计算都是以 a+AT = 6 + V ® 的反应为*础的，从两个初始粒子（人射粒子 和核） 出发 
变成两个粒子.但从所得结果的物理本质》了以看出.这样的假定并不是必霱的 . （ 145 . U ) 那样的积分截面 
式对原子核屮逸出多个粒子的反应讲来也是成立的. 
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许过渡到 E —0 的极限_在这种情形下公式应作修改，即把能量 £ 。改成某个有 
关的常数 e 。， 把弹性宽度厂 • 改成 y , 非弹性宽度厂，仍应看作常数 （ H . A . 

Bethe , G . Placzek , 1937) ① •这些 修改使得当 E —0 时，非弹性截面 （145. 12) 按 

1/#增长，与慢粒子非弹性散射的普遍理论相一致 （ § M 3). 

当考虑相碰粒子的自旋以后，公式一般讲来非常复杂•我们只考虑敁简单的 
但是比较重要的慢中子散射情形，参与散射的只有/ =0 的轨道角动量.复合核 

的自旋由靶核的自旋 i 和中子的自旋 s ^■相加而得，它可取） = 两个值 

(我们假定1_#0,否则公式不需改 变）. 复合核的每个准离散能级和一个确定的/ 
值相联系，因此反应截面等于 （ M 5_ 12) 式（取/=0)乘以概率 g ( ; ) , g ( ; _) 就是当 
有一个共振能级存在时原子核加中子这个系统具有必要的）值的 概率. 

我们假定中子和靶核的自旋取向都是完全任意的，对 f 和 s 这一对自旋讲 
来，共有 （2 i + l )(2 s + l ) =2(2 i + 1 ) 种可能的取向.其中有2>+1种取向对应于 
给定的总角动景值 y , 假定所有的空间取向都是等概率的，我们求得具有给定 ； 
值的概率为 

"、 2/ +1 

g(j)= T(2i + iy ( 14518 ) 

弹性散射的截面公式也应作同样的修改，但应记得势散射中这两个值全 
都存在，因此 （145. 15) 式的第二项中应该包含—个 g(y) 因子 (y _ 为该共振能级的 
总角动鼋> , 4 iTa 2 这一项应改为求 和式： 

2 «-(»4 1 r [ a w, ] J . 

j 

共振反应通过复合核的形成阶段（处于某 一准定 态中） 这一事 实，导致有 
关反应产物角分布问题的某些一般性结论，每个准定态（除了其它特性 以外） 
具有一定的 宇称. 因而这个复合核蜕变后形成的6 + K 粒子系统也有同样的宇 
称. 这意味着该系统的波函数及其反应振幅当坐标系反演后只是乘上了一个 
±1 因子； 振幅的平方即截面因而保持 不变. 坐标系的反演对确定散射方向的 
极角和方位角讲来意味着作变换 TT + 在系统的质心系中）•反 
应产物的角分布因而对这个变换保持不变，特别是，当我们对参与反应的所有 
粒子的自旋取向平均以后，截面只和散射角0有关，对这个角而言的角分布必 
然对称于变换於 —TT -0, 也就是角分布（在质心系中）对称于粒子碰撞方向的垂 


①*注意的是，对于小能蟥悄形下 ej 能发生的 那苎非 弹性过程讲来 （例如 辐射俘 = 0 值不足 
一个阈值.当能 t 接近于该反应的《值时 （低于 《姐该反应不会发 生）， 分宽度厂, •应作 /•，所作的那种 
»改. 
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直平面 ®. 

鉴于复合核具有大量密集的能级，截面随能量的具体变化对许多散射过程 
说来极为复杂，这种复杂性造成了一个困难，使我们难于发现从一个核到另一个 
核时截面性质的任何系统性变化.因此我们就有理由去研究抛开共振结构细节 
的那种截面行为，也就是对远大于能级间距的能量间隔进行平均以后的截面行 
为.这样的处理也不必区分不同类型的非弹性 过程. 只把散射分为“弹性”和“非 
弹性”部分（其含义见后）®. 

为了说明平均过程的含义，我们仍略去与自旋有关的复杂性，来考虑〖=0 
的分波截面. 

按照 （142.7) 式， 


< r , =^-IS - 1 I 2 , (T, = 1 - ISI 2 ) , 

0-,十 (1 - ReS ) 


(145. 19) 


弹性和非弹性截面以及由此而得的总截面通过同一个董 S (为简洁计省略了指 
标 （0)) 表达 出来. 对能量间隔求平均时，与 S 成线性关系的总截面可以通过 S 
的平均值表成 


^,=^-2(1 - ReS ), (145.20) 

l/k 1 因子变化缓慢，不受平均的影响，平均以后的“弹性”截面被定义成为 



(145.21) 


它一般地不等于平均值，换句话说，这样的弹性散射是先对出射波 s / v ； •中 
的振幅平均以后再来定义的，采用这个定义，—个波包的弹性散射保持它的形状 
不变.我们可以说， （145. 21) 式的截面与散射的“相干”部分有关•这就意味着， 
通过形成复合核而发生的那一部分弹性散射被排除在外：当—长寿命的复合核 
已经形成随后又衰变时，人射波包的特征当然全都 丧失. 这个平均化模型中的 

“非弹 性”散 射现在自然是由差值来定义，即 

=^-(1 - ISI 2 ). (145.22) 

因此其中不但包括各种非弹性过程，也还包括形成中间复合核而发生的那一部 


① 对于无自旋粒子，激分反应截而简单地正比于 [ P /( cc «0)] 2 , 这种对称性很明显. 

② 以下的平均方法（进 谀到所 谓核敗射的光学横型）是由 V . F . Wci ^ kopf . C . E . Porter •和 H . Fcsh - 
bach (1954) 提出的. 
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分弹性散射. 

很易看出，这种解释给出了极限情形的正确处理，因而可以进行合理的 
内插. 

在低能范围内，共振之间分得很开（厂<<0),每个能级附近的 S 值由下式 
给出： 



平均后得 

5 =广 ( 1 -孕） (145.23) 

其中广和 D 是对所考虑能1范围内所有的能级平均以后所得的弹性宽度和平 
均能级间距，缓变函数 S w (£) 在这个平均中可看作一个 常数. 从而得 



式中已略去~厂/0的小 项①. 此式实际上和截面 （145. 口）的平均值一致，如前 
所述，它对应于合核的形成. 

随着复合核激发能 M 的增大，能级间距减小，衰变概率（以及能级的总宽 
度）增大，以致能级开始交叠（此时准离散能级这一概念本身也在很大程度上失 
去它的意 义）. 函数 S (£) 的不规则性就逐渐平滑下去，使得精确函数和平均函 
数的差别逐渐变小，截面式 （145. 22) 就和 （145. 19) 式给出的 < r , 相同. 这一点与 
下列事实一致，高能时复合核通过输人道而衰变与该能坫下可能发生的各种衰 
变方式比较起来是不重 要的. 因此在这个能量范围内，所有参与形成复合核的过 
程都可以看作是非弹性的. 

由此可见,平均模型中的散射还是能用一个量^来确定，现在^是能量的光 
滑函数.在光学模型中，为了算出这个函数，原子核的散射特性用一个具有复势 
的力场来近似.该势的虚部使其结果除弹性散射外还有粒子的吸收，这种吸收相 
当于平均模型中的“非弹性”散射，其截面由 （145. 22) 式给出 ■ 

§146反应中的末态相互作用 

反应结果所产生的粒子之间的相互作用，可以对它们的能暈分布和角分布 
产生重要的影响.而这种效应，当相互作用粒子的相对速度很小时自然特别明 


①山于 k •它能级的存在而在一个能级的范 ra 内所产生的那些项 . Wtt 冇同样的数 t 级. 
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显•例如在伴有两个或更多个核子辐射的核反应中，就存在着这种现象，在这里 
效应来自自由核子之间的核力作用①. 

设/ » u 为逸出核子对的质心动 M , p 为它们的相对动 fi . 我们假定 p « p 。， 因 
而相对动能 E =p 2 /m(m 为核子质量）远小于质心动能= pl/4m. 我们还假定 
£ o 远大于双核子系统的（真的或虚的） 能级& 这就是说，仅假定核子间的相对 
运动是“悛”的，而核子本身的运动都是“快”的. 

反应概率是和处于“反应带”内的生成粒子的波函数模_平方成正比的，这 
个“带”内的粒子间距具有核力力程 a 的数量级（见§ 134中对于初始粒子的类 
似讨论）.在目前愔形下，我们的目的只是求出反应概率和一对核子的相对运动 
特性之间的关系.因此只需考虑相对运动波函数 t ( r ) 就足够了，生成—对相对 
动 M 在 d 3 P 区间内的核子的概率为 

dw, =常数 x I 於 ,（ a ) | 2 d.V, (146.1) 

§ 136中曾经指出过，为了求出一个系统通过散射进人具有确定运动方向 
的状态的概率，我们应该采用（在无穷远处）只含人射波和一个平面波的末态波 
函 < … 作为波函数，这些函数应按动量的5函数归一化函数也可从 
函数直接得到（取复共轭并改变/»的符号），(在无穷远处）含有出射球面波 
与两粒子的相互散射相当.代人 （146. 丨）时两者的差别并不重要，即 （146. 丨）中 
的 > K 可以取作<♦>，于是问题就化为早已讨论过的慢粒子共振散射. 

函数在区域内的具体形状尽管是不知道的，为了求出概率和能敏£ 
的关系，我们只需考虑 rSl/A >> a 距离处的这个函数（式中的 it 已假定 

A ： «<<1), 然后把它延伸到距离 r ~ a 处就足够 了②. 的主要贡献来自球面波 
(含有 1/ r 因子），这个波等于一组/值不同的分波，它们的振幅就是相应的散射 
振幅.由于低能时/乓0的散射振幅比较小，求 |«^( a ) | 2 时只需考虑 s 波.因此 
根据 （133. 7) 式有 

( i462 ) 

其中而 e 为双核子系统的束缚（或 虚） 态能量③.上式代人 
(146.1) 得 

dw , =常数 x 士 d ^ . (146. 3) 

t + \ e \ 


① 下述结果先由 A.B.Mi(5<| a l(I950> 得到.后由 K. M.Wat» on < 1952) 拽立地得到. 

② 这样做是允许的•因为在 r«l/i 的 K 域内. 确定心 的薛定》方 ff 中可以略 i •能 * &因此这个 
区域内 ((《, 和 E 的关系完全决定于它和 r- 1/4 区域内 函败的••衔接••条件. 

③ 这里所指的珐自旋乎行或反平行的 np 系统，或者足自旋反平行的 nn 系统.至于 pp 系统，由于库 
仑斥力而使悄况 S 杂化，此时嬰用 S 138中给出的理沦来处理. 
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可见动量的方向分布（在双核子系统的质心系中）是各向同性的.相对运动 
的能量分布由下式 给出： 

=常数 x ( 146. 4) 

+ I ^ I 

我们看到，核子间的相互作用使得能最分布在低能区的 Id 处出现一个极 
大值① 

实验室坐标系中，小的0角（两粒子动景的夹角）对应于小的相对动量值 
( p « Po )- 因此£分布中存在着极大值，对应于实验室坐标系中核子逸出方向 
间的角关联在小的0值时出现增长的概率. 

设和是实验室坐标系中两个核子的动量，则有 

Po =P\ + P” P = y(^ 2 ~P t ) 

(两个相同粒子的折合质量为以上两式矢乘后得 /»。 xp = P| xp 2 ，故当 
P «/>。时有 

p 0 p 丄 =p l p 2 s' n 卜 1 

或 0= 4 Pi / p 9 , 其中是矢童 p 相对于方向而言的横向分量是/»,和 p 2 方 
向间所夹的小角•把 （146.3) 改写成以下 形式： 

牦 = 常数 

( p \ + P//)~ + 

并对/ V /积分，即得对0角而言的概率分布.由于积分收敛很快，积分限可延伸到 
从 -» 到+00 ,最后结果为 

如， =常数 (146.5) 

/» T +4l e l/£ 0 

立体角元 do = 2 ir 0 d 0 的角分布在0 ~ ■ v / lel /£。 处有一极大值. 

§147反应阈附近的截面行为 

如果反应产物的内能之和超过了初始粒子的内能之和，这个反应就有一个 
阈： 仅当碰掩粒子的动能（在质心系中 ）£ :超过某个一定的“阈”值时，这个反 


①严格讲来 ，（ M 6.3><1 4 6. 4 ) 式中的常系败也蚵能依轅于£■(通过整个反应产物系统的其余郎分 
的波 函数〉 .但是这样的依輳关系是很 弱的： 这个系败作为£的函数，只有在该反应中核子对所能 A 有的 
整 个能*范 圃内（ -£ 0 >才会冇 S * 的变化，因此对£«£ 0 区间内的分布讲来，这种依赣关系与 （146.4) 
式所示的强烈关系相比 SJ 以略去不计. 
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应才有可能发生.我们来考察阈值附近的反应截面依赖于能虽的特点.我们假定 
反应产物只有两个粒子 M + B =/ T + ff ' 型）. 

在阈的附近，生成粒子的相对速度很小，这种反应与碰撞粒子速度很低的 
反应正好相反.截面和的关系因此很易通过 （144. 13) 式的细致平衡原理以及 
反应的已知能量关系求出，而 •/是 该式中输人道的速度 （§143) .在很大一类反 
应中, <4' 和粒子间不存在库仑作用（例如产生一个慢中子的核反应），因而求 
得的反应截面与成正比①，即 

a r - v ' (147.1) 

同理我们求得截面和碰撞粒子能量的下列关系 ：速度 从而还有反应截面 o ■，与 
差值的平方根成正比 

a , =A ^ E - E m (147.2) 

不同道的散射振幅间由么正条件联系.因此打开一个新道也使其它过程的 
截面包括弹性散射截面在内的能量关系式中出现某些奇点 （ E . P . Wigner , 1948； 
A . H . Ba 3 b ,1957； G . Breil , 1957 ) .为了阐明这种现象的由来及性质，我们考虑一 
个简单情形，此时低于反应阈的只有弹性散射. 

在阈值附近，所产生的和广粒子处于轨道角动最/=0的态中[对应于 
(147. 2) 式].如果反应中的粒子无自旋，轨道角动最守恒，4 + B 粒子系统也处 
于 S 态中.按照 （142.7) ,1=0 的反应分截面与弹性散射的 S 矩阵元的关系为 

o ■广 = f(l - IS 。! 2 )， (147.3) 

式中4是碰撞粒子的 波数. 令（147_2)和 （147.3) 相等，我们求出正好在反应阈 
以上的精确到数量级的模量 IS 。！， 它等于 

IS 0 I =1 -^4 (£>£„), (147.4) 

式中是粒子 <4和的折合质量，阈值以下只有弹性散射，故 
IS 0 I =1 , ( E < E m ). (147.5) 

但是散射振幅从而 S 。 应该是整个能敏变化区域内的解析函数，这样的函数[在 
阈值以上取值为 （147. 4), 在阈值以下取值为 （147. 5)]，可同样精确地由下式 
表出 

S 0 = e 2i4o (l -^A / E ^ E；y (147.6) 

式中的5。是常数,£<£„时上式的根号变成虚数，方括号内表式的模贵和1只 


①这个结采相当于5 144未导出的心 —0 时振幅的常数极限.截面式 （144.4) 正比于卜. 
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差一个更高级的小量. 

对于所有的/尹0,不存在非弹性散射，所以 

S _= e 2 '( MO ). (147.7) 

在阈值附近，相位5,应取它在£ = £ )( 处的值.① 

把所得的 S _ 值代入 （ M 2. 2) ,即得反应阈附近散射振幅的以下 表式： 

f{e,E) =f m (0) -~A - E m e Jii0 , (147.8) 

其中/«(0)是 £ = 时的散射振幅.因此散射微分截面为 

= \/ m (.e)\ 2 -^A /E^Re\f m (,0)e- 2 ^\,E<E m , 


把振幅/«写成 l /„ le i ° , » , ，敁 后可把结果写成下列形式 


盖=1/«⑷ 1 2 -^1/_(0)丨 


sin(25 0 -a) ,E >E m , 
cos(25 0 - a) ,E < E m , 


(147.9) 

这个公式中截面和能量的关系，根据角度 2 S d - a 在第一，第二，第三和第四 
象限内而分别具有图 50 a , b , c , d 的 形式. 每种情形下都有两个分支位于公共的 
垂直切线的两边. 


W 




A 


⑷ 


Y 


( C ) 



图 50 

(147. 9) 对 do 积分时，第二项的积分贡献只能来自/_(0)的各向同性部分, 


①由于屯 （ E ) 在和时都是实函数，它珂按 £-£_ 的整数幕展开成级数. 
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即弹性散射的 S 分波振幅 （e 2l4 ° - l )/2 ik m . 从而得阈值附近的弹性散射总截面 

,_ rsin 2 5 0 , £>£_,■) 

< r = a m -2 A ^\ E - E m \ x 帽 I (147.10) 

I sin S 0 cos S 0 ,E < E m . \ 

对于正的和负的 sin 5 0 cos S D , 上式分别具有图 50 中 （ a ) 或 （ b ) 的形状. 

由此可知，反应阈的存在使得弹性散射截面对能量的依赖关系中出现一个 
特征奇点.如果粒子具有自旋，公式当然会有定 M 方面的差别，但是这种效应的 
—般特性仍然不变 ® ，如果阈值以下除了弹性散射外还有别的反应，那么在该反 
应的截面中也将出现相应的奇点.这些截面都在£ = £„处具有一个奇点，并在 
E = E m 附近是的线性函数，这个函数在阈值上下具有不同的斜率. 

在辐射出一个带正电荷的粒子的核反应中，我们碰到了反应产物（粒子 /T 
和 AT) 间具有库仑斥力的情形.在这种情形下，当 t/—0( 即 E -* E m ) 时，反应截面 
以及这个截面对能最的所有微商都指数式地趋于零，并在其它过程的截面中没 
有奇点. 

最后，我们来考虑生成两个电荷相异的慢粒子的反应，因而粒子间具有库仑 
引力.这种反应的截面通过细致平衡原理与两个相吸慢粒子反应的截面式 
(143.6) 相联系.因此当时，该截面趋向常数极 限值： 

0,0", = 常数. （147.11) 

亦即通过阈值时反应截面突然具有某一有限值. 

现在来阐明这种反应的弹性散射截面在阈值附近的奇点性质 （A. M. Ba 3b , 
1959) ，但它不可能像不带电粒子那样根据阈值以上的已知规律 （147. 丨丨 ） 用前 
面的简单办法直接地求得.与后一种情况相比较，现在的情况由于下列事实而复 
杂 化了： /T+/T 系统在近阈区（£</^)具有束缚态，它们对应于库仑引力场中的 
离散能级，从能最角度看来，这些态可以在粒子和 fi 的碰掩中形成，但由于弹 
性散射的可能性，它们只能是准定态，然而，它们的存在必然会在阈值以下的弹 
性散射中引起与布赖特-维格纳共振相类似的共振效应. 

为了解决上述问题，我们来研究描述碰撞过程的波函数的结构.与两道的存 
在相一致，相互作用粒子系统的薛定谔方程具有在整个位形空间内为有限的两 
个独立解，令 A 和也 代表这两个任意选定和任意归一化的解•我们可以把这两 
个函数线性组合起來用以描述其中一道为输人道情形时的散射，令《和6分别 
代表粒子对为和的两个道， 并令少 =«>, +« 2 t 对应于输人道 a 的 
情形，它描述粒子/I和 B 的弹性散射以及反应4 f+fi'. 在反应阈附近，系 
数 a , 和《 2 显著地依赖于小动 ffl 而任选的函数 么和 t 在 k t =0 处没有 

①旋不等于零时，》态中的4’+ 8•系统可以具有不等于零的总角动 fit,W 而4+ fl 系统珂以具有 
不同的轨道态. 
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奇点. 

在远距离处，函数必须表为两项之和，它们对应于《和&道中粒子对的运 
动.这两项都等于粒子的“内部”函数及其相对运动波函数的乘积①，后一种函数 
在^道中呈/?/ - s aa R ： 形式，在6道中呈 - Sdf 形式，其中和 / r 是相应道 
的出射和人射波，在远大于短程力的作用距离同时远小于 l / h 的距离 r 。 处，这 
些函数（及其导数）应该和“反应带”内的波函数算出的数值衔接 起来. 衔接条 
件如下式所示 

a ,«, +a 2 a 2 = ( ft ； -S ： R: )1, 。， a,b, +a 2 b } = -S at R b ' l, o , 
a,a\ +a 2 a' 2 = (/?； -S„R: ) f I, o , o^b’, +a 2 b\ = -S o6 ft: ’l r 。， 

式中的七…^^^“^…是从函数也和化算出的量.按照上面的讨论，在近阈 
处它们可看作是一些和&无关的 常数. 把以上两对方程相除，我们得到具有两 
个未知数 （ a ,/ a 2 和 S „) 的两个线性 方程. 这两个方程的系数中只包含一个“临 
界地”依赖于 h 的敏，即6道中出射波的对数导数.我们把这个最定义成 



我们没有必要求出这些方程的具体解答，只要注意到我们所需 的量乂 。（确定弹 
性散射 振幅〉 是 A 的分式线性函数就足 够了. 阈值以下的 A 是实数，因为波函数 
R ： 是实函数.它是无穷远处具有实条件（按 e -* r 衰减，其中 h = 
^2 m t ( E m - £)/# i ) 的实薛定谔方程之解.阈值以下一定有 IS„I =1,由此可见， 
这个分式线性函数 S „( A )— 定具有以下 形式： 

'•=浩' (147 . 12) 

式中 rj 是一个实常数，办是一个复 常数. 

现在来求作为动量的函数的 A 值.由于粒子 <4和之间作用着库仑引 
力， rR : 为无穷远处渐近地正比于 e iV 的库仑波 函数. 在库仑斥力场中，这个函 
数由 C 9 + if 。 给出， G 。 和 f 。 见 （138. 4) 和 （138. 7) •把式中的 A 和 r 同时变号，就 
变成了引力场情形®.进行这种变换并算出对数导数（见§ 138) ，我们有③ 

a =YT7^~^{ ln • 卜 ( 亡 ) +<A ( _ 亡 ) 1 ， (,4713) 


① 规汴 （147. 11) 不但对总截面成立，而且对各种/的分 波截面 也成立，参考§ 143末尾.下而讨论 
的奇点因而也为所有的分波 截而所具有它 的性质完全珂从下面给出的对 /=0 悄形的处理中明®•看出. 
为简洁计，相应的分波振幅中的指标0将祚略掉. 

② 下面采用库仑吶位入和 r 的变号在形式上相当于库仑制长度卑位的变号 • 

③ 为了简化以后的公式，我们在大括号表达式中略去了与 h 无关的实常数 _ ln 2 r 0 -2 C ; 这相当于 
不太重嫂地歌新定义 （147. 12) 式中的复最々和实 貴巧. 
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式中已假定为实 M , 所以这个式子是属于阈值以上的区域的.当时， 
(147. 13) 中的第一项趋于 i, 第二项趋于零（见§ 138第4个附注），因此阈值以 


上有 


A =i, ( E > E m ). (147.14) 

把改成 i/c 后，就过渡到阈值以下的区域，当 k —0 时由 （147. 13) 式得① 

A = -cot(ir/K t ), ( E < E m ) (147.15) 

这些公式解决了所考虑的问题_弹性散射截面为 
o', =ir*: 2 IS„ -1I J . 


阈值以 上有: 


S ^ l ^^, {E>Em) . 047.16) 

和反应截面一样，散射截面在这个区域内是 常数. 条件 IS„I <1意味着 Im 芦 >0. 


阈值以下有 


s = j in P ~^( TT / K b ) 

P ' - tan( it / k 4 ) 


(147. 17) 


这个表式具有无穷多个共振，其密度向着 £ = 点增长，这些共振能量等于下 


式 的根： 

5„ = - 1，即 Re e J ""(/3 - tan( tt / k 4 ) ] =0； 
由于短程力的存在，这些能级相对于纯库仑能 0c 

级（它们是 tan(^/K 4 ) =0的根）而言略有移 
动.当能最£趋近于阈值时，弹性散射截面在 
零和之间振荡，如图51 所示. 出现共振 
结构的整个阈下区的宽度，由第一库仑能级的 
能最值所确定 ®. 



图51 


① （147. 13) 中的第一项给出 +-|- i .(147. 13> 的大括号内的部分尥于+ ircoHw /*,) 

+ 其中应用了公式 _*> = (它 SI 从熟知公式厂(*>厂（ -*) = - ir/«in -nx 的对 

数导败求出）和时的极限表式 

屮 （*) _ In * - 1/2*. 

② 近《反应的 另一个有* 悄形坫原子被一个电子所电典•该电子的能》只虻略大于该® 子的® - 
个电离能.这些条件 T 的碰摊过程 " f 以_符作足准经典的.但由于末态中存在符三个带电粒子血'使问 ** 极 
大地复杂化了 •这个 难《的费遍解由 G. H. Wannier( Phy»ic«l Review 90,817, 1953) 给出.我们发现，一个中 

件职子的电离 概中 正比于 其中 a = -~y9l/3 - 1 =1. I3.K-/ 是电子的超过电离阈值的能 
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§148快电子和原子的非弹性碰撞 

快电子和原子间的非弹性碰撞，可用§ 139中对弹性碰撞的同样方式，用玻 
恩近似加以研究①•玻恩近似的适用条件仍和以前一样，人射电子的速度必须远 
大于原子中电子的速度，碰撞中的能暈损失可以是任意值，如果电子失去了它的 
相当大一部分能量，原子被电离，这些能量被转移到其中的一个电子身上.可是， 
我们总可以把碰揎后具有较大速度的那个电子看作散射电子，这样，如果人射电 
子速度很大，则散射电子的速度也很大. 

正如早已指出的，在一个电子和一个原子的碰撞中，质心静止的坐标系可以 
认为与原子静止的坐标系一致，而后一坐标系正是下面实际上要采用的. 

非弹性碰撞伴有原子的内态变化•该原子可能从基态跳到某一个离散谱或 
连续谱的激发态，后一种情形意味着原子的电离.推导一般公式时，我们可以把 
这两种情形合在一起考虑. 

我们先从连续谱状态之间跃迁概率的一般公式出发（和§ 126中一样），把 
它应用到具有人射电子和原子的系统.令；>.〆为人射电子在碰撞前后的动量， 
H 为原子的相应能量，至于跃迁概率 ，（126. 9) 式换成 

= 2 fHnyw\o, P ) + (M8 " 

式中的矩阵元是人射电子和原子间以下相互作用能的矩 阵元： 



式中 | ■是人射电子的径矢, r。 是原子中电子的径矢，原点位于原子核处，是电 
子质量. 

电子波函数由以前的 （ 126. 10)(126. 1丨）式确定，此时 dw 就是碰撞 
截面 do". 我们把初态和末态原子波函数记作於。和 A. 如果原子的末态厲于离 
散谱，则和必。一样）按通常方式归 一化. 反之，如果原子进人连续谱的一个 
态，波函数应按确定该态的参量〃的5函数归一化（例如，这些参贵可以是原子 
的能量，以及电离时离开原子的那个电子的动最的各分量），由此求出的截面给 
出了原子碰撞到参最值介于*/和 P + dp 区间内的连续谱态时的概率. 

(148. 1) 对绝对值，积分后得 

d < T .= j ^\( np '\ U \0 p )\ 2 do ', 

4 tt n 

式中的〆由能量守恒律 确定： 


① §148 —J 150中大部分结*是由 H . A . B « h e ( l 930> 得到的. 
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2~(/> 2 ~ p ' 2 ) = E a - E 0 . (148.2) 

把 （126. 10),(126. 11) 式的电子波函数代人矩阵元中，得 

d<r » = 4 : 2 J w *. ’少: i / fodrd do , (148. 3 ) ① 

式中 d T = dV t dV ,- dV z 是原子中 z 个电子的位形空间的体积元，我们略去了 （lo 
上的 撇号. 当 n =0 和 /)= ，时， （ M 8.3) 变成弹性散射截面公式 • 

由于函数 (/« •与 < A 。 正交， " 中的原子核作用项 Ze 2 /; •对 T 积分后等于零，因 
此对非弹性碰掩有 

do . (148.4) 

对 V 的积分可按§ 139 迸行. 而积分 

^ (rJ = /i7^7F dK 

在形式上等同于密度分布为 p =5( r -') 的空间电荷在 r 点处的势的傅里叶分 
量，因此 （139. 丨）式给出 

=^ e *' ,r -. (148.5) 

将此式代入 （148.4) ，最后得到以下非弹性碰撞截面的一般 表式： 

d<r - =(^) ^|<«| 2 e -^^ lofdo , (148.6) 

式中的矩阵元是对原子波函数而言的，我们引进了波矢量 k ' = p '/ h,k 代 

替了动量.这个公式给出了电子被散射到立体角元 do 内而原子跃迁到第 n 个激 
发态时的碰撺 概率. 矢景-的是电子在碰揀中给予原子的动量. 

为计算方便计，最好把截面中的立体角元改成矢鼇 9 的绝对值的元 d 9 .矢 
量令是由《=灸'-灸定义的，其绝对值为 

q = k 2 + k' 2 - 2hk'cos d . (148.7) 

因此，给定了 A , A :', 亦即给定了电子的能量损失后，有 

qAq = kk'sin !? dt ? = — do , (148.8) 

从而 （148. 6) 式可写成 

<i<r * = 87 r (l ； ) 2 ^i< n i S e ' i,, -i°>r- 。 48 . 9 ) 

①这个公式是微扰论的一般结果•不但适用于电子和职子的碰掩•也适用于两个粒子的任何非押 
性碰揀 .确定了质心为舴止的坐标系中的敗射裁面足这两个粒子的折合质 jt >. 
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矢童？在以下的计算中起着重要的作用.让我们较详细地考察一下它和散射 
角*?以及碰撞中的能 a 转移-£。的关系，下面将看到，最電要的碰撞是散射角 

很小 （ I ? «丨 ） ， 能量转移远小于人射电子能 M £ = \ mv 2 的碰撞： - £。《 及这 

种情形下 A - 的值也很小 （A - A ' << A ) ,而且 

E ,- E 0 =^-( A 2 - k ,2 )^— k ( k - k ') = hv ( k - k '). 

Zm m 

由于 t ? 很小，从 （148. 7) 式得 

q 2 ^( k - k ') 2 + ( kd )\ 

最后有 

q= J(^ir\ + (h ^ 2 - 

q 的极小值为 

E n ~ E 0 
<7 "' n ' hv ' 

在小角度范围内，我们还可以进一步划分成不同的区域，这取决于小量 t ? 
和〃。 /«之间的关系，此处叫具有原子中电子速度的数最级.如果我们考虑的能 
最转移具有原子中电子能量〜的数量级 （£, - 则当（化々） 2 

«1 时有 

q = = ( rnv / h )^-, (148.12) 

(148. 10) 式根号中的第一项与第二项相比可以略去.在这个角度范围内，<7因而 
和能堡转移 无关. 当！？ <<丨时，</既可以大于也可以小于 l /« D ( a „ 具有原子线度 
的数最级）.在对能鼋转移作出同样的假定下，我们有 

汐 ~ u 0 / i ; 时，糾 0 ~ 1. (148.13) 

现在把一般公式 （148. 9) 应用于小的 7 ( 7 «。《 I ，即 « v 0 / v ). 这种情形下 
可把指数因子展成？的幂 级数： 

e 圓 1 _ j 穿 . 广 。 = 1 - iq X<i , 

我们选择了 * 轴沿矢量？的坐标系.上式代人 （148. 9) 时，由于波函数也和 
的正交性，含1之项等于零，我们就得 

da . = 8 ir |—1(/11^10) I 2 = |I ( nld , 10) l : (148.14) 

式中太 = e Z 是原子的偶极矩分量，我们看到，截面（对小的 《/) 是由与原子 


(148. 10) 


(148. 11) 
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的状态变化相对应的那个偶极矩跃迁矩阵元的模量平方给出的.① 

但有可能出现这样的情况，由于选择定则，对所考虑的跃迁讲来偶极矩矩阵 
元都等于零（禁戒跃迁），这时〜还需展至下一项，我们得 

d«T„ =27 t|-^| I〈n I ( T < ) |o 〉 (148.15) 

现在来考虑很大>>丨）的相反极端 情形. 如果 <7很大，这意味着原子 
接受的动量远大于原子中电子原有的内 樂动量 .从物理上考虑这是很明显 的：在 
这种情形下，我们可以把原子中电子看作是自由的，而和原子的碰撞可以看作是 
入射电子与原子中原为静止的电子的弹性碰撞•这一点也可从普遍公式 
(148. 9) 看出来，当 7 很大时，矩阵元中的被积式含有急剧振荡因子如果 
么中不含类似的因子，这个积分差不多等 于零. 这样的 A 函数对应于一个电离 
原子，辐射出一个动 ft 为- 〆 的电子，这个动量相当于两个自由电子碰 
撞时由动量守恒律所给出的动量. 

具有大动 t 转移的碰撞中，人射电子和原子电子有可能获得差不多大小的 
末速度.与相碰粒子的全同性有关的交换作用开始变得重要起来，尽管普遍公式 
(148. 9) 中并没有计及这一点.有交换的快电子散射截面由 （137. 9) 式给出，这 
个公式采用的是碰撞前一个电子为静止的坐标系.对快电子讲来 ，（137. 9) 式最 
后一项中的余弦函数可以取作 1. 乘以原子中的电子数 Z 以后，即得一个电子和 
一个原子碰攛的以下截 面式： 

d(r=4z(-^-7] [-rTT + — TT - . j } ~ r^l cos 况 o, (148.16) 

\mv ) L sin v cos a sin trcos 17 J 

为方便计，此式中的散射角最好用碰撞后电子具有的能量来表达.我们知 
道，能最为 E = Y mv 7 的粒子和同质最的静止粒子相碰后，所得的粒子能量分 


e = £ sin 2 i ? ， E - e = Ecos 2 
为了求出有关扣区间的截面，我们按关系式 

sin ddo = 2 *rrsin iJcos i ? di ? = ( 1 [/ E)Ae y 
把 do 化成 cU . 代入 （ M 8. 16) 即得最后表式 


duzO ^TTy] f • 


(148. 17) 


①物押 I •.通常感兴趣的截而是对末态职子角动 1 的所有空间取向求和并对初态角动敏的所 
行空间取向求 +均以 后的鉞面.经过这样的求和及求平均以后. 

I < nlrf . l 0) l 2 


和 .X 轴的方向无关. 
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如果能 M f 和£ 中有一个远小于另一个,上式三项中只有一项（第一或第二 
项）是重要的.这是可以预料的，因为当两个电子的能積相差很大时，交换作用 
不再東要，它应回到熟知的卢瑟福公式①. 

微分截面对所有角度积分（或对 9 积分）后给出把原子激发到给定态的总 
截面 o -„- 与人射电子速度的关系，是和偶极矩的相应跃迁矩阵元是否存在具 
有密切的 关系. 我们先假定这个矩阵元不等 于零. 于是当 9 小时， di 由 
(•48. M ) 式给出，而且我们看到，当 9 减小时对 9 的积分是对数发散的.另一方 
面，在大9的区域内，当9增大时截面（对一给定的能 t 转移匕指数式地 
减小，这是因为 （ M 8. 9) 矩阵元的被积函数中存在着一个（早已指 出的） 剧烈振 
荡因子.由此可见，对7积分时？值小的区域起着主要作用.我们可把积分范围 
限制在从 （148. 11) 式的极小值开始到数量级为 l/a 0 的某个值为止 • 

结果得 

a, =8lT (^) “" W * 10 〉 | iln (々《 $)， ( 148. 18) 

其中氏是一个量纲为 1 的常数，我们不可能算出它的一般形式② • 

另一方面，如果偶极矩矩阵元对于所考虑的跃迁讲来等于零，那么对 7 的积 
分无论对小的 <7( 可从 （148. 15) 式看出）以及对大的 9 都是很快地收敛的.积分 
的域重 要区域为？~1/<1。.这时不可能得到普遍的定量公式，我们只能推出这样 
的结论将和速度的平方成 反比： 

o '. =-^. (148.19) 

v 

这可从普遍公式 （ M 8.9) 直接看到，按该式当 9 ~ l / a 。 时 dtr n 将和1/«; 2 成正比. 

我们来求散射到某一给定立体角元而不管原子进人哪个态的非弹性散射截 
面 d < r ,， 为此,需要把 （ M 8.9) 式对所有 n ^ O 的态求和，也就是对基态以外的所 
有原子态（包括离散谱和连续谱）求和■我们不去考虑大角度区间和小角度区 
间，而假定（〜八”《|?«1,于是按（1 4 8. 12), 9 和能量转移值无关③. 

后一种情况使我们很易算出非弹性碰掩的总截面，亦即求和式 

① 对于正电子和原子的碰撞不存在交换效应.卢瑟播公式 

, TtZe 4 

d 〜 = 了 7 

对所有的 g » l / a 0 成立 • 

② 我们假定了 E h - E q 具有原子中电子能鳅心的数 猜级. 对于史大的能 M 转移 （£ n -A ^ E » s 0 ) % 

(! 4 8. I 4> 和 （ M 8. 18) 仍不能适用•因为此时的偶极矩矩阵元变得很小，不能只取 9 的幂级数城式的第一项. 

③ （ M 8.9) 式的求和也对^ -仏》々的态进行，此时 （ M 8. 12) 式不再成立.但对具有大能置转 
移的跃迁来讲，有效鉞面比较小，这些项在求和式中并 不取要 •所加的条件办 《1 使我们可以不必考虑交 
换效应. 
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d., = Xd.„=8 1T (|l)*X l( n lXe—- 10)1^ = 

= (^) J 2： '<»' I e—.10)1^. 048.20) 

为此我们注意到，根据矩阵乘法规则，对任意一个量 / 有 

1 Z /o.(/.j * = i/o.(r)„o = (r )00 

" « n 

上式是对所有的《求和，包括 n =0. 因而 

S '/ o . |2 = Z l / oJ J - l / ool 2 =(#* ) oo - l / ool 2 - (148.21) 

«*»0 n 

把此式应用于/= $ •，我们有 

說 {〈 I ? 6 十〜 「〉-|〈？ e 十 , .〉「墙， （148 . 22) 

式中〈…〉代表对原子基态求平均（取00对角矩阵元）.根据定义，平均值 
< 〜〉 就是基态原子的原子形状因子 FU ). 大括号内的第一项可写成 

li e ^' r * r =z+ X ? 一 >， 

从而得一般公式 

= [K)'{Z-F 2 ( q ) + (148.23) 

\ mv / a — 4 1 / 

当9很小可按 <7的幕展开(《>。/|) « qa 0 « 1，相当于角度 （ t ; 〆 !；） 2 « j ? «v 0 /v) 

时，此式可大为 化简. 为方便计,我们不去展开 （148. 23) 式，而把 （148. 14) 式的 do *, 

重新对 n 求和.利用 / = d , 的 （ M 8.21) 式并记得〈<> =0,求和后得 

da ' = (^,) 〈<〉 笋 （ M 8.24) 

把上式和小角度弹性散射截面式 （139. 5) 比较一下是有意义的，后 者和办 
无关，散射到 do 立体角元内的非弹性截面 则随办 的减小而按 1/办 1 的规律 
增长. 

对于叫八《 I ? «丨 （ 因而</« 0 » 1 ) 范围内的 t ? 角， （148. 23 ) 大括号内的第 
二和第三项都很小，我们简单地有 

da ' =Z (^) ^ (148 25) 

也就是对 Z 个原子电子的卢瑟福散射（没有交换作用），我们记得，对于弹性散 
射有 （139.6) 式，它不是和 Z 而是和 Z 2 成正比. 

M 后，对角度积分后，我们得到对所有的角度以及对原子的任意激发而言的 
非弹性散射总截面 OV 和计算 （148. 18) 式的完全一样，可得 
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〜叫佘 ) 〈 0㈣) • 

习 题① 


(148.26) 


1. 求快电子被氢原子（处于基态）非弹性散射的角分布 （ iT 2 «^«1). 
解：对 氢原子而言， （ 148. 23) 大括号内的第三项等于零，而原子形状因子 
f ( 9 ) 已在§139例题中算出.把它代入得 


d ( T r = 


4 

7^ 





do . 


2-基态氬原子受电子碰撞而激发到第 n 个离散谱能级 U 是主量子數），求 
微分截面. 

解：最 好用物物坐标计算矩 阵元. 取 Z 轴沿矢量9的方向，此时 
= e i ,(< ' ,，/ J . 基态波函数呈 •/ «ooo 形式. 仅当跃迁到 m = 0 的态时矩 

阵元才不等于零.这种态的波函数为 


(n = n , + n 2 + 1). 所求的矩阵元由以下积分式 给出： 


(a.^Ole^-IOOO) = j , 

0 

这个积分可用數学附录§/中所引的公式加以 计算. 结 果得： 

l 〈 n , n2 0le … ’IOOO 〉 |2=2W j {二 _〜) 2 + (〆 ]， 

"i + n 2 =n - I 值相同的态都有相同的能量.在/ I 为给定的情形下，对所有可能 
的 n , - n 2 值求和，并把结果代入 （148.9) ,即得所求的 截面： 

2 n ir ^tn 2 - I | (㊇）” [(n - 1 ) 2 + ( gn) 2 ]. -3 d" 


do -. 


l''ir 7 f 

7 n L 


l[( n + i ) 2 + ( 9n ) J ]** 3 7 ' 

3. 试求氢原子第一激发态被激发的总截面. 

解 ：公式 

.? 8 tt dq 


da 2 


尚需对从 g min = ( E 2 - E,)/v = 3/8 t ; 到 


+ 2 +|) 

=2 r 的所有 9 值积分，只保留的最高 


①所冇 败部采 用原子单位. 
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次项. 经过初等积分后结果得① 

ai= b^[ ln 4 t , ' i ) = ^°- 555,n o ^- 

4. 求氢原子（处于基态）电离而次级电子发射到给定方向的有效 截面; 
电子的能量远小于初级电子的能量，故交换作用可以略去 （ H . S . W . Massey 
Mohr ,1933). 

解： 初态的原子波函数为必。 = ir l /2 e ' 末态的原子已电离，从中发射 


电子具有波矢量 K (和能量 


! )-这个态由 （136. 9) 的函数 描写， 


K ) 出射部分（在无穷远处）只有沿 K 方向传播的一个平面 波， 〆 _>函数 


• • ~ — 71 — * f ，.丨 « 

^ d / fdo / Pir ) 3 而言的， do , 是沿次级电子方向的立体 角元. 于是有 
4 A ： V 2 

知 = j 2 ir ) i kq A * 〈汉 ? r I 。〉 l 2 dodo K d#c 
( do 是对散射电子而言的立体角元），其中的 

(/cle-^MO) = | ^- > ， e-«> 0 dF = g' ，/；<r( 1 ^~ i/,c) /, 

1 = { " Al eX?( ~ ,( l ' r ~ iKr ~ Ar)F(^-,l ,i(,f r + K . r))y}. 

积分时采用抛物坐标 ，2 轴沿 K 方向，史角从（ 9 , 幻平面算起： 

/ = { - + Ala L fo exp [ ' 士 9( 在 _ ” )cos y + i( f V^sin ycos <p - 

~ y(^ + v) - - ”)] F (- 士 ,1, - i^jd^pdfdT/J , 

式中 y 是 if 和 9 的夹角.作替代 V ^" cos 屮= u , y/rj sin 后，很易对史和 rj 积 

分，积出后得 

丄 = / Af " exp |- 9 2 sin 〜 + A : + U + geos y ) 2 1 
2 ir ' dAJo I 2[ i (k + ^cos y ) - A ] ® J 

①对任意的 n 也能 箅出® |( li . 用数 ft ■[计算法还可以算出被*原子非 掸性敗 射的总 《面： 
^ =41，1 "060- 

式中包括了以下两 项贞献 .即来 (1® 子离敝 iff 状态被激 发的碰捕以及 原子被电离的 碰撺： 

子 0.7 叫丄). 
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F (-士 j , - | 

[ i ( K + qcos y) - A ] I 

此 处的积分可从 7 = 1，《=0的 （/3) 式求出.进一步的计算虽然冗长但是是初等 
的，结果得到以下的截面 表式： 

% k' K[q' + 2qKcos y + ( k 2 + 1 )cos 2 y] 


da = 


[ 9 2 + 2qKcos y + 1 + k 2 ] 4 [ (q +/ c ) 2 + 1 ] [ (^ - k ) 2 + 1 ] ( 1 - e " 29/k ) 


: exp ( 


2 k 


「) dodo . 


9 -x +1/ 

对次级电子的所有发射角求积分时可用初等方法进行，结果得到辐射电子 
能量给定为 +/ c 2 情形下散射的角 分布： 


da 


2 , 0 ,, [? 2 +4-(1 + X 2 ) exp / - —arctan 2 2 \ 

_2 k k 3_ \ K _ g - k 


W [(9+ K ) J + l ] s [( 9 - ic ) , + l] , (l - e - 2 ，’*) 
<7»1时上式在/ <==</ 处具有很陡的极 大值； 在这个极大值附近有 


dod / c . 


da = 


2 5 


d#cdo 


3 tt / c ‘ [1+(9 - k ) 2 ]*' 


对 do = 2trqdq/k 2 = (,2nK/k 2 )d(q -/ c ) 积分后，得到表式 8 ttc 1# c / A : 2 k 3 , 正如我们所 
预期的那样，它和 （148. 17) 式中的第一项一致. 

§149有效滞阻 


碰掩理论的应用中，计算碰撞粒子的平 均能撒 损失极为重要.我们最好用以 
下的量标志这种能 M 损失： 

dK = X ( E .- E 0 ) da ., (149.1) 

我们将把这个墩称为（微分）有效滞阻，式中的求和当然既包括离散谱也包括连 
续谱， d / c 是对散射到某一给定立体角元内的情形而言的 . ①. 

快电子有效滞阻的一般公式为： 

心 =叫€) 2 X (£„-£„)|<«| S e - _|0>| 2 ，, (149.2) 

其中的 do •.取自 （148. 9) 式.正如推导 （148. 23) 式那样，我们排除了对极小角度 
区域的考虑，并假定 （《 v ^) 2 <<«?<< 1. 于是9和能最转移值无关，我们就可以算 
出对 n 求和的一般形式. 


①如果一个电子通过气体，它在各个职子上的敗射是彼此独立地进行的，那么 yvdww 是单位体积 
内的'体原 子数） 就坫电子在偏转到给定的立体角 元的碰 撞中单位路程内所损失的能 
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这个算法要用到下面导出的求和 定理. 作为坐标函数的某个置/，它的矩阵 
元及其对时间导数/的矩阵元由下式 联系： 

(f ) o , = _ 女 - E 0 ) f 0 „, (149.3) 

所以有 

« n 

=I (E.-E 0 )f 0 ll (r) M =ih X (/)«.(/* )^,=iM//*)„o- 

« • 

原子的定态波函数可以选成实 函数. 此时坐标函数/的矩阵元就具有关系式 

/ o . =厶，而对 （ M 9. 3) 式的矩阵元讲来就有相应的关系式 （/ )。， =-(/)# 因此 
以上的求和式还可写成以下 形式： 


Z (^.-^o)l/oJ 2 = -ifi I (r)o„(/)-,= -iM/*/)oo- 

« n 

以上两式相加后除以 2, 即得求和 定理： 

2 (^-£.)i/oJ 2 =f(/r -/7)oo- (149.4) 

我们把它应用于 

/= Z 

a 

根据 （19. 2) 式，/的时间微商可用以下的算符表出 

• / 和/+ 的对易结果很易直接 算得： 

/> -/*/" = 

m 

代人 （149. 4)，即得下式 

I ^ E >- E o)\(ni 2>十.1 0>| 2 = Z ， (149.5) 

它已实现了我们所要求的求和计算.① 

因此得到关于微分有效滞阻的公式 

. A Ze dq 2 Ze do 

d/c = 4 tt — j — = — r TI - (149. 6) 

mv q mv i > 

它的适用范围由以下不等式 给出： 


①推导这个公式时•我们从来没有利用过指标 “ o ” 代衣原子基态，因此这个公式对任意的初态都是 
成立的. 



• 576- 


第十八章非弹性碰撞 


( f ) « i ? « 1 ,即子《 a 0 9 « 

其次，当动量转移不超过某一值 1 而 I ；。/!； « a 0 q x « v/v 0 时，我们来求所有 
碰撞的总有效滞阻 

^(9,) = Z f ' ( E „- E 0 ) d ( r „， (149.7) 

" J «_i_ 

h .- 由 （148. 丨丨）式给出•式中的积分号不能搬到 $ 的前面，因为 9 心依赖于„. 

我们把积分区间划分成两段，从到 <7。的一段和％到<?,的一段，其中的 
9 。是 9 的某个值，满足 r D / t ；« 9 D a D « 1. 于是在到7。的整个积分区间内，我 
们可用 （148. 14 ) 式的 do ■，: 

K(qo) =8ir (^) J ? l 〈 nld ， l 0 > |2 ( U 。〉 广守， 

从而 

K(qo) =8ir (^) Z -£ 0 ) ln ^|-. (149.8) 

在 <?„ 到 <7, 的区间内，可先对"求和，给出 （149. 6) 式的 d / c , 然后对 9 积分，得出 

K ( q ,) ~ K ( q 0 ) =4 ir -^ ln —. (149. 9) 

mv q 0 

为了变换以上的表式，我们利用 （149. 4) 得出的求和定理，在该式中令 

/ = ^ = ?* •，/ = 士？1. 

把/*和_/对易（现在的 尸等于 /) 得出 //♦ -/*/ = - i / iZ / m , 因而① 

X X 4^( -£ 0 ) Knlrf , 10) I 2 = Z . ( 149. 10) 

敏称为各个相应跃迁的振子 强度. 

我们引进原子的某个平均能量/，它由下式定义 
ZJWE „- E 0 ) 1 

ln, = -- =y X n oM ( E „- e 0 ). (149.11) 

然后应用 （ M 9. 10), 可把 （149.8) 改成写 


c( 9 o )=^ln(^). 


此式和 （149. 9) 相加，最后得 


① （ M 9.5) 式的附注对本式也适用. 
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*c(gi) =-^ C ln (^~) J (149.12) 

此式中只出现一个标志所给原子的常数①. 

通过 9 , 用散射 角々， 表达</,,即得所有散射到 t ? 矣办，区间内的有 

效 滞阻： 

) =4 ir (149.13) 

如果7,“。 >>1( 即 《?, »« 〆 《；),我们可把 / c 表成人射电子所能给予原子的最大 
能量转移值的函数.我们在上节中曾经指出，押。 >>1 时原子被电离，差不多所 
有的动设恥和能量都交给了一个原子电子，由于吋和 e 是一个电子的动量和 
能 M ， 即有关系 e = AY /2 m •把 d =2 m £| / A 2 代人 （149. 12), 我们得碰撞中能置 
转移 f 矣& 的有效 滞阻： 

x(e, ) = ^T- ]n { 2m Ji ，V )' (149.14) 

通后 ，我们作如下的说明，原子的各个离散谱能级主要来自一个单（外层） 
电子的 激发. 即使是两个电子的激发，它所需要的能景通常足以使该原子电离. 
因此，在振子强度的求和式中，跃迁到离散谱态的只是数量级等于1的 那一部 
分； 而伴有电离的则构成另一部分，其数量级为 Z . 由此可知，伴有电离的碰撞在 
滞阻（被重原子滞阻）中起主要作用. 

习 题 

试求一个电子被一个氢原子滞阻 （/ = ()• 55原子单位）的总有效滞阻.对于 
大的能量转移，两个相碰电子中较快的一个取作初级电子. 

解：当 碰撞后的初级电子和次级电子具有差不多大小的能量时，必须计及交 
换效应.因此，对于能量转移介于某值 e,(l «£, << t ; 2 ) 和最大值 



(根据我们对初级电子的定义）之间的滞阻讲来，我们须采用 （148. 17) 式的有效 
截面： 

①对氧原子 ,/ = 0.55m〆//! 2 =14.9 eV. 对审原子，我们采用托马斯-费米方法计算常数/,可矩得 
到很好的 ffi 确性.很 W 确*这样箅出的/仿如何依赖于 Z . 在准经典悄形下，多粒子系统的本征轅申相气 
于它的能级差.原子的平均本征頻韦具有的数 t 级.由此可知，托马斯- 费米模 甩中职 
子电子的速度和 Z 的关系为 Z 2 / J .而职子的线度按变化.可见/必正比于 ■?;/ = 常败 XZ . 根据实 躲 
结*发现.这个常败约为 10 *V 的败敵级. 
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_ 心 _ )= f /::、[: 


( E - e ) 

此式加到 （149. 14) 式上，我们得①（用原子单位) 


心 = f( ln i !： + 1 ). 
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§150重粒子和原子的非弹性碰撞 


用粒子的速度表示玻恩近似适用于重粒子和原子碰撞的条件，仍和电子的 
情形一样 ，为： 


v » v 0 - 

这可根据微扰论适用性的普遍条件 （ Ua 0 /hv << 1 ) 立即得出，只要注意到这个条 
件中不出现粒子质景，而具有原子中电子速度的数熳级即可 • 

在粒子和原子的质心为静止的坐标系中，截面由一般公式 （148. 3) 给出，式 
中的 m 目前是粒子和原子的折合质量.但为方便计，我们考虑碰撺前的原子处 
于静止的坐 标系. 为此，我们从 （148. 1) 式 出发. 在碰撺前原子为静止的坐标系 
中，表达能量守恒律的 S 函数的宗量具有以下形式： 

2M'2M + ^2^ + E -' Eo ' ( 15ai) 

式中 A / 是人射粒子质最，而 A /。 是原子 质量. 第三项是原子的反冲动能（考虑原 
子和电子的碰撞时，这一项可以完全略去）. 

对于快速重粒子和原子的碰撺，粒子的动景改变和它的初始动景相比，差不 
多总是很小.如果这个条件成立，我们可以略去5函数宗量中的原子反冲能量， 
得到和 （148. 3) 完全一样的公式，只是该式中的 m 必须改成人射粒子的质景 A / 
(不是粒子和原子的折合质 *)• 考虑到动憊转移与初始动量相比已经假定为很 
小，我们可令/»»，，于是在碰撞前原子为静止的坐标系中，截面式为 

= 4^7 | l ye ^'» odrdK | 2 do . (150.2) 

考虑到粒子的电荷可能不同于电子，我们用代替 e 2 , 其中從为人射粒子 
的 电荷. 非弹性散射的一般公式，写成 （148. 9) 的 形式： 

(盖 厂| 〈„ | ^>十 ’. I 0〉| 2 _ (150.3) 


① 


对于正电子和氢原子的碰撞，没有交换效应，把 （ M 9. I 4 )式中的&简申地代以 



即得总滞阻 


K= 眘 1 n fe )- 
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并不含有粒子质量.由此可见，从它导出的所有公式对重粒子的碰撞仍能适用， 
只要这些公式是通过 〃和 <7表达的. 

不难看出，用散射角1?(重粒子和原子相撞后的偏转角）表达的公式应作怎 
样的修改.为此，我们首先注意到，重粒子的非弹性碰撞中办角总是很小的.因 
为，当动最转移很大时（与原子中电子的动景 相比） ，我们可以把和原子的非弹 
性碰撞看作是和自由电子的弹性碰撞.可是，当一重粒子和一轻粒子（电子）碰 
撺时，重粒子几乎是不偏离的.换句话说，重粒子转移给原子的动量与该粒子的 
初始动 m 相比是很 小的. 大角度弹性散射是一个例外，但这种可能性是极小的 • 
因此，在整个角度范围内我们可令 

” W(¥) 2+( 歸 
除了极小的角度外，上式实际上可化成 

qh ^ 

另一方面，当我们考虑电子和原子的碰撞时，我们有（对于小角度） 



由此可得这样的结论，从电子和原子碰撞中所得的公式，只要这些公式用速度和 
偏转角表达出来，那么如果到处进行以下 替代： 

(150.6) 

m 

(包括立体角元 do =2 Trsin 的替代），就变成重粒子碰撞的公式， 

人射粒子的速度仍保持不变•定性地说，这意味着小角度散射的整个图像（对给 
定的粒子速度而言）被压缩了 m / M 倍. 

以上所得的规则也和小角度弹性散射有关.对*? << 1的 （139. 4) 式作 
(150. 6) 式的变换，我们得截面 

A(T ' = H^) l z ~ F [^v)] ( 150 7) 

角度 - 1的重粒子弹性散射，被化成在原子核上的卢瑟福散射 - 

具有大动 ft 转移而原子被电离的非弹性散射需要作特殊的 考虑. 和被电子 
所电离的情况不同，这里当然没有交换效应.重粒子的特征是，大的动蹶转移 
(</«„ » 1 ) 并不意味着大的偏转角，办总是保持很小.辐射电子的能最介于£和 
e + ds 之间的电离截面可从 （148. 25) 式直接得出，它可写成以下 形式： 

d(r ' = H^) 7 W ' 

令 = e ( 整个动 _1 交给了一个原子电子）.此式给出 


(150.4) 

(150.5) 
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dcr , = 


2 , nZz 2 e i de 



(150.8) 


在重粒子和原子的碰撞中，总截面和有效滞阻特别有用.非弹性散射总截面 
由以前的 （148. 26) 式 给出. 总有效滞阻可把 （149. 12) 式中的 9| 改成最大动景 
转移后得到很易用粒子速度表出，方法如下.由于与粒子原动贵 
/ Wt ； 相比仍是很小，它的能量变化和动量变化的关系为 AE=v - .另一方面，对 
于大的动量转移，这个能景几乎都交给了一个原子电子，因此可写成 

£ = = fiv • hvq . 

Zm 

从而有 fc 今矣2咖,即 

= 2 mv , e m „ = 2 mv 2 . ( 150. 9) 

我们注意，非弹性碰撞中粒子的最大偏转角为 

„ _ ^ m .» 2 m 

办 一 = n 


( 150. 9) 代入 （149. 12) 中，我们得到重粒子的总有效滞阻 



(150. 10) 


§151中子散射 

在碰掩理论的许多物理问题中.需要考虑到散射过程怎样受散射中心运动 
的影响.在一定的条件下，这类问题可以用费米 （ E . Fermi , 1936) 建议的那种微 
扰论解决，即使单独讲来微扰论对每个中心的散射并不适用.这类问题中包括慢 
中子对多原子系统（例如分子）的散射.我们来考虑这个特殊问题. 

中子几乎不被电子散射，所以实际上所有的散射都发生在原子核处®.我们 
将假定被单个核散射的振幅小于原子间距.那么在分子中被每个核散射的振幅 
即使在别的原子核处也已经很小.在这些条件下，被分子散射的振幅等于被单个 
核散射的振幅之和. 

微扰论一般讲来不能应用于中子和核的散 射:尽 管核力的范围很小，在此范 
围内的作用却极强.但重要的是，慢中子（其波长远大于原子核线度）敗射的振 
幅是一个和速度无关的常数 •令人 为被第 a 个核散射的振幅， l /_ l 3 d 0 是中子被 
—个自由核弹性散射的微分截面（在它们的质心系中）. 

这个常数振幅可从微扰论形式地得到，如果我们用一个“点”势来描写中子 
和核的相互作用 的话： 


①我们还假定该分子没有磁矩.否则还存在着来自中子和分子磁矩相互作用的特株敗射效应. 
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U(r) = 


2ir/i 2 


-Mr), 


(151. 1) 


式中 / W 是中子和核的折合质最.当此式代人玻恩公式 （126. 4) 中时, S 函数使得 
积分式成为与9无关的一个 常数. 这样定义的“场”叭0被称为 赝势. 需要强调 
的是，作出这个定义的可能性是由于/为常数这一 事实. 在中子能讀为任意的一 
般情形下，散射振幅分别依赖于初动最 P 和末动量 P ', 而不只是依赖于两者之 
差但玻恩近似给出的振幅却只能依赖于？.① 

如果散射核在作给定的运动（例如，分子中的各种振动），我们对此运动求 
平均后，则 （151. 丨）式的相互作用势被“铺展”到一个尺度一般地远大于散射振 
幅/的范围内.对于这样“铺展”开的作用势讲来，玻恩近似的适用条件（ 126 . O 
是满足的. 

因此我们可以用以下赝势描写中子-分子作用： 

U ( r ) = - 2 irh 2 工 ^-5( r - R a ) , (151.2) 

式中对分子的所有原子核求和，圪是它们的径矢， r 是中子的径矢.把上式代入 
(148.3),把^改成1/„,(似„是分子和中子的折合质童），我们得质心系中的中 
子被分子散射的以下截 面式： 

do -. = M \^~ Z ^■〈 nle_i *_*. l0 > do , (151.3) 

式中的矩阵元是针对能最 为^和 l 的核运动定态波函数而言的，动景 P 和 〆 


通过能量守恒律相 联系： 


(151.3) 式描写了分子中的核运动状态具有特定变化 （0- n 跃迁）的非弹性碰 
撞，也就是所述问题的解：从中子对自由核散射的振幅（假定为已知）出发，计及 
核的内察运动以及各个核散射之间的干涉效应，求出了中子被分子散射的截面 • 
如果核自旋不等于零，还应考虑到散射振幅/。依赖于中子和散射核的总自 
旋这样的事实.它的做法如下 • 

核和中子的总自旋可取人=匕两个值乂是核自旋.相应的散射振幅记 


作/：和/；•我们来构造一个自旋算符，对于给定的人值，它的本征值分别为/: 
和/ ：• 这个算符就是 


①流耍 强剁的 a . 尽竹 w 势在形式地应用 微扰论的悄况 下能够给出敗 射振幅的正确 ffl , 但这并不 
息味扰论 ft 能适用 t 这样 的场 .对于一个深度为％并以 t / 0 «> 5 =常数的 方式©于无穷 远的势 讲讲寒 
(« 为阱半径，它趋 于穹） .条件 （126. 丨>, (126.2) 痄定 》不会 满足. 
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/. = a« + l>J - *.. 

其中之和 t 是核和中子的自旋算符，系数和6。由下式 给出： 

«.=27TT [(i - + 1)/; +iJ:h 

• (151.5) 

k 古 (/:-/•-). 

这是很易证明的，只要注意到对于给定的 y 值，算符 i •丨的本征值为 
”《•=+[)("” -*•(» +1) - 

应把算符 （151. 4) 取代 （151. 3) 式 中的人 ，并取对应于所考虑跃迁的矩阵 
元. 如果人射中子和靶核都是非极化的，那么散射截面必须进 行适当 的平均 • 

习 题 

1. 假定中子和核的自旋方向都是毫无规則地分布的，分子中所有的核都不 
相同，试对 （151.3) 式进行平均 • 

解 ：对中子的和核的自旋方向求平均是相互独立的，每一种自旋平均后得 
零，从而 7^ X =0. 如果分子中没有两个原子是相同的，这就没有核自旋的交换 
作用，又由于它们的直接相互作用可以忽略，分子中各个核的自旋方向可以看作 
是独立的，因而 （ s . f , )( s . f 2 ) 等形状的乘积平均后也 得零. 对于平方 （s • 0 2 有 

(口 ) 2 =yS 2 ! 2 =ys(s + l)i(i + l) =yi(i + l), 

由此得以下平均截 面式： 

2. 试将 （151. 3) 式应用于慢中子对正氢和仲氢的散射 （ J . Schwinger, E, 
Teller, 1937) 

解： 在取自旋算符的矩阵元以前，对氢分子散射的 （151. 3) 式为 

da n =|l a 〈 n le- if ,/2 + e ( r/J IO 〉 +bs(n\i l e- i, r/1 +I:〆 " 2 10 〉 l 2 do, (1) 

a=-J-or +/"), b =r -r 

± r /2 是分子中两个核相对于其质心的径矢. 

分子的转动和振动态由量子数尺， W t , t « (它们的集合在（丨）式中用/ I 表出） 
所定义，在 H 2 分子的电子基态中，仅当总的核自旋/=0(仲氢）时尺才能取偶数 
值； 仅当/ = 1( 正氢）时尺才能取奇数值.因此有必要区分两种情况：（丨）尺的奇 
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偶相同的两个转动态之间的跃迁，这只有/值不变才行（正-正和仲-仲 跃迁） 
(2) A ' 的奇偶不同的两个态之间的跃迁，这只有改变/值才行（正-仲和仲-正 
跃 迁）. 第一种情况下我们有 

〈n le '" 2 10〉= ( nle '* r /2 10) = ( n I cos -^-q • rIO ) 

应当记住的是， r 变号后转动波函数要乘以 （ _丨）*. (1) 式的自旋算符则变成 2 a 

+ bi - 厂其中 i = » : , +〗 2 ,根据前面的讨论，这个算符对/是对角的.对 （2«+6 s . 
I ) 2 的平均和题丨一样，给出 

4 a 2 + i - i 3 /(/+ l ). 

结果是 

do ". =|- yl < nlcosy ? - rIO ) l J [(3/* +/' ) 2 +/(/ + l )(/* +/_) 2 ] do . (2) 
第二种情形下 

〈/ ile 1 *. 〆 2 10〉 = -〈/ ile -'*." 2 10〉 = i〈nlsin 士彳 . HO 〉 

(1) 式的自旋算符成为 f . (I - i \) ，它只有 / 的非对角矩 阵元. 这些矩阵元的樸 
量平方值对末态总自旋 /' 的所有分量求和时，可按 [ s . ( f , -,- J ] 2 的平均值（对 
角元）算出（见534页注 ①）： 

卜(*' - f ,)] 2 =j - j ( i , - i 2 ) 2 =^-(2 »J + 2 i 2 2 - I 1 ) =+[3 -/(/ + "]• 
结果是 

do "，= (1) (3)-|- ^-1 (nlsin ~q • rIO ) l 3 (/* -/" ) J do , (3) 

式中的系数丨出现于正-仲跃迁，系数 3 出现于仲-正跃迁 • 

如果中子很慢，它的波长甚至远超过分子的线度，则可令 （2) 和 （3) 式矩阵 

元中的 cos | ~q - rj = 1 , sin | y ? - rj =0, 结果除 00 对角元外都等于零.这些条 

件下，当然只可能有弹性散射.这时的弹性散射栽面为 

do -,=|-[(3/* +/ ) 2 W (/ + l ) (尸 - f -) 2 ] do . 

3. 求中子对一束缚质子的散射截面，该质子可看作频率为 w 的各向同性三 
维振子 （ E . Fermi , 1936). 

解： 考虑质子绕空间某一固定点振动着，根据 （151. 3 ) 式的推导，必须令该 
式中的为质子质量）.于是 
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6<7 - = ^~ X 1/ e " i , '> M o ( r )^ 1 „ 2 . J ( r ) dK| l do , 

式中的 < r 0 =4 irl / l 2 是对自由质子的散射截面，少, |11211) 是三维振子的本征函数，对 
应于 能级^ =/ ku(n +3/2) ; [ 是对和量给定为 n 的所有 n , , n 2 和 n 3 值求和. 
屮,, •，函数组是三个线性振子波函數的乘积（见§33,題 4). 所求的积分因而可 
分解成为以下形式的三个积分的乘枳 


exp (-宇 


|H (tM ； )da: 


=,把 U .4) 式的 H ,,(*) 代入上式并分部积分〜次，结果为 


dc 7„ = 


°"o V ' / q - \ , 

^rr^r exp ( ~^r 

按二项式定理进行求和后，最后结果为 

d<r ' = ^iJj(h) exp ( ~i) do - 

特别是，弹性散射截面（《=0,£： = £^)为 

d<7 * = ? CXP ( _ 6) d 。， ^ = <7 。 f [ 1 - MP (- ■ ， 

当 E / h ( o —^0 时 ， o ■，— ^ cr 。. 
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§ 131中对两个粒子相互散射问题所用的程函近似，也能推广到包括一个 
快粒子和一个多粒子系统或“靶”的碰撞（包括非 弹性） 过程 （ R . j . Glauber , 
1958). 

这个推广中，所假定的原则和以前 一样. 人射粒子的能童£假定很大，使得 
E » I 川和 h >>丨，其中 "是这 个粒子和粑粒子间的相互作用能墩, a 是此相互 
作用的力程.我们考虑动®转移比较小的 散射： 人射粒子的动量改变 M 的它的 
原有值沾相比很小（<7«幻.这个条件现在不但使得散射角很小，并且还使能 
摄:转移也比较小. 

我们还将假定人射粒子的速度 k 远大于靶内粒子的速度„。 ： 

v » v 0 . (152.1〉 

对于带电粒子和原子的散射讲来，此条件等价于玻恩近似的适用条件 （参考 
§ 148和 § 150). 

如果《> >>«。 ，一 定有 I U \ a/hv «1. 因此在该情形下不需要本节的理论.但对 
核靶讲来，粒子间结合的不是库仑力而是核力，情况就不 同了. 我们将讨论一个 
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快粒子被核散射这一特殊情形①. 

条件 （152. 1) 使我们有可能考虑人射粒子相对于核中位置固定的各个核子 
而言的运动问题②，这就是说,粒子-靶系统的波函数可以写成 

&，…）少, （152.2) 
其中少,（心，/? 2 ,…）是原子核第 i 个内态的波 函数； /?,,&，…是核内各个核子的 
径矢•因子 ¥»(/■;/；, ,/? 2 ，…）是正在进行散射的粒子波函数 （| ■是它的 径矢） ，具有 
给定的…值，这些值是以下薛定谔方程中的 参资： 

[-莶 052.3) 

其中 R (/ '- RJ 是该粒子和第 a 个核子的作用能最，而狀是粒子在无穷远处的 
动 M ®. 


如果我们求出了具有以下渐近式的 （152. 3) 式 之解： 

, p = e^ r + ¥( n ', n ； R ,, R ir -)^- (152.4) 

r 

(式中 /»' = r / r,n = k / k ) ，则 （152. 2) 式的波函数 

^= e it , ( p t + F < P i — (152.5) 

将描写对碰撞前处于第 i 个态的原子核所进行的 散射: 人射波，〃在（ 152. 5) 式 
中作为《#>,的相乘因子出现 •（152.5) 式中的第二项代表散射波.但是，仅当入射 
粒子的能量改变足够小，也就是核的内能变化足够小时，用这个式子来求散射振 
幅才是合适的.因此，把粒子考虑成为是在“刚性固定”的核子组的恒定场中运 
动（相当于方程（152_ 3)) 时，我们就略去了这种运动可能的能敏变化. 

为了把核的内态具有特定变化的散射振幅分离出来，应把 中写成以下 
形式： 




(152.6) 


式中对原子核的各个态求和 4(/1’, n ) 则给出待求的原子核具有特定跃迁 i 一 f 
的散射振幅，它是散射角 （/| 和 ;》' 的夹角）的 函数. 比较 （152.6) 和 （152.5) 得 

= J < P ； F < P , dT , (152.7) 

其中…是原子核位形空间中的体积元.我们必须再一次强调，这 


① 条件 （152.1) 给出的是任一重核的相对论速度„.在 H 前的非相对论理论衣述中， 我们+ 考虑它 
对任一特殊敝射过程的实际适用性 

② 这个近似类似于分子理论所报据的那种近似，即分子中的电子态是针对各个原子核的固定位 S 
来考 虑的. 

③ （152. 3) 式中假定了粒子和核的作用等于它和各单个核子的两体作用之和. 
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个公式仅当 i 和/态的能量相差比较小时才能成立. 

方程 （152.3) 之解 （152.4) 本身，可用§131中描述的方法求出①.类似于 
(131.7) 式，我们有 

，尽 ，…）=点| [ S ,( p ,/?,,« 2 ,-) -lie ** ^ d 2 p , (152.8) 

其中 

S ( p , H ，"）= exp [2 i 5( p ，/?,，/? j , 

8( p ， R t ， R 2 ，.“）= J ^ S a (p - R al ), 

a 

SAP - R.J = -士 U.(r - R ,) dz . 

记得 p 是径矢/■在（垂直于 A 的）; ry 平面内的分最，及。 ； 是径矢 /f , 的上述相应分 
是散射粒子的动量改变，（152.8)式中只出现它的横分董.函数\ 
确定粒子被单个自由核子弹性散射的 振幅： 

/•、 =~f l ，( 。> - l | e -*々 P _ (152. 10) 

当 i =/ 时， （152. 7) 和 （152. 8) 给出被原子核弹性散射的振幅： 

fAn ', n ) = 2 ^ t | [S(p) (152.11) 

式中的横线代表对原子核的内态求 平均： 

S ( p ) = f S ( p , R , ，及 2 ，… ）I 少 .（ If , ,« 2 ,-) l 2 dr , (152. 12) 
此式推广了前面的 （131.7) 式. 

令 （152. 11) 式中的 n ' = n 并应用 （142. 10) 式的光学定理，我们得散射总 

截面 

o -, =2| (1 - ReS ) dp . (152.13) 

弹性散射全截面1是由1/ 7 卜对 /!' 的方向积分后得到的.对于小的散射角 
0,我们有 立 体角元 do ^ d 2 q / k 2 . 因而 

〜 = 1 、九、今 

采用 （152. 11 ) 式的人 ，把写成 d 2 pd 2 〆 的一个重积分，利用下式可实行对 d 、 

① S 131中 W 经 ffi 出•波闲数的初始表式 （ I 3 I . 4 ) 只在 i « t 0 2 的距离 处成立•这一点在§ 131的进 
一 步推导中并不屯®.但对一个多粒子系统（例如一个原子核）的敝射来讲，它会导致另一种 限制： 
(131. 4 > 式必须在敝射系统所占的整个体枳内成立，也就是说，我们必 须有心 《 h 2 , 其中 R 。 坫原子核半 
径 •<! 坫势1/的力程. 


(152.9) 
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的 积分： 

| e - i * (<, - <, ' , d 2 9 = (2 ir ) 2 5( p - p , ), 

这个5函数在对 d 2 〆 的积分中被 积掉. 结果为 

er , = J IS - 1 1 2 d 2 p . 

反应总截面为 

a r = cr , - o- e = J (I - IS1 2 ) d 2 p . 

注意 （152. 13)-(152. 15) 是和一般公式 （142.3)—( 142.5) —致的 ：对后 

者把求和（对大的/求和）改成对 P = 的求积分，并把 S , 改成心 p ) 函数， 

我们就得 （152. 13)-(152. 15). 

习 题 

1. 试把一个快粒子被一个氘核弹性散射的振幅用该快粒子对质子和中子 
的散射振幅表达出来 （ R . J . Glauber , 1955). 

解 ：根据 （152. 11) ,被氘核弹性散射的振幅为 

/ J > (9) = 2 ^| I 屮•⑷ l 2 { exp [2 iS„(p - 士叫 + 

+ 2 味++ 叫] - l}e '* M 5 /? d J p , ⑴ 

其中 <(/?) 为氘核中中子 （ n ) 和质子 （ p ) 的相对运动波函数= 心-尺 P ，及丄是 
R 在入射粒子波矢 A 的垂直平面上的 分量. （1) 式大括号内的差量可以写成 
exp (2 iS „ +2 i 5,) -1 = ( e 2i4 " - 1 ) + ( - 1 ) + ( e 2a " - 1 ) ( e 2 〜 - 1 )• 

采用中子/^和质子 / Pl 的散射振幅定义，根据（ 152 . 10) 及其逆式 

exp [2 i 5.(/») ] -1 =辛 

可对积分（丨）进行变换，结果为 

/ d> u) =/ i °\q)F(q) +/ P> (9)F( -q) - 

-^ J F ( W (+ 9+9 ，) /P> (士 9_9< ) dV ， (2> 

其中 

F(q) = j \^AR)\ 2 e-^ K/i d i R 

是氘核形状©子 • 

(2) 式中令 g =0( F (0) =丨）并用 （ M 2. 10) 式的光学定理，求得氚核散射总 

截面 


(152. 14) 

(152. 15) 
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T •⑷ = o -：" > + |- Re | F(2q)/^(g)/^( -q)d 2 q . (3) 

2. 求一个快氘核被一个半径为/?。的重吸收核散射后衰变成为一个中子和 
一个质子的截面，其中远大于氘核波长 （ A & >>丨，其中肽是氘核动量）也远 
大于氖核半径 （ E . 71. OeftH6epr, 1954； R . J. Glauber , 1955 ； A. H. Axwe3ep ； A. T. 
Chmchko 1955)• 

解：把 入射氘核看作平面波，大吸收核 （ a ：/；。>> 丨 ） 起着使波衍射的不透明屏 
幕的作用•入射氘核的波函数为其中於 〆 尺）是氘核的内部波函數 

[R = R n -R p 是核内中子到质子的径矢 ， r = +( & +/? p ) 是它们的质心的径矢]. 

吸收核的存在“移去”了这个函数中的一个部分，这部分的中子和质子横向坐标 
( P - 和 P ,,) 位于原子核的“阴影’’区内，即半径为尺。的圆内.因此波函数变成 
中 =e.*.’S(p„,p p )i/f d (/?) , 

当 p„,p々R 0 时式中的 S = l , 而当 p „ 或 Pp 小于 ft 。 时 S =0 ①■这个波函数若没有 
因子則相当于 （131.5) 形式的入射波表示式（略去衍射对射线的弯曲），因 
而 S 因子具有和§ 131及§ 152中同样的含义. 

类似于 （152. 13) 和 （152. 14) 式，氘核散射的总截面 a ,( 包括所有的非弹性 
过程）和弹性散射截面 A 分别为 

a,=2f(l -S)d 2 p, cr t = f ( S - l ) J d >, 

式中 ( P - + p p ) 并且应用了 S 为实量的事实 . S 的平均是对氘核基态而 
言的： 


S(p) = f S^d } R. 

至于也，采用以下函数就足 够了： 



此式在中子和质子间核力的力程外距离 ft 处成立（参考 （133. 14 ) 式 ； k = 


Vm\e\/fi 是氘核的结合能， m 是核子质量）.根据 S 的定义，如果有一个核 

子或者两个核子都进入半径为 ft 。 的圆内并被原子核吸收掉，则1 - S 不等 于零： 
从而 

= / (* -S)dp =yO-, (1) 


① 氘 和顷子核的库仑作用 Ll 略去. 



§152 高能非弹性散射 


为俘获一个或两个核子的截面.另一方面，<7, = + a , + <7,,，其中为待 

求的氘核"衍射”衰变截面.故 

£7 ■褒 t =+<7■ ， - O', = J 云 ( 1 -5)d 2 p. (2) 

当 R 0 k » 1时，在积分式 （2) 中小距离（~1/«,是从原子核边缘算起的是重 
要的，于是沿边缘的积分给出一个因子沿垂直方向的积分可把阴影区看 
作以直线为界那样去计算，取此直线为 j •轴，并取 * 轴从阴影向外，我们有 

=2tt^o [ S(x) [ 1 -S(*) ]d*, 

•/o 

其中的积分 

S(x) = f f f ^(R)dXdYdZ, 

J -OB J -0D J -2t 

R = ^ X 2 + Y 2 + Z 2 , 

对给定的 * = + U „+\), 上式是在 U P ^0 的区域上积分，也就是在 m = 


IA ： n - X p \^2 x 区域上积分.把积分变量变换成 I 和以及 yz 平面内的极角后 
(此时 dKdZ —2 irffd «) ，这个积分变成 

S ( x ) =1 - e * 4 ** +4 kx [" (3) 


含有这个力*)函数的积分 （2), 可利用下式通过重复分部积分 算出： 


结果为 


f: (e- ( -e- 2f )^ = ln 2 . 


= 聂 M ln2 -H 

在同一条件>>丨下，俘获截面为 


[(丨）式对戸>尺。区的积分可用 （3) 式算出，对 p </? B 区的积分给出 Tt <]. 这个 
截面包括整个氘核的被俘以及俘获一个核子而释放另一个 （剥裂反应） .后一种 
反应截面是按照只有一个核子射入阴影区时的碰撞面积（对 W 平均以后）而算 
出的，并有 

=<7 ff*p = ~4 k ~ 


(R.Serber,1947). 



数学附录 


§ a 厄米多项式 

方程式 

y" ~ 2xy' +2ny=0 ( a . 1 

属于用拉普拉斯方法①能解的类型 • 

这个方法可用于以下类型的任一线性方程： 

S +*-*)^= 0 , 

m -0 QX 

式中的系数不超过； r 的一次幂，其求解步骤如下.我们作下列多项式 

p( ° = <?(o = z b - r 

及由它们所组成的函数 

么 ⑴ = ^ exp l^ dt ' 

它确定到一个常数因子为止•所考虑方程之解可表成下列复积分形式： 

r= / c ^(t)e"d(, 

基中所取的积分路线 C 使积分为有限 a 不等于零，并且，当 t 走完曲线 （： 以后 
(曲线 C 可以是封闭的，也可以是不封 闭的） ，函数 

V = e-QZ 

回到原值. 

在方程式 （ a . 1) 的情形下，我们有 

P = t 2 +2n, Q = -2t, Z = ^,e' 7 , V = 

故其解为 


①对参考 •[. Goursal, Coure d * Analyse Mathe' matique, Gaulhier - Villare,Paris,vol. II 或斯米尔诺 
夫著等数学教程 >,( 中译 本：* 三卷第三分册，第五章 § 107), 高等教疗出 版社. 
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y = Jexp 卜-令)异. ( a .2) 

在物理应用中我们只需考虑_+的情况.对这些《值而言，积分路线可 

取曲线或（： 2 (附录图 1); 这些曲线满足所需条件，因为函数 K 在曲线两端 
(t = + »或/ = - 00 ) 等于零①. 

我们来求参 a n 的值，使得方程 U . 1) 之解对 * 的所有有限值而言是有限 
的.当*— ± 00时，此解不比: t 的有限次幂更快地趋向无穷大.我们先考虑非整 
数的 n 值.此时（》.2>式沿 C , 和 C 2 的积分给出方程 （ a . 1) 的两个独立解.按照 
t =2(*- U ) 的关系引进变量《后，沿 C , 的积分可变换成以下形式，式中略去了 
一个常数因子， 

y = e，： f C T* 7|du, ( a - 3 ) 

J Ci ( u - x ) 

其中积分是沿 U 复平面上的 c ', 曲线进行的，如附录图 2 所示. 



附录图1 附录图2 


当 + „时，整个积分路线 C ', 移向无穷远处， （ a . 3) 式中的积分按规 
律趋于零.但当时，积分路线延及整个实轴， （ a . 3) 式中的积分并不指数 
式地趋于零，从而 >•(*) 函数按 〆 规律趋向无穷大.同理，容易证明 （ a . 2) 沿曲线 


C \ 的积分当 + * 时指数式地发散. 

当/•为正整数时（包括零），沿积分路线的直线部分的积分相互抵消，而 
( a .3) 式中沿 C ', 和 C ' 2 的两个积分现在变成一个绕 u =* 点的封闭曲线的积 
分，故解为 

yU)=e ^(a-J)-*' dU * 


这个解满足所述条件.按照熟知的求解析函数导数的柯西公式 

/(0 


广 ，⑷ ㊈ 心山 , 


①这岬路线对负粮数的 n 不适用，因积分 （ a .2) 沿这牲路线将 il (等于零. 
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可知 y (*) 除了一个常数因子外就是一个厄米多项式 


H„(*)=( 



( a .4) 


H . 多项式按*的降幂展开，呈下列 形式： 

H .(*)=(2*) - ，卜 1)( 广: 2 2)( " -3) ㈤ …-…, 


( a .5) 

它只含宇称与 n 相同的各种 * 幂次.我们写出前面几个厄米多 项式： 

H 0 = 1, H , =2*, H 3 =4x 2 - 2 , H } =8x 3 -12*, 

H 4 =16* 4 -48* 2 +12. ( a .6) 

计算归一化积分时，我们把 （ a .4) 代入，并进行分部积分 n 次，得 


-• Cl^ J -• uA ； 


但是 d"H,/d：r" 是一个常数 2、!. 故 

J e' ,! Hj(*)d* = 2 "nl ■/ tt . (a. 7) 

§ b 艾里函数 

方程 

y"-xy=0 (b. 1) 

也属于拉普拉斯类型（见 § a ). 根据一般方法，我们作下列 函数： 

P = t 2 , Q = -1 , Z = -e'^\ V = e*'4, 

故其解可表成下列 形式： 

y (幻 = 常数 x e*，-PcU， (b.2) 

所选的积分路线 C , 必须使 V 函数在该曲线的两 
端都等于零•这两个端点因而必须在《复平面上 
的 Re t 5 >0 区域内（附录图3中的阴影区）趋向 
无穷远. 

对所有 * 而言均为有限的解，可取图中所示 
的积分曲线 （: 得到.这条曲线可以任意移动，只 
要它的两个端点仍留在原来的两个阴影区（附录 
图3中的丨和 DI ) 内并趋向无穷远.我们注意到， 

如果所取的曲线位于 m 和 n 两个阴影区内，当 



附录图3 
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*400 时，所得之解为无穷大. 

把移到虚轴的位置 ，（ b . 2) 函数呈下列形式（用 t= iu 代人）： 

<p(x) =— | cos ( “*+"|~u 3 ) du. (b. 3) 

函数 （ b . 2) 中的常数已取作 - i /2 这样得到的 0(*) 函数称为艾里函数① • 
用鞍点法计算积分 （ b .2), 可得 * 值很大时的 0(*) 渐近式•对*>0而言， 
被积函数中的指数幂当< =时有一个极值，这个被积函数的“最陡下降方 
向”平行于 虚轴. 因此欲求 X 为很大正值时的渐近式，我们把指数幂展成* + 斤 
的補级数，并沿平行于虚轴的 C , 直线（图 3) 积分； C , 和虚轴的间距 0 /t =斤.用 
< =- A + iu 代人，我们得 



故 

^(*) =^r7J ex p( _ y* 5J )- ( b - 4 ) 

可见 * 为很大正值时，少 （*) 函数指数式递减- 

为了求 * 为很大负值时的渐近式，我们注意到,*<0时指数幕在< = i 

和*= -i /ITT 处有一极值，这两点处的最陡下降方向与实轴分别夹角和 

丄 TT 角.取折线 C , (距离为 0B = v ^ r ) 为积分路线，经过某些简单变换后，我 
4 

们得 

少 (*) (夺 u : + 子). (b ' 5) 

因 此在* 为很大负值的区域内，少 （*) 函数具有振荡性.可以指出，少 （*) 函数的 
第一个极大值（最大极值）为少 （-102) =0. 95. 

艾里函数可以用+阶的贝塞尔函数来表述.很容易证实 （ b . 丨）方程具有下 

列解： 

V*z l/3 (夺 * 3/2 ) ， 


①我们按照 B . A . ) SS ；(® oK > 所设的 定义： 阽 r . >T JlaKOBneBa , 艾里函数表.莫斯科 ：科学 出版社 
1969.少 （*> M 描克所定义的两个《败之一•记作 V (*> ■文献中还会遇到艾甩闲数的另一种定义.它与 （•>. 

3) 差一个常因子 Mi (*> =-^ z < Pl . x ). 



• 594 - 


数学附录 


其中之 1/3 (*)为+阶贝塞尔方程的任意解.与 （ b . 3) 式相同的解为 

…时刻，卜(+，)卜各 

*<0时’少 （*) = v ^ H[j |/3 (|_ u|3/2 j +J ^j |_ u|3/J j j 

其中 

1,(*) =i""J r (u：) ,K„(x) = 2si 二甘 _I r (*)], 
利用递推公式 

•（幻 - K ”，（*) = -_((*), 

2K\(x) = -K r . t {x) 

很易求出艾里函数的导数 

吖⑴= --^= k 2/ ,(|-* 3/2 ),(*>0) 

太 =0 时. 

0(0) = — ^ - -=0. 629, 

叫 丁） 

叫夺） 

0'( o ) = - -0. 459. 

2-/tt 

附录图 4 绘的是艾里函数的曲线图形. 



x 


(夺， ) 

(b.6) 


(b.7) 


附录图4 
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§ C 勒让德多项式 ® 

勒让德多项式 P,(cos 0) 由下式 定义： 


P,( cos 6) 


d l 


27! (dcos ey 


: cos 2 0 - 1) 1 


满足下列微分方程 


( I sin 8 


sin 0 dd\ - A6 

连带勒让德多项式由下式 定义： 

d m P,( cos 0) 1 


)+Z(Z + 1)P ( =0. 


1) 


2 ) 


P7 ( cos d) = sin m ^ 

或者，等价地定义为 

P" (cos 6) = ( - 1 


(dcos 0) m 
- ( Um )\ 


2 f / 厂 (dcos eY 


d 1 - 


^r(cos 2 0 -1 )*, (c. 3) 


-(cos 0 - 1). 


4) 


5) 


(Z-m) ! 2’/! (dcos d) 

其中 m =0,1, …，/，连带多项式满足下列方程 

^ l ^( sin ^) + [ Z(/ + "_^ l Pr=0 . 

勒让德多项式的归一化积分式为 

f t [ p ，( m ) ] 2 知 

= C0S 0) •把 （ C . 丨 ） 代人上式，并进行/次分部积分后，得 

1 ) ， _ 1 )▲ =^(/17 (1_M：)，d/1 - 

作变换 U = j(l - M ), 使该积分变成欧拉 B 积分，结果为 

| ( (c.6) 

同理，容易证明/值不同的 P ,(/ t ) 函数是彼此正交的. 

J P ,(/ i ) P , (/ J.)dfi =0, l ¥= l ' ( c . 7) 

连带勒让德多项式的归一化积分可用类似方法算出.把 [ p 「（ aO ] 2 写成 
( c . 3) 和 （ c . 4) 式的乘积，作 Z - m 次分部 积分; 结果得 


[ p r ^)] J ^= 27T 


(/ 


(/-i 


8) 


①球请病败的理论已有许多论述极佳的数学文献.为参考计，我们在这里仅给出一些主要的关系 
式，不准掩系统讨论这种函败的理论. 
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容易证明/不同 （ m 相同）的 P 『 函数彼此正交： 

f K (幻 P 7(/^ dfi =0 ,lW ( c .9) 

三个勒让德函数的乘积的积分计算，见§ 107. 

下列加法定理对勒让德多项式成立.设 y 为球角和 f , 〆 所决定的两个 
空间方向的夹角 ： cos y = cos 0COS 0' + sin 0 sin 0’ cos ( 史 - 〆 ） ，则有 
P ,( cos y ) = P,(cos d ) P,(cos 0') + 

+ X 2 jP/"(COS 沒) P,"(cos 0 ’）cos m(<p -< p ') , ( c . 10) 

这个定理也可用 （28. 7) 定义的球谐函数表成 

P,(W . Y ':("’) Y ,-("). (c. 11) 

«和是两个单位矢最. Y ,„( n ) 的宗址是„相对于某一固定坐标系的 球角. 

如果 （ c . 10 ) 式乘以 P , ( cos 0 ) 并对 do = sin 0 d 0 dtp 积分. 式右所有含有 
cos 历（#- 〆 ）因子的各项对 * 积分后等 于零； 应用 （{; 6) 和 （(; 7) ，我们得 


j" P,(cos y)P,.(cos 9)do = 8 ir ~-^P,(cos 0'). 

此式可写成下列对称形式， 

/ P〆” ， . n j) p / ( n i * "3)(*0, =5„.2^j-P,(n 2 . n 3 ) , 

其中 n , , n 2 , n , 是三个单位矢量，积分是对 n , 的方向而 言的. 

最后，我们给出前几个归一化的丫,„球 函数： 

Y m = 


12 ) 


Y,„ = 


Y,„ = 


y/^TT 


Y i.±i = 

、展一， 


^2.tl = 

V^ (i_3c 

os 2 0 ), 

Y 2 .*2 = 

_ n~ 

汐 (5cos 2 汐 -3), 


'WT^ 008 


-±i /lL si 



~ ± ， ^64-n S， 

n jcos 0 - I)e ^ , 


= - i 沒 sin 2 设 e t2i _, Y 3 

- =± \ 


+ i ./^sin 0e^ 


0sin 0e 〜， 


2 0e t2 


35 

64 ^r 


sin 3 沒 e : 
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§ d 合流超几何函数 


合流超几何函数定义为级数 
F ( a , r , z ) =1 - 


1) 


(土 


y 1! y(r + D 2! ’ 

此级数对 Z 的所有有限值都是收 敛的； 参1： a 是任意的，而参量 y 假定不等于零 
或负整数.如果 a 是一个负整数（或零），则 F(«,y, z ) 变成一个 lal 次多项式. 
F(a,y，z) 函数满足微分方程 

zu f, + (y - z)u' - aa = 0, ( d. 2) 

它很易直接验证®.用 u=z'- r u, 代人方程，上式可变换成另一个同样类型的 
方程. 


zu", + (2 - y -z)u\ - (a -y + l)u, =0. (d. 3) 

由此可知 7 为非整数时，方程 （d.2) 尚有特解？”『（£*-7 + 1，2-7,2),它和（《1. 
1) 式线性无关，故方程 （d. 2) 的通解为 

u = C,F(a,y,z) + C 2 z' " T F(a -y + 1,2 -y,z). (d. 4) 

第二项和第一项相反，在 z=0 处有一奇点 • 

方程 （d. 2) 为拉普拉斯型，它的解可用围线积分来表达.根据一般方法.作 

函数 

p(0 =yt-a, Q ⑴ =t(.t-l), Z(t) 

则 


u = I e u t a - , (t-l) r - a -'dt. (d.5) 

所选的积分路线必须使 V ( O = e、° O - 1 ) 〃° 函数走完该曲线后回到原值.对 
(丄 3) 方程应用同一方法，可得 u 的另一围线 积分： 

u=z'- r j eV r («-l) '-dr. 

作替换后，这个积分化成下列方便 形式： 

u(z) = J e'(t-z) - a t a - y dt, (d.6) 

而 V 函数则变成 

V(t) =e'< 0 - Ttl (< 

(d.6) 中的被枳式一般讲来具有两个奇点，在* = 2 和 t =0处.我们取积分 
围线 C， 它从无穷远处 （Re z—-00 )来沿正方向绕过这两个奇点后，再回到无穷 


①>■为负整数时的方程 （ d .2> 不箱专门研究.因为通过变换[此变换给出 （ d . 3) 式]它 BJ 以化成 y 
为正整数的悄形. 
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远处去（附录图 5) .因为 V ( t ) 在围线两端等于零，所以这个围线满足所需 条件. 
( d . 6) 式沿围线 C 的积分在;:=0处无 奇点； 因此，它除了一个常数因子外，必须 
和 F ( a , y , z ) 函数相同， F ( a , 7 , 2 ) 在 z =0 处是没有奇点的.当 z =0 时，被积函数 
的两个奇点 重合； 根据伽马函数论中的一个熟知公式 ®, 

hi/ rydt -fh)- 

由于 F ( a , y ,0) =1,显然有 

F(a.r.*) - e'O-zm 

( d .5) 中的被积函数在 t =0 及 t = l 处具有奇点.如果 Re ( y - a ) >0,并且 
«不是正整数，则积分路线可取围线它从< =1点出发，沿正方向绕 t =0点再 
回到 < =1 点处（附录图 6); 当 Ke ( y - a ) >0时，函数 V (0 绕此围线一周而回到 
原来的零值②.由此定义的积分在 z =0 处也没有奇点，它和 F («， y ， Z ) 的关系为 


( d -7) 

(d.8) 


F ( a , y , z ) = -； 


r(i - a ) r ( y ) 




'(1 - O r ' a "' d «- ( d -9) 


2 iri r ( y - a ) 

积分式 （ d . 8) , ( d . 9) 应作下列说明•当 《 和 y 为非整数时，被积函数不是单 
值函数.它们在每一点所取之值，已经假定满足这样的条件，即复 M 的幂次所取 
的辐角具有 M 小的绝对值. 



附录图5 



注意下列有用的 公式： 

F ( a , y , z ) = e I F ( y - a , y , - z ), ( d .10) 

如果在积分式 （ d .8) 中作替换立即可得上式 • 

我们曾经指出，如果 a = ~ n ( n 为正整数），则函数 F ( a ， y , z ) 变成一个多项 
式.可以求得这种多项式的简洁表达式.在积分式（丄 9) 中作替换 -< "后， 
再应用柯西公式，即得 


① 可'参考 Whittaker 和 Watson,Course of Modem Analysis , Cambridge, 1944, § 12.22. 

② 如果 y 为正帘数 . DWC •可取 PJ 时绕 》=0 及1 =丨点的任一闱线. 
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F ( - n , y , z ) 


• y(7 + l ) •••(•y + n -1) 

如果尚有 y = m ( m 为正整数），我们得下列公式 


dz 




F ( - n , m , z ) = 


-D ： 


i )-( 


-1) dz -**' 


)• (d. 11) 


(d-12) 


( d . 8) 式中作替换后，再对积分式采用柯西公式，即得上式. 

多项式 F ( (除开一个常数因子外），与下列广义拉盖尔 

多项式 相符； 


L r ( 2 ) = ( - 1 ) m —— L ^- U _ — F ( - ( n - m ) ,m + 1 , 2 )= 
m \ ( n - m ) ! 





( d . 13) 


m =0 时 L ： 1 多项式用 L „( z ) 标记并称为拉盖尔多 项式； 由 （ d . 13) 式得 


L,U) 



( d . 8) 的积分表式便于得出 z 很大时的合流超几何函数渐近式.我们把积分 
围线变形成 C , 和 C : 两条围线（图 5), 分别绕过 <=0和点 ； C 2 的下支假定与 
C , 的上支在无穷远处相接.我们在被积函数的括号内取出 （- z ) 可得按 2 的 
负幂次展开的 表式. 在沿围线的积分式中，作替换 t—t +2;则围线 C 2 变换成 
c,. 故 （ d .8) 式可表成 


F ( a , y ， z ) == rP -^^—-( - z ) "° G ( a,a - y + 1 , - z ) + 

I (y - a ) 

+ f [ S eV TG(r_a，1 ~ a，Z)， (d . 14) 

其中的 

G(a,p,z) (l +y) V-'e'dt. (d.15) 

( d . 14) 式中 - z 和 2 的幂次所取的辐角必须具有最小的绝 对值. 最后，被积 
函数中的 （1 展成 tA 的幂级数，并应用 （ d .7) 式，可得 G ( a , 沒, z ) 的渐近 

级数 

G ( a ,^, z ) =1 + ( d . I 6) 

1 : 2 2! z 

( d . 14) 和 （ d . 16) 式给出了 F ( a , y , z ) 函数的渐近展式. 

• y 为正整数时，方程式 （ d . 2) 的通解 （ d . 4 ) 中的第二项，或则和第一项相符 
(如果 y = l ), 或则毫无意义（如果 y >1) .在这种情形下 ，（ d . 14) 式中的两项， 
即分别沿围线 C , 和 C 2 的两个 （ d . 8 ) 积分式，可以取作 （ d . 2 ) 式的两个线性独立 
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解 「 c , ，(： 2 围线和 c — 样，满足所需条件，因此沿这两个围线的积分都是 （d . 2) 式 
之解]•这两个解的渐近式可从早已得到的公式 给出； 留下的问题是求它们的 z 
的升幂 展式. 为此，我们从 （ d . I 4 ) 式以及 , 7 F(a -y + 1，2 - 所满足的类似 
公式 出发. 根据这两个公式，我们把 G(«， a -y + 1， - z ) 表成 F ( a ， y ， 2) 和 


1^(«-7 + 丨，2-7, 2 ) ; 然后令7 =/>+ 4 /> 是—个正整数 ） ，并取极限^_ 
洛毕达定则求出此未定式 •经过 较长的计算后，给出下列 展式： 

+ 一丨，- 2 卜―^ ^ 卜. F(w) + 
+ y r(/>)r(g +5>[^(a +s) -i/f(p +s) -i//(s +1)], 

..0 r(a)r( s +/>)r(s + i) z + 


» o ，利用 


+ y ( _ n ， + T ⑺ r(o ： - 5 )r(p) ,,i 
.4 i r ( a ) r ( p - S ) r 

式中山 表示伽马函数的对数 导数; 必（《) = r f ( a )/ r ( a ). 


( d .17) 


§ e 超几何函数 


超几何函数由 U | <1 圆内的下列级数定义： 

U | >1时，由以上级数解析延拓求得[见 （ e . 6)]. 超几何函数是下列微分方程 
的一个特殊 积分： 


2(1 -z)u" + [y ~( a +p + \) z ]u' - a p u = o. ( e .2) 

参量 a 和办是任意的，而 y #0, -1，-2, …，卩(《，沒， 7 , 2 )函数显然对称于参缘 „ 
和沒①. （ e .2) 方程的第二个独立解为 

2 1 " r F (^ - y + 1 , a - y + 1 ,2 - y . z ) ； 

它在 z =0 处有一奇点 • 


为参考计，下面将给出超几何函数所满足的一些关系式 • 

F ( a ， 沒， y ， 2 ) 函数可以对所有的 z 值表出，当 R e (y - a ) >0时，可表为下列 
积分式 

1 r ( 1 - a ) r ( y ) 


F ( a ,/3, y , i ) 


2 iri r ( y - a ) 


-0 a ''(l -0 r ' a *'(l ~tz) "dt, 

( e .3) 


①介流几何 Wi 数可 rtl F ( or , 月, y,d 取下列极限求 W 

F ( a , y , i ) = lim F(a.p,y,z/p). 

文献屮还把超 iLW 函数记 f 2 F ,( a ，沒.合流超几何函数记作 |F|(a , 7> , J) . F 下面的左标和右标分别 
代表级数项中分子上和分母 h 的畚衹数. 
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所取的围线 C ' 如附录图 6 所示. 应用直接代人法容易验证这个积分式确实满足 
方程 （ e . 2 ); 上式中所选的常数闪子，应使得 2 = 0 时函数值等于 1 . 

方程 （ e . 2 ) 中作替换 u = (l - 2 广^“ ，得到 一个同一类型的方程，原式中的 
«，办， 7 分别被 y - a,y -( 8 , 7 诸参 tt 所代替.因此,有等式 

F ( a . p , y , z ) = ( 1 - z ) r ' a ' p F(y - a,y ~^, y , z ) ( e .4) 

上式两边满足同一方程式，并且在 2 = 0 处它们的值相等. 

将积分式 （ e . 3) 作替换1 + zt ) ,可得出以 2 和 2/(2 - 1 ) 为变最的两 

个超几何函数之间的下列关 系式： 


F ( a ,/3, y , z ) = ( 1 - z ) *°F ^ a , y -/3, yj . ( e .5) 

此式中的多值函数 （1 _ z )-° (及以后所有各式中类似的函数）所取之值，决定于 
这样的条件，即复量的幂所取的辐角具有最小的绝对值. 

其次，我们给出以2和1 A 为变最的超几何函数之间的下列重要公式，但不 
加证明. 


F ( a ,/3, y,j 


r(y)r(/ 3 -a) 

r (i8)r(y -a) 


_ 2 )_°F(a,Q ： + l - y,a + 1 _/3，+) 


, r(y)r(a ~/3) 

r( a )r( y -/3) 


_ 2 ) _/l F (/3，/3 + 1 -y , 卢 + 1 (e.6) 


这个公式把 F ( a ,；0, y , z ) 表为 U | >丨时为收敛的一个级数，这就是原级数 （ e . 1) 
的解析延拓. 


下列公式 


¥(a，!3,y,z) = ^ ^ _ Jgj F ( a ^ ' a + ^ + 1 -+ 

+ r ( H a 「;《) + 1 -a ~/3 ,l - z ) ( e . 7) 

把 z 和 I 的超几何函数联系 起来； 其推导过程与 （ e .6) 式相似.把 （ e .7) 和 

( e .6) 式合并，可得下列关系式 


F(a ，沐 7 , 2) |_2) + i -尽’占) + 

+ R ^ 帶普卜 2 广 巾，” 一 1 -«，+)， （e8) 

F ( a ，々， y ， 2) + 

-z 广 H(1 -心- 沒，” 1 -a-"，—). 


r(y)r(a + p - y ) 
r(«)r (奶 


( e . 6) 到 （ e . 9) 各式右边的每一项都是超儿何方程的一个解. 


(e.9) 



如果 0:( 或 /3) 是一个负整数（或零）， 《 = - n , 则超几何函数变成 n 次多项 
式，并可表成下列形式 

F( - 味以 =7 ^(/ ，• ' 、 知 ，， 1 -)-]. (e-.O) 
y(y + l)...(y +n - 1) dz“ 1 

此式与下列雅可比多项式只差一个常数因子. 

p ” u) = (a + l)(a^ 2 )-(a +n ) F | - „， fl + “ „ + ! , fl + ,, 宁 ) = 

= £ 2^ f (1 " Z) " (1+Z) " S [(， _2 )…（丨 +2 )“.]. ( e . 11 ) 

a =6 =0 时，雅可比多项式就是勒让德多项式 =0 时，= 1. 

§ f 含有合流超几何函数的积分计算 


让我们考虑下列积分式 

= f e ' A VF ( a , y , A : z ) d2 , ( f . 1 ) 

J 0 

假定它是收敛的，那么，必须使 Re »/> -1 和 Re A > IRe itl ; 如果 a 是一个负整 
数,后一条件可用 Re A >0代替. 

应用 F ( a , y , fc ) 的积分表式 （ d .9) ，并把围线积分和与 ( k 的积分对调，容易 
得出： 

~h r % a ^ y) IIS k _，'( 1 - ，)〜 = 

-~h K; y ) r ,r ( … ）i ( -f( 1 广 -■( 1 - 騎）一山 • 

考虑到 （ e . 3) 式，我们最后得 

J ： r = r (^ + l ) A - , - , F ( a ^ + l , y , A / A ) ( f .2) 

当 F ( a ,〃 + l , y , A :/ A ) 函数变成一个多项式时，积分 J = y 可用初等函数表示出来： 

J ：；"" =( - nT { y )-~[ X a - r ( A - k )-), ( f .3) 


y -.,=( - o ' 


r(y + i)---(y + «- 1 ) dA 


: [ A -，- i(A - A 广 ”■], 


§ f 含有合流超几何函数的积分计算 
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其中都是整数，且 0^ n ^ m -2. 

其次，让我们计算下列积分 

l = f : e - V -'[ F ( - n , y , kz )] 2 dz , ( f .6) 

其中„是_个正整数，并且 Re r >0. 为了计算这个积分式，我们从一个更普遍 
的积分式出发，被积函数中的因子改成其中一个 F ( - n , y ， Az ) 函数可 
写成围线积分 （ d . 9) ，然后应用 （ f . 3) 式对 ck 积分： 

f e - A V "[ F ( - n , y , kz )] 2 dz = x 

Jo 2 tti I (y + n ) 




1 F (- n 9 y , kz ) dtdz = 


= - ( - 1 

2 tti 


. r(i + n )r 2 ( y )r ⑴ 
r J (y +/1) 


j > (A - t ) 


- [(A - AO ”（A - At - W *. 


A 的 n 次导数显然可用 / 的 n 次导数来 代替； 然后再令 A 就回到积 分几. 

1 ru + i)r (幻 r 2 ( y ) K 

- 2 iri r 2 ( y + n)T 

x j r ( -*)”( - t )- r ] dt . 

分部积分 《 次后 . dVtk " 算符就转移到表式 （ -0”*^(丨-*)”〃 1 身上，然后用 
莱布尼茨公式展开此导数.结果得到许多积分式之和，其中的每一个积分式都能 
化成熟知的欧拉积分式.最后可得所求积分的下列 表式： 

j = _ r ( y ) ra ! _ x 

• y + 1 ) … （ y + /i - 1 ) 


•-I 

{^1 
$ m 0 


( n - s )( y - p ~ s -\)( y - p - s )' 

[+1) !] 2 y(r + i)--(r +*) 


容易看出 l 积分间具有下列关系式 


(y -/> - l)(y - p)-"(y +P - 1) 

一 k 1 ”、 ' 


( f -8) 


其中 /> 是任意整数. 

同样地可计算积分 

J = J e ' Al z r " 1 F ( a , -y , i : z ) F (a * , y , A : " z ) dz , ( f - 9) 

我们把 F ( a ', y , A ' z ) 函数表成围线积分 （ d . 9), 然后利用 n =0 的 （ f . 3) 式对 
dz 积分： 
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「（1 -cpr( 


2 iri r ( y - a ') 
x F ( a , y , hz)dzdt 

i r(i- a ，） r 2 ( y ) 


7 a ， j r) £ J o ( - o r ' a '" 1 2 r ' l e - ,<A -*' , > 


(-0 o 、'（l -O r _ 。、丨 （a 


2iri r ( y - a ') 
x ( X - k ' t - k ) ° dt . 

替换 - A '), 这个积分变成 （ e . 3 ) 形式，结果得 
= r ( y ) A --.”（ A - A )-" ( A - r )-" F ( a , a ', y ,- kk， 


(A - k )(\- k ') 


如果 a ( 或 a ') 是负整数, a = - n , 上式可用 （ e . 7) 式改写成 

卜 ⑽ :;::: 入 - 奶 m 


10 ) 


xF (~^ a ，> ~ n + a ，+1 ~ y ^) ( V -%)- (f - u) 

最后，让我们考虑下列形式的积分 

J '^( a , a ') = e' T(iti V ' 1 * , F ( a , y , Az ) F ( a , ,y - p , k ' z ) dz . ( f . 12) 

假定参量值使该积分绝对收敛 p 和 P 都是正整数•应用 （ f . 10)，其中最简单的积 
分式 f ( a , a ') 为 

C ( a , a ') =2 T ( r)(A + A ， )°*°'' r ( it , - A ) - a ( k - k')- a， x 


- 4 hk ' 


9 


如果 a (或 i ) 是一个负整数 


(r-*r 

I ,应用 （ f . 11) 式，我们还可写成 


( f . 13) 


J~( -„, a -) -•^ r(y)(y-ot’) （ y -Q!’ + l)."( y -, 
y(y + l ) —( r + n - l ) 


-1) 


x ( - l )'( k + k ')-^ a ^( k - k ' y - a F [ - n , a ', a ' + l - n - r ,(|± i ；) 2 j . 

( f . 14) 

J ； f ( a , a ') 的一般公式也可以推导出来，但是它过于复杂不便应用更方便的办 
法是应用递推公式，它可以把的积分式化成 s = p = o 的积分式.我们 
把它写出来，不加证明①.公式 

J ； f ( a ， a ’）= 2! - p -{ J ；!； l ( a , a , ) - J;V (a - 1 } , ( f . 15) 


① A 体推导见 W. Gordon,Annalen der Physik[5]2,1031 ,1929. 
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可使化成 p = o 的积分式.然后，公式 

= p ^ p {[ f ( A：-n 士 + ztV - 叫<(«，《，) + 


+ i ( y-l + i -2 a , ) J ；- ,0 ( a , a , ) +2 a , i J ；-' 0 ( a , a , +1 ) } 

U 16 ) 


最后可使 j ; r ( a ,</) 化成 * =p = o 的积分式. 
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